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Abstract— This article presents the design and development of an experimental dynamic, uncertain and low
cost teaching module, directed to dynamic system modeling and control disciplines. The proposed model is easy
to use, it has wide applicability and can be useful to understand various concepts such as stability, linearity,
non minimum phase and minimum phase systems, time and frequency domain approaches, among others. In
addition, the module enables electrical and control engineering students to performe the state space modeling
of a low cost system with different state and output configurations. In advanced levels, it also allows them to
design controllers for the module to operate independently of the system having a stable or unstable behavior.

Keywords— Dynamic uncertain module, control theory, education in control theory

Resumo— Este artigo apresenta a elaboracido e desenvolvimento de um médulo didatico experimental, dina-
mico, incerto e de baixo custo, direcionado as disciplinas de modelagem e controle de sistemas dinamicos. O
modelo proposto é de ficil uso e com vasta aplicabilidade, podendo ser utilizado para compreender diversos con-
ceitos, como estabilidade, linearidade, sistemas de fase ndo minima e de fase minima, abordagens nos dominios
do tempo e da frequéncia, entre outros. Além disso, o médulo possibilita aos alunos dos cursos de Engenharia
Elétrica e de Controle e Automagao realizar a modelagem em espago de estados de um sistema de baixo custo
e com diferentes configuragoes de estados e saidas. Em niveis mais avangados, também lhes permite projetar
controladores para o médulo que funcionem independentemente do comportamento escolhido para o sistema, isto

é, estavel ou instavel.

Palavras-chave— Moddulo dinamico incerto, teoria de controle, educagdao em teoria de controle

1 Introducao

Nas disciplinas de modelagem e controle, as si-
mulagoes realizadas em softwares de programagao
sao comumente utilizadas como a ferramenta prin-
cipal (ou unica) de aplicagdo dos conceitos apren-
didos. No entanto, é notavel o grande potencial
e a necessidade da realizagao de atividades pra-
ticas, pois elas, além de prover uma consolidagao
tedrica, aproximam o aluno das dificuldades pre-
sentes nas execucgoes dos projetos no plano nao
ideal.

Tal necessidade pode ser vista pelo niimero de
trabalhos focados em desenvolver médulos e pla-
taformas didaticas para o ensino de Sistemas Di-
namicos e Engenharia de Controle encontrados na
literatura. Por exemplo, em Pereira et al. (2014)
é apresentada uma plataforma para o estudo de
sistemas néo lineares/caéticos baseada no circuito
de Chua; em Moreira et al. (2014) é apresentada
uma plataforma didéatica baseada em sistemas em-
barcados (controle e aquisigao de dados) e progra-
mas em desktop (visualizagdo de dados e confi-
guracdo dos parametros de controle); em Ballet
et al. (2014) é apresentada uma plataforma de
controle baseada em estratégia Hardware In the
Loop (HIL) utilizando sistemas embarcados (Ar-
duino) para realizar o controle e simulagdo de um
quadrirrotor no Matlab/Simulink; em Pelz et al.
(2014) é apresentado o desenvolvimento de um sis-
tema de controle multivaridvel (sistema de dois
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tanques acoplados). Note que, apesar de vérios
outros trabalhos apresentarem o desenvolvimento
de médulos didaticos para o ensino de controle,
poucos deles apresentam moédulos de baixo custo
voltados para o ensino de modelagem e controle
em espago de estados (além de permitir a pratica
das teorias de controle robusto).

Portanto, observada a necessidade de um ma-
terial que aproxime a teoria e a pratica, esse tra-
balho tem como objetivo central desenvolver um
médulo didatico para abordar, aplicar e confirmar
alguns pontos especificos da drea de controle. Au-
xiliando o aluno a compreender melhor o processo
de modelagem, simulacao, sintese de controlado-
res, e aprender a conduzir um projeto de acordo
com as aplicagoes e desempenhos solicitados.

Visto que os sistemas elétricos que em sua
composi¢ao possuem apenas elementos passivos
(resistores, capacitores e indutores) sdo sempre es-
téveis ou marginalmente estéveis (Malvino, 2007),
utilizaram-se conhecimentos de controle e eletro-
nica para a criagao de um modulo, utilizando
elementos ativos (amplificadores operacionais —
amp-ops), capazes de levar o sistema a instabili-
dade dependendo dos parametros adotados.

O modulo projetado também possibilita aos
alunos estudarem e aplicarem diversos conceitos
que a realimentagdo negativa proporciona (Ogata,
2003; Dorf e Bishop, 2011; Nise, 2011) como a re-
dugao de sensibilidade aos parametros da planta
e a perturbagoes na saida; controle da largura de
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banda do sistema; estabilizagao de sistemas insta-
veis; e controle da resposta temporal do sistema.

Com o uso do médulo, os alunos também po-
derao perceber a diferenga entre técnicas de con-
trole no dominio da frequéncia (normalmente tra-
balhando com a realimentacao da saida do sistema
e representagdo em fungdo de transferéncia) e as
técnicas de controle no dominio do tempo (sendo
abordado, para este caso, a facilidade em traba-
lhar com a realimentagao de estados e a represen-
tagdo em espago de estados).

Devido a sua configuragao, o moédulo tam-
bém pode ser utilizado para apresentar parame-
tros incertos. Sistemas sujeitos a incertezas sao
frequentes na natureza e tem sido amplamente es-
tudados na literatura (Boyd et al., 1994; Leite e
Peres, 2003; Braga et al., 2014). As incertezas
ocorrem devido a variacoes de parametros, per-
turbagoes externas, presenga de ruidos, dinamicas
nao modeladas, imprecisao nos sensores e atua-
dores (Ackermann, 1993), o que torna necessério
leva-las em consideragao na analise e projeto de
controladores. Como os equipamentos presentes
nos laboratérios da Universidade Federal de Ouro
Preto (UFOP) nao contemplam essa classe de sis-
temas dinamicos, o médulo também permitira aos
alunos aprofundarem o seu conhecimento em siste-
mas incertos, perceber como as incertezas afetam
o comportamento do sistema controlado e como
projetar controladores para a classe de sistemas
incertos.

2 Objetivo

O objetivo principal deste trabalho é a elabo-
ragao e o desenvolvimento de um médulo dinamico
sujeito a incertezas, que fundamente conceitos de
modelagem e controle, abordagens no dominio do
tempo e da frequéncia, e que possibilite a observa-
¢ao do comportamento do sistema em tempo real.
Além disso, apresentam-se os resultados obtidos a
partir da sintese de controladores, sendo exposta
a metodologia que pode ser utilizada como uma
possivel sugestao de um roteiro pratico. Portanto,
espera-se que o mddulo fornega aos alunos a opor-
tunidade de modelar um sistema real em espaco de
estados e monitorar as respectivas varidveis de es-
tado, aspectos muito utilizados nas disciplinas que
envolvem modelagem. E para casos mais avanga-
dos, como em disciplinas de controle, possibilitar
o projeto de diferentes tipos de controladores.

3 Composicao da Planta

Neste trabalho, optou-se por utilizar a mode-
lagem em espaco de estados, devido a simplici-
dade que esse modelo oferece para trabalhar com
miultiplas entradas e saidas e ainda permitir que
os alunos visualizem o comportamento interno do
sistema, bem como o da entrada e da saida. Em
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relagdo as técnicas computacionais para a solu-
¢ao das equagoes e projetos de controladores, essa
abordagem apresenta, em muitos casos, menor di-
ficuldade.

Na Figura 1, estd disposto o circuito da planta
contendo os trés estados e a identificacdo de cada
parte do sistema.

O modelo total do circuito expresso em espaco
de estado é definido como

. R:
T T 7R01]%R2+R3)
To| = A\l | motrm | (D
z3 z3 0
Z1
y=[0 0 1+ 8] o +[0]u, (2)
€3
em que
R;—R
i 0
A = R7C> (R2+2R3) 1 R7Co R E)l
0 R11C3 (1 + 372) R11C3

Portanto o sistema apresenta um circuito sub-
trator, um circuito inversor, um filtro passa-tudo,
com um estado interno (tensdo no capacitor Cy —
z1), e dois filtros passa-baixas de primeira ordem
ligados em cascata com outros dois estados (ten-
sao no capacitor C — xo e tensdao no capacitor
C5 — x3). Destaca-se que os resistores Ro, R3 e
Ry sao potenciometros que, por poderem ser ajus-
tados, representam as incertezas presentes no sis-
tema.

O circuito montado conforme a Figura 1 faz
com que ele tenha caracteristicas interessantes tais
como: fase ndo minima e possivel instabilidade (de
acordo com os valores escolhidos para os potencio-
metros Ry e R3). Além disso, a estratégia de usar
dois filtros passa-baixas de primeira ordem ligados
em cascata foi adotada para facilitar o monitora-
mento dos estados presente neles.

O potenciometro Ry, diferentemente dos po-
tenciometros Ry e R3, nao influencia na estabili-
dade do sistema. FEle é responsdvel por variar o
ganho do sistema.

3.1 Andlise do circuito

De posse da modelagem do circuito, pode-se
analisar o comportamento do sistema de acordo
com as incertezas Ro, R3 e Rg. Devido a realimen-
tagao do circuito da Figura 1, os valores das resis-
téncias Ro e R3 interferem na estabilidade do sis-
tema. Para facilitar a analise do comportamento
do sistema, e definindo-se A = R3/Ry, pode-se
escrever a funcao de transferéncia da planta prin-
cipal como

1/1(8) N A R018+1
Vils) A+ 1RCrs+ 2L

(3)



- AMPLIFICADOR INVERSOR

. CPASSATUDO. . . .

Figura 1: Configuracdo do circuito: Subtrator (vermelho), Amplificador Inversor (verde), Passa-tudo

(azul) e Filtro Passa-baixa (preto) .

Uma forma de se analisar o comportamento
do sistema para diferentes valores de A é por meio
do lugar das raizes. Note que a equacao caracte-
ristica da planta principal pode ser reescrita como

() Ao a)

e o lugar das raizes é dado na Figura 2. Note que o
sistema é estdvel para A < 1 (Rs < Rj) e instdvel
para A > 1 (R3 > R»).

RO, (4)

~ RC,

Figura 2: Lugar das raizes para a funcao de trans-
feréncia apresentada na equagao (3) considerando
a variagao do parametro A\, em que X e o repre-
sentam, respectivamente, o polo e o zero do sis-
tema. O ponto de cruzamento do eixo imaginério
é A =1 (R3 = Ry), logo o sistema é estdvel para
A <1 (R3 < Ry) einstavel para A > 1 (R3 > Ra).

4 Testes experimentais

Para a validagao do modelo, alguns resultados
experimentais obtidos utilizando o mddulo finali-
zado sao apresentados nesta secao. Para realizar
os testes de bancada foram utilizados uma fonte
simétrica ajustada em +15 V', um gerador de fun-
¢oes e um osciloscopio, como disposto na Figura 3.

Testes a vazio

4.1

O primeiro teste se deu somente observando o
comportamento do sistema sem aplicar um sinal
na entrada e variando o valor de resisténcia dos
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Figura 3: Testes de bancada.

potencidémetros Ry e R (Figura 1). Com as com-
binagoes de valores foi possivel observar o sistema
transitando da estabilidade para a instabilidade
(Figura 4). Como explicado na Secdo 3.1, se R
possuir um valor maior de resisténcia do que Rs,
o sistema se torna instavel.

Tenséo (V)

. . . .
0.5 1 15
Tempo (s)

Figura 4: Teste para o sistema auténomo (sem
entrada aplicada).

Observe, pela Figura 4, que o sistema é estével
no tempo zero, e em aproximadamente 1 segundo
ocorre a mudanca do comportamento, devido aos
ajustes feitos nos potenciémetros. A saida comeca
a decrescer até atingir a saturagao do sistema em
aproximadamente —15 V. E valido destacar que
o médulo proposto é limitado pelos valores de ali-
mentacao dos amplificadores operacionais e que o
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sistema possui ganho negativo. Se o sistema fosse
ideal, a saida decairia ilimitadamente.

Em sistemas ideais nao sao considerados rui-
dos, portanto para o caso sem entrada, o sistema
deveria apresentar uma resposta nula, pois estaria
em equilibrio. Mas, como o médulo é construido
fisicamente, os sinais existentes na planta, assim
como os dados coletados, estao sujeitos a diver-
sas interferéncias, sendo esta uma caracteristica
interessante a se destacar em aulas praticas dife-
renciando o trabalho em um sistema ideal e em
um sistema real.

Deste modo, a resposta do circuito se altera
em consequéncia da presenca de pertubacoes, que
sao agravadas devido a realimentacao, pois ela
transporta esse ruido para a entrada e essas pe-
quenas variacoes sao interpretadas como peque-
nos sinais de entrada. Com o sistema configurado
para atingir a instabilidade, a minima variagao
nos terminais de entrada faz com que a saida de-
cresca até o valor da saturagao, aproximadamente
—15 V. Confirmando o conceito de sistema ins-
téavel. Segundo Lathi (2009), um sistema é dito
BIBO (do inglés bounded input/ bounded output)
estavel (estabilidade entrada/saida) quando, para
toda entrada limitada, o sistema exibe uma saida
limitada. Caso a saida seja ilimitada para alguma
entrada, o sistema é dito BIBO instavel. Note que
esse conceito é observado, no teste, uma vez que
uma entrada limitada gerou uma saida ilimitada
(Vide Figura 4).

4.2 Testes com sinal de entrada

Para o teste com entrada, foi utilizado o ge-
rador de funcao a fim de fornecer uma onda qua-
drada de 5 V},, como entrada do sistema. O sinal
do gerador e a saida estao dispostos na Figura 5,
por ela observa-se o sistema operando na regiao
de estabilidade, no qual a saida acompanha a en-
trada com um ganho de —1,5. Em destaque esta
disposto a identificagao da fase nao minima do cir-
cuito, que aparece devido ao zero do lado esquerdo
do plano jw, causando um undershoot na resposta
do sistema, essa caracteristica acarreta uma maior
dificuldade em controlar sistemas desse tipo.

5 Aplicagoes didaticas

O médulo apresentado visa auxiliar as aulas
praticas de diversas disciplinas do curso de e En-
genharia Elétrica e de Controle e Automagao, tais
como: modelagem, sistemas de controle e matérias
que envolvam técnicas de controle avangado.

Em modelagem, por muitas vezes é dado
maior enfoque no modelo expresso apenas pela
entrada e saida, visando abordar a modelagem
em espago de estados, que se mostra mais ver-
satil quando comparada com a modelagem citada
anteriormente. O mdédulo possui um circuito que
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Figura 5: Teste com uma entrada aplicada (sinal

de entrada em azul e sinal de saida em vermelho).
Em destaque: identificagao da fase nao minima do
circuito, causando um undershoot na resposta do
sistema.

possibilita a modelagem em espaco de estados com
trés estados que podem ser medidos na pratica,
existindo a possibilidade de aumentar o nimero
de estados, caso desejado, com o acréscimo de ou-
tro médulo independente.

Para sistemas de controle, a planta pode ser
utilizada com parametros fixos, ou seja, traté-lo
como resistores. Dessa maneira, técnicas de con-
trole classicos podem ser utilizadas para controlar
a planta.

Por fim, o médulo pode ser utilizado para en-
sinar e aplicar técnicas de controle avancado. Da-
das as incertezas do médulo (pardmetros que va-
riam, representados pelos potenciometros Rs, R3
e Ry), sdo necessdrias técnicas de controle robusto,
uma vez que as técnicas de controle classico se tor-
nam ineficientes para esses casos.

5.1 Técnicas de controle avancado aplicadas ao

maodulo

Nesta secao serao expostos modelos de con-
troladores que foram aplicados & bancada didética
reafirmando a utilidade que os médulos didaticos
trazem em aulas praticas.

Para o projeto de controladores para o médulo
incerto, além das teorias de estabilidade de Lya-
punov, controle cldssico e robusto, LMI (Linear
Matriz Inequality) e sistemas politépicos (Boyd
et al., 1994), também sao necessdrios conhecimen-
tos de softwares de simulagao numérica, como o
MATLAB, e de pacotes computacionais, tais como
SeDuMi (Sturm, 1999) e Yalmip (Lotberg, 2004),
0s quais sao utilizados neste trabalho para a cons-
trucao e solucdo das LMIs. Além disso, para a
realizacao das praticas é essencial o conhecimento
em eletronica e de algum software de simulagao
para validar os testes dos circuitos analdgicos.
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5.2  Controlador Estabilizante

Esse controlador tem o intuito de estabilizar
um sistema instavel. Deste modo, representa-se o
modelo da planta, genericamente, por

5

Ax(t) + Bu(t)
Cx(t) + Du(t),

(
(

em que as matrizes A, B, C' e D sao dadas por (
e (2). Definindo a lei de controle como wu(t)
Kx(t), em que u(t) é o sinal de controle, K é o
controlador e x(t) sdo os estados, entdo o sistema
em malha fechada é dado por

)

(=2}
=

1)

z(t) = (A+ BK) z(t)
y(t) = (C+ DK) z(t).

(7)
(®)

Para a sintese do controlador utilizou-se o
critério de estabilidade segundo Lyapunov, e
escolheu-se uma fungao quadrética nos estados
como candidata de Lyapunov, isto é, V(z)
2T Pz, em que P = PT > 0. Escrevendo K =
X P, a qual é utilizada para encontrar o controla-
dor K e definindo P! =Y, com Y > 0, tem-se:

9)

que é utilizada para encontrar o controlador K
que estabiliza a planta (Boyd et al., 1994).

Encontrado o controlador e devidamente es-
truturado em série com o médulo, realiza-se o
teste para verificar o comportamento da planta
com a agao do controlador estabilizante, que se
deu sem entrada aplicada, justamente para com-
parar com resultados obtidos anteriormente.

Como explicado anteriormente, o sistema é
instavel para uma configuracao em que R3 > Ra.
Logo, condicao inicial diferente de zero conduz o
sistema para longe da origem do espago de esta-
dos. Entretanto, a lei de controle encontrada esta-
biliza assintoticamente o sistema e, portanto, ga-
rante que, a partir de qualquer condicao inicial, o
sistema ird para zero. Na Figura 6, pode-se notar
que a acao de controle satura em 15V no inicio
da simulagao, mas ainda é capaz de estabilizar o
sistema.

AY +Y AT + BX + XTBT <0,

5.8 Controlador por Modelo de Referéncia

Uma outra possibilidade é projetar um con-
trolador para seguir referéncia. Neste caso, con-
sidera-se que o comportamento desejado para o
sistema, é descrito pelo modelo estdvel

T (t) = Am@m () + Bpr(t)
Ym (t) = Crn@ (t) + Do (t),

(10)
(11)
e busca-se um controlador que minimize a norma

Hoo da referéncia, r(t), para o erro entre a saida
do sistema e a saida desejada, z(t) = y(t) — ym/(¢).
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Time (z)
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Figura 6: Saida do médulo em série com o contro-
lador estabilizante (azul) e sinal de controle (ver-
melho) no teste a vazio (sem sinal de referéncia).

Uma forma de se encontrar esse controlador é
definir o sistema aumentado

em que
0

o} 7 = |

[C —Cn],D=De D, =—-Dy,.

Dessa forma, basta encontrar uma lei de con-
trole da forma wu(t) KZ(t) que minimize a
norma He, de 7(t) para z(t) do sistema aumen-
tado. Uma estratégia para encontrar tal lei de
controle é resolvendo as LMIs dadas pelo Boun-
ded Real Lemma (Boyd et al., 1994)

B ’ B’!‘

X >0,
_ - ) ) .
(i) 5 xerevro
= < 0.
* -1 -
* * —vI

Sabendo que X = P! e Y = KP~!, é possivel
obter o controlador para seguir referéncia.

Inserindo o controlador a planta e definindo
um sinal de referéncia, no caso uma senoide, é
possivel observar a acao do controlador como dis-
posto na Figura 7.

u

Figura 7: Saida do médulo em série com o con-
trolador para seguir referéncia (azul), sinal de re-
feréncia (verde) e sinal de controle (vermelho).



6 Conclusoes

A construgao em uma estrutura modular per-
mite a facil expansdo do sistema, possibilitando
que os alunos testem diferentes alternativas e to-
pologias em tempo real, modificando apenas a
configuracdo por meio dos potencidometros e es-
colha das varidveis que desejam, o que ainda nao
existe nos laboratdrios de controle da UFOP. A
abordagem utilizada é de facil uso e apresen-
tou bons resultados nos testes realizados possibili-
tando assim ao aluno realizar desde praticas basi-
cas para observar comportamentos, quanto desen-
volver sistemas complexos para controlar a planta.
Adicionalmente, a flexibilidade do sistema, aliada
ao baixo custo e a um bom nivel de detalhamento,
torna o médulo apresentado uma alternativa via-
vel e eficaz para o uso dos alunos nas disciplinas de
modelagem e controle. A validade do sistema foi
comprovada devido aos testes e aplicacoes praticas
feitas em cima do moédulo, cuja sintese dos contro-
ladores foi realizada para sistemas continuos.

Como proposta futura, pretende-se aplicar ou-
tros tipos de controladores existentes, além de uti-
lizar estratégias de controle digital para estabilizar
o sistema.
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