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para Sistemas LIT

i Representacdo no Dominio do fempo

» RepresentacAo de sinais de fempo
discreto em termos de impulsos

» Soma de Convolucdo
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Impulso unitario no tempo discreto

» A funcdo impulso no tempo discreto é[n] & definida por
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Amosfrando um sinal usando o impulso

:

» Amostrando z|k|d|n — k] de um sinal x|n]
Para k = 0:

Para Vv k:
x|nlo|n — k| = x|k]on — k|

» n representa o indice do tempo, portanto z[n| e
x|k|o[n — k| representam sindis;
» 1|k| representa o valor de x|n| no instante k.
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e[n]d[n — k] = z[k|8[n — k] para k = 0
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x(nlon — k| = x|k|dln — k] para k =1

7]
=
O
——o
——o
——o

-2 !
-2 0 2 4 6 8
= 2
|
S . . . . . . .
E 01 o o T o o o o o )
)
-2 !
-2 0 2 4 6 8

n (tempo)

-p. 6/258



x(nlo|n — k| = x|k|d|n — k] para k = 2
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e[n]d[n — k] = z[k|d[n — k] para k = 3

7]
-

O
——o
——o
——o

-2 !
-2 0 2 4 6 8
2
am)
|
=
= 01 o o o o o o o o o
= l
=
-2 !
-2 0 2 4 6 8

n (tempo)

_p. 8/258



x(n|dn — k| = x|k]do|n — k] para k = 4
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e[n]d[n — k] = z[k]d[n — k] para k = 5
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e[n]d[n — k] = z[k]d[n — k] para k = 6

7]
-

O
——o
——o
——o

-2 !
-2 0 2 4 6 8
2
N@)
|
=
= 01 o o o o o o o o
= l
=
-2 !
-2 0 2 4 6 8

n (tempo)

—p. 11/258



Reconstruindo um sinal usando amostras

Considere as amostras
x|k]on — k]
de um sinal x|n|.

» Reconstruindo um sinal usando todas as amostras
deste sinal

» Note que combinacdo de fodas as amaostras
de um sinal é igual ao proprio sinal:

oo

wln] = Y a[k]o[n — K]

k=—0o0
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Exemplo: Usando o impulso

» Considere o seguinte sinal

1 n=0
—1 n=2
x|n| = <
2 n=2>5
0 caso contrdrio

» Rescrevendo o sinal por uma soma de impulsos ponderados:
z[n] = 16[n] — 10[n — 2] + 26[n — 5]

» Rescrevendo o sinal pela soma de todas as suas amaostras:

~~ =~
x[n] = z[0] 6[n] + x[2] d[n — 2] + z[5] d[n — 5]

e

= ) a[k]d[n — K]

k=—o0
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i Usando o impulso

» Amostrando um sinal usando o impulso unitdrio
» Amostrando z|k|d|n — k] de um sinal x|n|

x(n|oln — k| = zlkldn — k] V k.

» Reconstruindo um sinal usando todas as amaostras
deste sinal

» O somatdrio de todas as amostras de um sinal é
igual ao proprio sinal:

oo

wln] = Y x[k]o[n — K]
k=—00
» Qualquer sinal discreto limitado z|n| pode ser
escrito na forma de uma soma ponderada de

impulsos unitdrios deslocados no tempo, §[n — k.
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Fundamentos

) Sistema h
H

- h[n] é a resposta ao impulso do sistema de tfempo discreto.

» h(t) é aresposta ao impulso do sistema de tempo continuo.

» A resposta ao impulso caracteriza um Sistema Linear e
Invariante no Tempo (LIT).
Consideraremos sistemas com uma unica entrada e
uma unica saida (SISO), Lineares e Invariantes no
Tempo.
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Fundamentos

» Assumindo que H € um sistema linear e invariante no tempo.

» LoQgo, para o caso do sisfema de tfempo discreto:

adn — kj

>

Sistema ahn — k]
H

>

» Parauma entrada: xn] = aidn — k1] + ... + apndn — ki

ozlé[n — kl]

>

Sistema
H

ozlh[n — kl]

amon — ki)

Sistema
H

yn| = arhjn — k1] + ...

— km]

amhln — k]
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Soma de Convolucao

x Sistema Y
H

» Se r = )(t) ou x = d[n], a saida do sistema, resposta
Qo impulso, serd representada por y = h(t) ou
y = h|n|] para o caso do tempo confinuo e
discreto, respectivamente.,

» Devido o sistema H ser LIT:

» Dada uma entrada z[n], € possivel usar h[n| para
encontrar y|n|.
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i Exemplo

» Obtenha a saida y[n| de um sistema LIT (H)
resultante da entrada x|n|:

x[n] = 16[n] — 16[n — 2] + 20[n — 5]

» Devido (H) ser LIT, femos:

H{[n]} = hin]
H{—dn—2]} = —hln—2
H{26|n — 5]} = 2h|n — 5]

» Obtendo:

yln] = hin] — hin — 2| + 2h|n — 5]
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Fundamentos

:

» Aplicando uma entrada da forma:
rin] = a10n — kil + ...+ andn — k]
em um Sistema LIT (H), femos que:

Entradas Saidas

rin] = a10ln — k1] — wyin] = arhin — k|

Tmin] = andln —kn] — ynlnl = anhin — k|
» Obtendo uma saida da forma:

yn] = arhln — k1] + ...+ aphin — k]
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Exemplo

+

» Obtenha a saida y[n| de um sistema LIT (H)
resulfante da entrada:

z[n] = —8[n] + 28[n — 2] + 8[n — 5]
» [emos que:
yln] = —hln] + 2h[n — 2] + hln — 5
sendo que, h|n| = H{d|n|}.

» Considerando a saida h[n] do sistema LIT como:

a® n >0
hin| = a"uln| = ,coma=0,6
0 n<0
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Exemplo: hin] = 0,6"uln] paran > 0
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Sumario (versGo 1). i
Obtencao da Soma de Convolucao

» Assuma que o sistema H é Linear e Invariante no Tempo

d[n] Sistema h|n]
H

» Devido a propriedade de Invariancia no Tempo, temaos

§[n — k] Sistema hin — k]

> >

H
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Sumario (verséo 1).

Obtencao da Soma de Convolucao

» Devido a propriedade de Homogeneidade, temos

x|k|d|n — k|

>

Sistema
H

x|klh|n — k]

>

» n representa o indice do tempo, consequentemente x[n]

representa um sinal;

» z|k] representa o valor de x[n] no instante k.

» Devido a propriedade de Aditividade, temos

oo

> z[k]d[n — k]

k=—o0

Sistema
H

o

> z[k]hn — K]

k=—o0

>
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Sumario (versGo 1. i
Obtencao da Soma de Convolucao

» Devido fodo o sinal discreto limitado z[n| poder ser expresso
na soma ponderada de impulsos unitarios:

o

z[n] = Y a[k]o[n — k]

k=—o0
» Enftdo, femos que,
z[n] = > x[k]é[n — K] yln] = Y alklhn — k]
k=—o00 | Sistema k=—c0
H

» Se conhecemos h[n|, podemos calcular a saida y[n] para
qualquer entrada z(n|.
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Sumario (verséo 2).

y[n]—H{ > x[kmn—k]}

k=—o00

» Devido a propriedade de Adifividade

O

yln] = Y H{z[k]d[n —k]}

k=—o0

» Devido a propriedade de Homogeneidade

O

yln) = Y a[kH{6[n — K]}

k=—o0

» Devido a propriedade de Invariancia no Tempo

O

yln] = ) [k]hn — K]

k=—o0

Obtencao da Soma de Convolucao

» Assuma que o sistema H é Linear e Invariante no Tempo
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Soma de Convolucao

+

» Assumindo que o sistema H € Linear e Invariante
Nno Tempo,

yln| = H{z[n|}
» Entdo, temos que

oo

yln] = > alklhln — K

k=—o0

» Portanfo, se conhecemos h|n|, podemaos calcular
a saida y[n| para qualquer entrada x[n|.

» Usamos * para representar a soma de convolucdo
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Exemplo ivro Haykin, Ex. 2.1)

Considere que o sistema LIT H tem a seguinte

resposta ao impulso:

Determine a saida deste sistema em resposta &

entrada

n= =41
n =70
caso contrdrio

n =210
n=1
n =22

caso contrdrio
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ﬁ Exemplo «olucao 1)

y

2, n=20
3, n=1
zn| = <
—2, n =2
. 0, caso conftrdario

1) Expressar z[n| como uma soma ponderada de
Impulsos:

x|n] = 2d[n] + 36|n — 1] — 20|n — 2]
2) Obter a saida y[n]| em funcdo de hln]
yln] = 2h|n] + 3h|n — 1] — 2h{n — 2]

3) Calcular y[n| a partir de hln|
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Exemplo solucao 1)

Temos que:

yln] = 2h[n| + 3h|n — 1] — 2h[n — 2]
(1, n=+1
hlnj]=4¢ 2, n=0
0, caso contrdrio

\

Entdo, calculando y[n| a partir de hn|, temos

2, n=-—1
7, n=0
6, n=1
yln] = 4
—1, n=2
-2, n=3
0, caso conftrdrio
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Exemplo solucao 2): z[n] = 26[n] + 36[n — 1] — 26[n — 2]

+

Saida
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Exemplo solucao 3: y[-10] = S [k]h[~10 — K
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EXemplo solucao 3: y[-9] = > z[k]h[-9
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Exemplo solucao 3: y[-8] = > a[k]h[-8
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EXemplo solucao 3: y[~7) = > a[k]h[-7 — ]
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EXemplo solucao 3: y[—6] = > z[k]h[-6 — k]
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Exemplo solucao 3: y[-5] = > a[k]h[-5 — ]

k=—o0
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EXemplo solucao 3: y[~4] = > a[k]h[-4 — k]
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EXemplo solucao 3: y[-3] = > a[k]h[-3 — ]

k=—o0
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EXemplo solucao 3: y[-2] = > a[k]h[-2 — ]

k=—0o0
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EXemplo solucao 3: y[-1] = > a[k]h[-1 — k]

k=—o0
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Exemplo solucao 3: y[o] = Y z[k]h[0 — K
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Exemplo solucao 3: y[1] = Y z[k]h[l — K
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EXemplo solucao 3: y[2] = Y z[k]h[2 — K
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EXemplo solucao 3: y[3] = Y z[k]h[3 — K
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EXemplo solucao 3: y[4] = Y z[k]h[4 — K
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Exemplo solucao 3: y[s] = Y z[k]h[5 — K
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Exemplo solucao 3: y[6] = Y z[k]h[6 — K
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Exemplo solucao 3: y[7] = Y z[k]h[T — K
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I

)

)

)

)

)

oL

)

)

-10

N b~ O 0
I

)

)

)

)

)

)

O)

O)

O)

O)

oo

O)

ol
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EXemplo solucao 3: y[s] = Y z[k]h[s — K

k=—o0

N O
I

)

)

)

)

)

oL

)

)

-10

N b~ O 0
I

)

)

)

)

)

)

O)

O)

O)

O)

oo

O)

ol
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EXemplo solucao 3: y[9] = Y z[k]h[9 — K

k=—o0

N O
I

)

)

)

)

)

0]
)

oL

)

-10

N b~ O 0
I

)

)

)

)

)

O)

O)

O)

O)

oo

O)

Do

ol
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Exemplo solucao 3: y[10] = >~ x[k]A[10 — k]

k=—o0

(k]
8 I I I I I I I I I
6 -
a4t -
2_ . . -
OF o i) T) e
2t R S Y IR S SRS ( R TR TR RS
-10 -8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

h[10 — k]

8 I I I I I I I I I
6 o :
4 o y
OF G G G D B G 0D BB DTS DS ? ﬂD Y
2t L | | | RN | | =k | -
-10 -8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

y[n]
8 I I I I I I I I I
6 :
4 y
2 SO I
0p—o—6—0—o—6—0—0—0 3 s $ &—6—0—6—0—0
—2_ """ [ [ | | R N I | - | -
-10 -8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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MatlLab

clear all; close all;
k=-10:10;
x = inline(’2*(n==0)+3*(n==1)-2%(n==2)’,’n’);
figure(1)
subplot(3,1,1)
stem(k,x(k),’b’);
axis([min(k) max(k) -2.5 8]); title(’x[k]’)
h = inline(’1*(n==-1)+2*(n==0)+1*(n==1)’,’n’);
for n = k
subplot(3,1,2);
stem(k,h(n-k),’r’);
axis([min(k) max(k) -2.5 8]); title(’h[n-k]’);
subplot(3,1,3);
stem(n,sum(x(k) .x*h(n-k)),’k’);
hold on;
axis([min(k) max(k) -2.5 8]); title(’y[n]’)

end
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Exercicio

Suponha que um sistema LIT H fem a seguinte resposta ao
impulso:

hin] = u[n] — u[n — 5]

Determine a saida deste sistema em resposta & entrada

3, n=-—2
-9, n=-1
rnl=4¢ 2, n=0
—1, n=3
0, caso contrdrio
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Exercicio ¢olucéo 1)

3, n=-—2
-9, n=-1
rnl=4¢ 2, n=0
—1, n=3
0, caso contrdrio

1) Expressar x[n] como uma soma ponderada de impulsos:

z[n| = 30n + 2] — 5[n + 1] + 26[n| — d|n — 3|
2) Obter a saida y[n] em funcdo de h[n]
yln] = 3h|n + 2] — 5h|n + 1] + 2h[n] — h|n — 3]

3) Calcular y[n| a partir de hn]
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Exercicio ¢olucéo 1)

Temos que:

y[n] = 3h[n + 2] — 5hin + 1] + 2h|n] — h|n — 3]

I, 0<n<4

0, caso contrdrio

hin] = u[n] —uln — 5] = {

Entdo, calculando y[n| a partir de h|n|, obtemos

3, n=-—2
—2, n=-—1
—4, n=
yln] = 4
1, n=4

—1, 5<n<7

0, caso contrdrio

—p. 56/258



Exercicio (solucdo 2 : z[n] = 36[n+2]—56[n-+1]+26[n]—5[n—3])

Entrada Saida
= 5 7 : : : ~ 5 : : :
+oc>ooooo?oooooooo +ooooooo??$??oooo
S _5 . . ; . . . < _5 ; ; . . . .
M 4 -2 0 2 4 6 8 10 N 4 -2 0 2 4 6 8 10
= 5 , — 5
—|_ DN AN N /\/\/\/\/\f\f'\f'\f;\f'\f + DN AN N N N N AN AN N A
IEIOC/uu \J\J\J\J\JUUUUU\) IEIOCJUU uuuuuux)
o -5 & - : ﬁ-s O :
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10
5 , : 5 ,
FooooquOOOOOOOOOO Eooooo@@?@@oooooo
N 5 ? N 5
4 -2 0 2 4 6 8 10 4 -2 0 2 4 6 8 10
- 5 ™ O f
'gooooooooc)ooooooo ':oooooooud)@@@@ooo
o _g ; < _5 ; :
| -4 -2 0 2 4 6 8 10 |

n (tempo) n (tempo)

" AY o) o) o o o) o o) o o) ya — D Jan) Jan) Jan) @ Jan) ) ya
: 5 S = 5 <L
24 2 0 2 4 & 8 10 24 2 0 2 4 6 8 10
n (tempo) n (tempo)
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[—10]

x[k]
0 | | |
OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—10 — k|
5 I | T
()
O o o o o o o o o o o o o o o o o o o o D
10 _5 0 5 10
y[n]
5 I I T
0%
10 -5 0 5 10

- p. 58/258



Exercicio solucéo grafica/convolucdo: y[—9]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—9 — k]

5 I | T
OO (P o o o o o o o o o o o o o o o o o o D
10 -5 0 5 10
y[n]
5 I | T
0—o
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[—S8]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—8 — k]

5 I | T
()O ? P e 66 oo oo b oo oo b6 o0 o0 o o
10 -5 0 5 10
y[n]
5 I | T
0o ©
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucéo: y[—17]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—7 — k]

5 I | T

oO P PP e 6 oo o b oo o o6 o0 o0 o o

10 -5 0 5 10
y[n]

5 I | T

0o oo

10 -5 0 5 10

—p. 61/258



Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y|[—6]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—6 — k]

5 I | T
()O PP PP 6 66 oo oo b6 o0 o o o
10 -5 0 5 10
y[n]
5 I | T
0o o oo
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[—5]

x (K]
5 l l l
OO © S S, © & S S T ? © S d) S & S S © S D
-10 5 "0 5 10
h[—5 — k]
5 I I T
(0 P PP PP 6 6 6660000000000 o oo
-10 -5 0 5 10
y[n]
5 I I T
OO © © S © ©
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[—4]

[ K]
0 | | |
0Op—e——b——bH——o1——o——H1——= T ? o—=6 d) o—6o—60—6O0—0O6——06—=
-10 -5 S0 5 10
hl—4 — K]
5 I T T
0b—=o L N D N N N N NN
-10 -5 0 5 10
y[n]
5 I ] T
0p—o—06——0o——0——0—=—-
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucéo: y[—3]

0 | | |

o e S |

-10 -5 S0 5 10
h[—3 — k]

5 I I T

0p——e——> N 6—6—6—6—6——6—6—6—~6—6—6—6—9

10 -5 0 5 10

y[n]

5 I I T

0b—e—6—o6—o6——6—6——-

10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[—2]

x[k]
5 T l l
B S & S S & S & T ? S & S & & S, S & D
0 5
_ ! o | !
-10 -5 0 5 10
h[—2 — K]
5 I I T
oo o L PP PP o 6 6 6 666 oo o

3
0
o
0
0
R
0
o
O

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucéo: y[—1]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[—1 — K]

5 I | T
0p—e—e—e——= S P P S -
10 -5 0 5 10
y[n]
5 | . .
OO © © © © O © © T (L
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y|0]

z[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
[0 — k]

5 I | T
0p—e—e—e—e——= PP PRY oo o od
10 -5 0 5 10
y[n]
5 | . .
OO © © © © O © © T (L O
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[l1]

z[k]
5 ! ! !

2

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

3
0
o
0
0
R
0
o
O

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y|2]

z[k]
5 ! ! !

2

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

3
0
o
0
0
R
0
o
O

o—
D
)
)

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y|3|

S ! ! !

R

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

2
0
o
0
0
R
0
o
0

o—
)
)
)

o— |

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: yl4]

z[k]
5 ! ! !

2

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

3
0
o
0
0
R
0
o
O

o—
)
)
)

o— |

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[5]

S ! ! !

R

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

2
0
o
0
0
R
0
o
0

o—

)

)

)
o— |
o

-10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[6]

)
)
)

3
)
)
)

)
)
)

)
)
)

)
)
)

)
)
)

o
o)
o)
o)
o)
o)
o)
o
o—

5 10

-10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[7]

x[k]
5 ! ! !

OO o e, S o & o e, T ? o e, d) o & e, S o e, D
0 -5 0 5 10
h[7 — k]

5 I | T
0p—e—e—e—oe—6—o6—-o—-6—-o—o—6—=- S A NN
10 -5 0 5 10
y[n]
5 , . .
N o N ) ) ~ Fa N T ~ ) ) @
10 -5 0 5 10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[8|

)
O]

O]
O]

3
)
)
)

)
D

10

OF o+ o0 o0 e e PP REY o e

_ | |

-10 -5 0 10
y[n]

5 I I

OO © © © © O © © T J) O © &

10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[9]

)

)

O]
&

)
)
)
)
)
)

o
VY
A\

10

)
)
)

)
)
)

)

)
S

)
)
)

10

O)

3
O)
O)
O)

O)
)

o)
o
o—

10
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Exercicio solucdo grafica/convolucdo: y[10]

S ! ! !

R

®

®

®

®

®

®

®
O
o

®

®

o
)
()
O]
O]
)
O]

2
0
o
0
0
R
0
o
0

o—

)

)

)
o— |
o
o
o

)

)

-10 -5 0 5 10
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para Sistemas LIT

i Representacdo no Dominio do fempo

» RepresentacAo de sinais de fempo
continuo em termos de impulsos

» Integral de Convolucdo
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Degrau Unitario Continuo

» Também chamado funcdo de Heaviside

Mw{at<o

1, t>0

1.5

0 t (tempo)
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ﬁ Degrau Unitario (Prafica)

Circuito

Circuito

Circuito

Circuito
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Impulso Unitario Continuo

5(15){ 0, para t#0 g /Ooé(t)dtzl

oo, para t =0 o0

» Conhecido também por funcdo delta de Dirac

» Esbocado como uma seta com altura unitdria

» 50(t) € esbocado como uma seta de altura 5.
1.5
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, ¢t<0
0<t < T, ELT(t):5T(t2: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
5l
al
3 T=2
ol
’LLT(t)

L o)

T
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, @ﬂﬂ:&ﬂQ: /T, 0<t<T
T <t IiéQWﬂ 0, T'<t

6

5l

Al

3 T:'I
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, dr(t)=6r(t)=% 1/T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t

6

ol

al

3| T =0.66667

2 or(t)

T ur(t)

-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, ¢t<0
0<t < T, ELT(t):5T(t2: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
5l
al
3 7T'=0.5
o ar(t)
2f 7 =
A UT(t)
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, @ﬂﬂ:&ﬂQ: /T, 0<t<T
T <t IiéQWﬂ 0, T'<t

6
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, ELT(t):5T(t2: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
5|
Al
. or(?)
3 o = T =0.33333
Al
A ’LLT(t)
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, ELT(t):5T(t2: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
5|
s or(t)
5 =
3t T =0.28571
Al
A ’LLT(t)
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, ¢t<0
0<t < T, @T(t):%(tZ: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
5l
. or(t)
4r T —
3 T'=0.25
ol
A UT(t)
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, t<0
0<t<T, ELT(t):5T(tZ: /T, 0<t<T
T <t oo r(t)dt=1 0, T'<t
6
oy :éT(t)
T
Al
3 T =0.22222
ol
A UT(t)
-1 0 1 2 3 4

-p. 91/258



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

/

\

1

0,
t/T,

)

t <0 0, ¢t<0
0<t < T, ELT(t):5T(tZ: /T, 0<t<T
T <t ff‘;oé;?t)dtﬂ 0, T'<t
6 x
o or(t)
51 7 = [
al
3 1'=0.2
ol
A UT(t)
-1 0 1 2 3 4
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i Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, t<0
L T<t j S7(t)di=1 0, T <t

> Ut) = %ig% up(t)

> 5(t) = lim dr(t)
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* Aproximando amosfras de xz(t) com ip(t)

» Amostrando x(kT)or(t — kT)T de um sinal

z(t)
Para k = 0:

x(t)op(t — ET)T = x(0)op(t)T
Para Vv k:

t()07(t — KT)T = a(kT)dr(t — kT)T
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x(t)oplt — KT|T = x(KT)o6(t — KT)T, k = —4

0 | | | |

-
~ 5

~Z

_|_

S AT 2T 0 2T AT 6T
= t (tempo)
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—oT

v(t)orlt — kT|T = x(ET)o(t — kKT)T, k = —3

61’

~ 15
Ne |©
\\\\\\\\\\\\ 5 s
< <
WWWWWWWWWWWW [ e
N A —
2,
5
““““““ IO Ol_lu
\\\\\\\\\\\\ S R
=~ [
I — 1)L
L(LY + 3)Le(Ly)x
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ﬁ x(t)op|t — ET|T = x(kKT)o(t — kT)T, k = —2

5

O o7 0 T AT 6T
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—27

x(t)oplt — kT|T = x(ET)o(t — kT)T, k= —1

61’

O

(3 — 7)Lo

61’
61’

=~ [

L4+ 2)Lo( 1)
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—27

x(t)op|t — ET|T = x(kKT)o(t — kT)T, k=0

61’

61’
61’

=~ HE

~ — <t

O

WY = @éii +2)Lo(14)

—p. 99/258



v(t)oplt — KT|T = x(KT)6(t — KT)T, k=1

5

—47 —27 0 2T AT 30

° |

= |

~< |

| ]

o —
—47 —27 0 2T AT 30

5 .

AT 30
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x(t)oplt — kT|T = x(KT)o6(t — KT)T, k = 2

5

—47 —27 0 27T AT 61’

° |
= |
~< |
| ]
o —
—47 —27 0 27 AT 61
5 .

AT 6T
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x(t)op|t — ET|T = x(KT)o(t — kT)T, k=3

5

—47 —27 0 27T AT 61’

0 ! !
= | |
< | |
| ] ]
= S
—A4T —2T 0 2T AT 61
5 .

O ar 0 2T AT 6T
t (tempo)
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v(t)oplt — KT|T = x(KT)o6(t — KT)T, k =4

5

—27

AT 61’

27T

AT 61’

t (tempo)

AT 6T
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v(t)op|t — KT T = x(kKT)o(t — KT)T, k=5

5

—47 —27 0 27T AT 61’

3 |

= |

~< |

| ]

%o ; —
., —4T —27T 0 21 4T 61
S s .
~2
g:\ S i i ; | I T
= —4T —21 0 2T 4T 61
= t (tempo)
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i Sinal aproximado

Considere as amostras aproximadas

r(kT)op(t — KT)T
de um sinal z(1).

» Consfruindo um sinal aproximado usando todas as
amaostras aproximadas

oo

B(t) =Y w(kT)or(t — kT)T

k=—o00

» (1) — x(t) amedidaque T — 0 ?
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B(t) =S a(kT)or(t — kT)T

5

ST T 0 AT ST 16T

I [ a— 0 ST 16T 39T
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Reescrevendo x(t) ersdo 1)

E

» Percebendo que:

Z (kT)or(t — kT)T

» Sabendo que:

limop(t) = 6(¢)

T—0

» [emos:

r(t) = /_OO x(7)o(t — 7)dT

O
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Reescrevendo x(t) (ersdo 2)

E

» Propriedade seletiva do impulso
r(t)o(t —71) =x(1)0(t — 1)

» Portanto,

x(t)

(1) / " S(t— rydr

O

3

r(t)o(t — 7)dt

r(7)0(t — 7)dT

—

O
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Integral de Convolucao

x Sistema Y
H

» Se r = )(t) ou x = d[n], a saida do sistema, resposta
Qo impulso, serd representada por y = h(t) ou
y = h|n|] para o caso do tempo confinuo e
discreto, respectivamente.,

» Devido o sistema H ser LIT:

» Dada uma entrada x(t), € possivel usar h(t) para
encontrar y(t).
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Fundamentos

» Assumindo que H € um sistema linear e invariante no tempo.
» LOQoO, para o caso do sistema de tempo continuo:

ad(t — 7) Sistema | ah(t—71)

> >

H

» Para uma entfrada: z(t) = a1 6(t — 1) + ... + and(t — 7o)

a10(t — 1) | Sistema arh(t — 1)
H

Sistema
Oém(S(t—Tm) H Cmeh(t_T’m)

~p. 110/258



ﬁ Integral de Convolucao

» Se a entfrada z(t) = o(t) for aplicadaq,
temos na saida y(t) = h(t)

» Para uma enfrada qualquer z(t), temos,
COMO NO caso discreto,

y(t) = /_OO r(T)h(t — 7)dT

O

— 2(t) * h(D)

~p. 111/258



Sumarrio (versao 1):
Obtencao da Infegral de Convolu¢cao

» Assuma que o sistema H é Linear e Invariante no Tempo

(%) Sistema h(t)
H

» Devido a propriedade de Invariancia no Tempo, temaos

5(t—7) Sistema h(t —7)

> >

H
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Sumario (versao 1):
Obtencao da Infegral de Convolu¢cao

» Devido a propriedade de Homogeneidade, temos

x(1)o(t — 7)

>

Sistema
H

x(T)h(t — 7)

>

» trepresenta o indice do tempo, consequentemente xz(t)

representa um sinal;

» z(7) representa o valor de z(t) no instfante r.

» Devido a propriedade de Aditividade, temos

/.

x(7)0(t — 7)dt

Sistema
H

/.

x(T)h(t — T)dT

>
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Sumario (versao 1):
Obtencao da Infegral de Convolu¢cao

» Devido todo o sinal confinuo limitado z(t) poder ser expresso
por meio de impulsos unitdrios:

o Sistema —
H

» Se conhecemos h(t), podemos calcular a saida y(t) para
qualquer enfrada z(t).
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Sumarrio (versao 2:
Obtencao da Infegral de Convolu¢cao

» Assuma que o sistema H é Linear e Invariante no Tempo

y(t) = H {/_O:O 2(1)8(t — T)df}

» Devido a propriedade de Adifividade
vt) = [ H{a(r)(t )} ar

» Devido a propriedade de Homogeneidade

o) = [ a0 - )} ar

» Devido a propriedade de Invariancia no Tempo

y(t) = /_OO x(T)h(t — T)dr
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Integral de Convolucao

+

» Assumindo que o sistema H € Linear e Invariante
Nno Tempo,

y(t) = H{z(t)}
» Entdo, temos que

@)

y(t) = /_ x(T)h(t — 7)dT

oo

» Portanfo, se conhecemos /(t), podemaos calcular
a saida y(t) para qualquer entrada = (t).

» Usamos * para representar a integral de
convolucao
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Exemplo 1 - Circuifo RC

:

Considere nO\;%omen’re o Circuito RC
AN -

_|_

(0 () = u

)

Suponha que o seguinte sinal de enfrada
z(t) &€ aplicado no circuito:

r(t) =u(t) —u(t —1)

~p. 117/258



i Exemplo | - solucéo 1)

Integral de convolucao

O

y(t) =h(t) xx(t) = / x(T)h(t — 7)dT

Sendo
1,

h(t) = 2t u(t)

comRC =1e
r(t) =u(t) —u(t —1)

» Determinar infervalos de integracao.
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Exemplo 1 - ¢solucao 1)

z(7)
h(7)

0 2 4 0 2 4
T T
T —T7—1
1 =1 e (t > 0)
~ 05 -+ 05
S0 = o
0 2 4 o 0 1 2 4
T T
T +7—t
1 ~ 1 e
~ 05 | 05
S0 = o
0 2 4 t 0 2 4
T T
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Exemplo | - rimeiro Intervaio)

1 e(i‘ji””’/////// ’U(t)—ﬂL(t——l)—

-5 -4 -3 -2 -1 t 0 1 2 3
T

» Nofe que para ¢t < 0 nQo existe
sobreposicAo entre as curvas.

» Portanto,

Set < 0,entqo, y(t) =0, Vr
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i Exemplo | - segundo intervaio)

P 6@@/ o u(t)-u(t—1)-

0
—4 -3 ) 1 0 4 2 3 4
T

» Note que V0 <¢ < 1odominio de
sobreposicAo entre as curvas aumenta a
medida que ¢t fambém aumenta .

» Portanto,

Se 0 <t < 1,entQo, y(t) #0,para 0 <7 <t
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ﬁ Exemplo | - segundo intervaio)

» Paratodo 0 <t < 1.

» O infervalo de infegracdo €0 < 7 < t.

» A integral de Convolucdo é calculada do
seguinte maneira:;

t
y(t) = /1.€T_td7
0

/
— e_t/ 1.e”dt
0

e(elh) = eM(e! 1)

1 —e !

—p. 122/258



Exemplo | - (erceiro intervaio)

1+ o(T—1) —”’//////// QL(t)——?L(t — 1)—

» Note que para todo ¢t > 1 o dominio de
sobreposicAo entre as curvas permanece
iINnalterado, sendo este 0 < 7 <1

» Portanto,

Set>1,entdo, y(t) #0,para 0 <7 <1
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ﬁ Exemplo | - (erceiro intervaio)

» Paratodot > 1.

» O infervalo de infegracdo € 0 < 7 < 1.

» A integral de Convolucdo € calculada do
seguinte maneira:;

1
y(t) = / l.e” tdr
0

1
et / l.e"dr
0

— (e} = (e — 1)

—t+l _ -t

= €
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Exemplo |1 - Circuito RC -Solucao

v(t) volts

—p. 125/258



ﬁ Exercicio

Encontre a saida y(¢) de um sistema LIT com
z(t)f
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i Sistemas LIT

0

» Propriedades dos sisfemas Lineares e
Invariantes no Tempo (LIT)

» Propriedades da Convolucdo

» Memodria, Causalidade, Invertibilidade,
Estabilidade

» Resposta ao degrau e resposta senoiddal

» Sistemas LIT causais descritos por
eqguacoes diferenciais e de diferencas

» Diagramas de blocos
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* Propriedade Comuftafiva

» Em fempo discreto

x[n] * hin] = Z z[k|h[n — k)
— Z TN — T‘
— f: hirlxln — 1]
» Portanto,




* Propriedade Comuftafiva

» Em tempo continuo

o(t) * h(t) = /_ 2Dt — T)dr

|
|\
3
~
>
S
~
|
>
.
N

» Portanto,
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Propriedade Comutativa oiagrama de Biocos)

» x|y|h; representa tanto x(t)|y(t)|h;(t) quanto x|n||y(t)|h;(t)

—p. 136/258



Exemplo 1 - Circuifo RC

:

Considere nO\;%omen’re o Circuito RC
AN -

_|_

(0 () = u

)

Suponha que o seguinte sinal de enfrada
z(t) &€ aplicado no circuito:

r(t) =u(t) —u(t —1)

—p. 137/258



i Exemplo | - solucéo 2)

Integral de convolucao

O

y(t) =z(t) x h(t) = / (v —t)h(v)dy

Sendo
1,

h(t) = 2t u(t)

comRC =1e
r(t) =u(t) —u(t —1)

» Determinar infervalos de integracao.
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Exemplo 1 - ¢solucao 2)

1 x(t)
= 05
= 0
0 2
t
PR z(v)
= 05
= 0
0 2
v
? 1 ZC(—V)
| 05
= 0 0 2
v
N r(—v+1t)
| 05
= .
S t—10 ¢ 2
v

1 e
0 .

0 2 4
t
1 e vV
0 \
0 2 4
vV
1 e Vv
0 :
0 2 4
1%
1 eV
0 :
0 2 4
1%
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1+

0.5

0

-2 t_l -1

% Exemplo | - rimeiro Intervaio)

‘z(—v +1)

N

0 1 2 3 4 5
t vV

» Notfte que para todo ¢t < 0 NAo existe
sobreposicAo entre as curvas.

» Portfanto,

Set < 0,entdo, y(t) =0, Vv
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i Exemplo | - segundo intervaio)

1rx(—v+t) eV
051 \

—_——

0 ' |
=2 10 4 V2 3 4 5 6

» Note que V0 <¢ <1odominio de
sobreposicAo entre as curvas aumenta a
medida que ¢ fambém aumenta.

» Portanto,

Se 0 <t<1,entQo, y(t) #0,para < v <t
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ﬁ Exemplo | - segundo intervaio)

» Paratodo 0 <t < 1.

» O infervalo de integracdo € 0 < v < ¢,

» A integral de Convolucdo é calculada do
seguinte maneira:;

t
y(t) = /1.6_”du
0

= () == +1

= 1—¢"
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i Exemplo | - (erceiro intervaio)

1 e VY I(—1/4—t)
0.5 \

\

O | | | |
=2 1 04 11 ¢ V2 3 4 5 6

» Note que para todo ¢t > 1 o dominio de
sobreposicAo entre as curvas permanece
iNnalferado, sendo estet — 1 < v <t

» Portanto,

Set>1,entQo,y(t) #0,parat —1<wv <t
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ﬁ Exemplo | - (erceiro intervaio)

» Paratodot > 1.

» O infervalo de infegracdo ét — 1 < v <.

» A integral de Convolucdo € calculada do
seguinte maneira:;

t
y(t) = / l.e”"dv
t

—1
= (Vi) =—(e"—e )

—t+1 _—t

— € €

—p. 1447258



Exemplo |1 - Circuito RC -Solucao

v(t) volts

—p. 145/258



ﬁ Exercicio

Encontre a saida y(¢) de um sistema LIT com

Utilize: y(t) :/ x(t — 7)h(T)dT

— 00
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ﬁ Exercicio

Encontre a saida y(¢) de um sistema LIT com

()4
9
0 2 4 6 "t
h(t),
3 1
0 2 4 6 "t

Utilize: y(t) :/_ x(t — 7)h(T)dT
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* Propriedade Distributiva

» Em tempo discreto:

z|n|x (hi|n| + hon|) = z(n| x hin] + x[n] * ho|n]

» Em tempo continuo
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* Propriedade Distributiva (empo Discreto)

» Sabemos que: y[n] = yi[n] + y»[n], temos:

yinl = xn]* hnn] 4 x[n] * hyln ]



* Propriedade Distributiva (rempo Continuo)

» Sabemos que: y(t) = yi(t) + y»(t), tfemos:

y(t) = x(t) * hi(t) + x(t) * ho(t)
:/ x(T h1t—7d7+/ z(7)he(t — 7)dT
:/ ,I‘ hlt—7)+h2(t—7))d7

= a(t) x (ha(t) + ha(t))
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Propriedade Distributiva iagrama de Biocos)

Conexdo Paralela de Sistemas

h1

T <> - Y
ha

T > hi + ho - Y

» x|y|h; representa tanto x(t)|y(t)|h;(t) quanto x|n||y(t)|h;(t)
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* Propriedade Associativa

» Em tempo discreto:
» Em tempo continuo

x(t) * (hi(t) * ho(t)) = (x(t) * hq(t)) * ho(t)

~p. 155/258



Propriedade Associativa piagrama de Biocos)

X > hl hg - Y
X > hz hl - Y
X >h1*h2:h2*h1 - Y

» x|y|h; representa tanto x(t)|y(t)|h;(t) quanto x|n||y(t)|h;(t)
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Exercicio: Propriedade Associativa

+

» Prove aigualdade
z(t) * (h(t) x g(t)) = (x(t) * h(1)) * g(t)

mMostrando gue 0s dois memibros da
equacao acima sdo iguais a

/ / \g(t — 7 — o)drdo
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Exercicio ex.: 2.24 do Oppenheim

Considere a interconexdo em cascata de frés sistemas:

r\n n
[] >H1 >H2 >H2 y[]>

A resposta ao impulso de H, é:
ha|n| = uln] — uln — 2]
e a resposta ao impulso global é dada por:

hin] = d[n] 4+ 56[n — 1] + 106[n — 2] + 116[n — 3] + 8d[n — 4] + ...
...+ 46[n — 5] + d|n — 6]

» Ache hi|n|, aresposta ao impulso do sistema H;.
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Sistemas sem Memoria

» Um sistfema € dito sem memoria se a sua saida y
em qualguer tempo € dependente somente da
entrada z naguele instante de tempo.

» Considerando o tempo continuo, temos

y(t) = /OO h(T)x(t — 7)dT

— 00

» Em um sistema sem memoaria y(t) sé depende
de z(t), logo h(7r) deve ser zero para todos os
valores de 7 diferentes de ¢. Portanto:

h(t) = ci(t), ¢ constante

» O mesmo vale para o discreto.

—p. 166/258



Sistemas Causais

+

» Um sistema é dito causal se a saida em qualguer
fempo depende somente dos valores
entrada/saida naguele tempo e do passado

» Considerando o tempo continuo, temos

y(t) = / ()t — 7)dr = /O h(r)a(t — 7)dr

— 00

» para um sistema causal y(t) = 0 para fodo 7 < 0,

» portanto, h(7) deve ser zero para todo 7 < 0,

—p. 167/258



i Sistemas Estaveis

» Um sistema é BIBO estdvel se,
r| < M, < oo,entdo |y| < M, < co. Assim,

WQH::Q/thM@—TM%

<Q/f2wn@7wh
< /Z\ ()Hx(t—T)\dT<M/ ldr

<M,

0
» ENTQO, / ‘h(T)‘dT < OO (absolutamente integravel).

©.@)
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i Sistemas Invertiveis e Deconvolucdo

» Um sistema é invertivel se a entrada pode
ser recuperada da saida

» Em fermos de sisfemas, temos:
v(t) x (h(t)* h'(t) = z(t)
h(t)« h '(t) = 6(t)

» O processo para recuperar x(t) de
y(t) = h(t) * 2(t) € chamado
Deconvolucao
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ﬁ Exercicio (Diagrama de Blocos)

1) Encontre a resposta ao impulso global, h,

do sistema.

hi

o/

N
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ﬁ Exercicio

Seja h(t) um pulso friangular e

o(t) =6r(t) = » d(t —nT)

n——~oo

Mmostrados abaixo:

h{t) (1}

3
o
~

Calcule, y(t) = h(t) x z(t) para T = 3, 2, 3/2.
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Resposta ao Degrau

» A resposta ao degrau pode ser expressa em
tfermos da resposta ao impulso

Yu(t) = /OO h(T)x(t — 7)dT

—00 x(t)=u(t)

/ T h(Pult — )dr

@)

t

— / h(t)dr, poisparart >t u(t—7)=0

» Para se obter a resposta ao degrau basta infegrar
A resposta ao Impulso

dy,(t
» Da mesma forma, h(t) = ydt( )
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ﬁ Resposta ao Degrau (Discreto)

» A resposta ao degrau de um sistema
discreto a partir da resposta ao impulso,

k=—00

» A resposta ao impulso em termos da
resposta ao degrau é:

h[n] — yu[n] — yu[n - 1]
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Resposta Senoidal (Continuo)

Considere z(t) = ¢/*!, logo

y(t) = / B(7)e =) dr

0

= ej“’t/ h(T)e “Tdr

= ¢“'H(jw)

> H(jw) = |H(jw)|e/ =102

» H(jw) resposta em frequencia

—p. 1777258



i Resposta Senoidal (Continuo)

H(jw) = [H(jw)|e/ "= "=)), logo

y(t) = " H(jw)
— ejwt, H(jw)‘ejarg{ﬂ(jw)}

— |H(jw)|el@t+melH )

» H(jw) resposta em frequencia
> H(jw) = | H(jo)|e) o0}
» |H(jw)| resposta em mddulo ou magnitude

» arg{ H(jw)} resposta em fase

~p. 178/258



$ Resposta Senoidal (Discrefo)

Considere:
Z hlklz[n — k], com z[n] = &/“"
k=—00
enftao,
il = 3 hlke
k=—o00
. pwn Z h[k]e—jwk
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i Resposta em Frequéncia

6](,0 E : h —jwk

k=—o0
» H(e/¥) & chamado de Resposta em
Frequéencia do sistema discreto.
> H(jw) = / h(T)e “Tdr

O

» H(jw) € chamado de Resposta em
Freqguéncia do sistema contfinuo.
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ﬁ Resposta Senoidal wiagramas de Blocos)

Em termos de diagrama de blocos,

» fempo contfinuo

ejwt

H(jw)e™!

» lempo discreto

ejwn

>

H (e)¥)elwn

~p. 181/258



i Exemplo: resposta em frequéncia

Considere o seguinte circuito-RC

A
)

—p. 182/258



i Exemplo: resposta em frequéncia

» Calculando H(jw),

>0 1 . -
T RO —JwT
/OO (RCG u(7)> e dT

N ——

H(jw)
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Exemplo: resposta em frequéncia

» Normalmente a resposta em frequéncia é

dada em modulo e fase:
1

[H (jw) —
\/“’2 | (RC)

arg(H(jw)) = —atan(wRC)
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Exemplo: resposta em frequéncia

\
-6 4 —2 0 2 4 6
w
2T T
~= 4l
—~
3
3
m 0
—
o0 |
< -
ay]
-2 !
-6 -4 -2 0 2 4 6
W
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» Sistemas LIT causais descritos por
eqgquacoes com coeficientes constantes

» Equacoes diferenciais lineares
» Equacoes de diferencas lineares

» Representacoes em diagrama de blocos
de equacoes diferenciais e de diferencas

—p. 186/258



Equacoes diferenciais lineares (EDL)

E

» Problemas estaticos: ex. encontrar o
numero z, tal que

72> — 11z +41 =0
» Problemas dindmicos: ex. encontrar o
funcao y(t), tal que

dy(t)
dt

equacao diferencial

- 2y(t) =0

~p. 187/258



% Sistemas LIT causais: Sistema RLC
R L
—AAA— VYV

o(t) C ) (0 — ¢

Somando as quedas de tensdo

Ry(t) + Ldz—? + % /_t y(T)dr = z(t)

Logo,
1 dy(t)  dy(t)  da(t)

— )+ REY L _
V) + R=p=+ L= it

—p. 188/258



i Sistemas LIT cqusqis: sSistema massa e mola

—u()
. o(1)
VYN

LSS S S S S

Balanco de forcas:

mEAD — a(t) — ky(t) - 1,200
Oou,
m dzg” kgt + fad?ii—it) 2 (t)
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Equacoes diferenciais lineares (EDL)

dN t dN—l t d t

dffg) “ dtzvy;(l)Jr"'JraN‘l ?iz(t)JraNy(t)
dMz(t)  dMla(t) dax(t)

= — b b o bua(?)

fazendo D = d/dt,

Q(D)

_/N
p N\

(DY 4+ DY+ ..o+ an1 D+ ay) y(t)

N _J/

logo,

~p. 190/258



* Eq. diferenciais lineares (EDL): solucéo)

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
» y,(t) solucdo para enfrada nula, i.e, x(t) = 0
Q(D)y,(t) =0
» y,(t) solu¢cdo para enfrada ndo nula, i.e, x(t) # 0
Q(D)yy(t) = P(D)x(t)

Portanto,

QD) [yn(t) +yp(t)] = P(D)x(t)

A\ . J

Solucao Geral
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i Eq. diferenciais lineares (EDL): solucéo)

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
Solucdo completa:

y(t) = yn(t) + yp(t)

» y,(1): Resposta natural & a resposta do sistema
quando a entrada € nulq, i.e. z(t) = 0;

» y,(t): Resposta Forcada é a resposta do sistema
quando a entrada ndo é nula, i.e. x(t) # 0;
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* EDL: Resposta Natural

dQ?Jn(t) dyn(t)

G ar—— aszyn(t) =0
> U, (t) =7
> d—k(ce)‘t) = \ce
dtF
logo,
c(aiA\2eM + asdeM 4 azeM) = 0
c(a\* 4+ as) 4+ a3) eM = 0
_/_/

Eq. caracteristica

—p. 193/258



$ EDL: Resposta Natural

Q(D)yn(t) =0

Oou,
dNyn(t) dN_lyn(t) dy, (1)
TN - TN L. an_q . anyn(t) =0
dk
» 1y,(1) = ce, logo %(ceﬁ) = \eeM

» Equacdo caracteristica:

M+ a MV 4+ +av_ i A+ay=0
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EDL: Resposta Natural

Eq. caracteristica: A\ + g, AV P+ ... +anv_ i A +ay =0

» Raizes reaqis:

Yn(t) = cre™Mt 4 coe™t 4 cyeN
» Raizes repetidas:

Un(t) = (c1 + ot + ... + CNtN—l)eAt

» Raizes complexas (A = a + j5):

yn(t) = ciel@tift 4 c,ela=if)t (forma complexa)
com: ci=cel’/2 € ¢y =ce /2
yn(t) = ce* cos(ft+0) (forma real)
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$ EDL: Exercicio (Resposta Natural)

Encontfre a solucao natural de

y(t) +29(t) — 8y(t) = 0
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$ EDL: Exercicio (Resposta Natural)

Encontfre a solucao natural de

G(t) + 4y(t) + 4y(t) = 0

—p. 198/258



EDL: Exercicio (Resposta Natural)

:

Encontfre a solucao natural de

U (1) + 20j(t) + y(t) = 0
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$ EDL: Exercicio (Resposta Natural)

Encontfre a solucao natural de

j(t) + By(t) = 0, (b>0)
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ﬁ EDL: Resposta Forcada

» Problema, encontrar y,(t), fal que

dQ?Jp(t) , dyp(t) , _
A2 2 a yp(t) = f(z)

» A combinagdo de y,(t) com suas
derivadas deve serigual a f(z);

» Escolha: y,(1) com a mesmao
“forma“que f(x);
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EDL: Exemplo (Resposta Forcada)

+

Encontre a solucdo forcada de
§(t) 4+ 3y(t) + 4y(t) = 3t + 2
» Logo, um palpite € y,(t) = at + 3, 10go
(0) +3(ar) + 4(at + ) = 3t + 2
Comparando os termos,
4o =3 € 3a+45 =2

Obtendo, a =3/4e 8 =—-1/16, entGo

3 1

)=t —
yp() 4 167
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EDL: Exercicio (Resposta Forcada)

Encontre a solucdo forcada de

() — dy(t) = 26*
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EDL: Exercicio (Resposta Forcada)

:

Encontre a solucdo forcada de

34(t) + y(t) — 2y(t) = 2 cos(?)
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* Equacoes diferenciais lineares (EDL)

Sistematizacdo para obtencdo da solucdo:

y(t) = yn(l) + yp(?)

1) Obtenha a resposta natural, v, (t)
2) Obtenha a resposta forcada, y,(t)

3) Com as condicoes iniciais, obtenha o
valor dos coeficientes constantes
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% EDL: Exemplo (Resposta Completa)

Encontfre a solucao de

by(t) +y(t) =t + 10, com y(0) = —10
A eq. caracteristica é:
SA+1=0, \=—02
» A resposta natural é

yn(t) = ke
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i EDL: Exem,olo (Resposta Completa)

» Um palpite para solucdo forcada é:

yp(t) = c1t + ¢y
entdo,

5y(t) +y(t) = t+ 10
5(31 (Clt CQ) = 10

logo ¢ =1, € ,¢yp = 5, portanto

yp(t) =t +5
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EDL: Exem,olo (Resposta Completa)

» Entdo a solucdo é:

y(t) = unll) + yp(t)
= ke " 4t +5

» Considerando y(0) = —10, femos

y(0) = ke’ +0+5
= k45=-10 — k=15

» Portanto: y(t) = —15e "2+t +5
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i EDL: Exercicio (Resposta Completa)

Encontfre a solucao de

y(t) +29(t) — 8y(t) = 0

para y(0) =5e y(0) = —2
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EDL: Exercicio (Resposta Completa)

Encontre a resposta ao degrau unitdrio do
sistema

o) (D) ——Cc oy

assuma condicoes iniciais nulas.
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i Resposta ao Impulso

o

» A resposta ao impulso resume-se a
resposta natural do sistema com
condicoes iniciais apropriadas
» & aplicada instfantaneamente e depois

desaparece;

» Mmodifica as condicoes iniciais do
sisfema.
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ﬁ Resposta ao Impulso: Exemplo

Obtenha a resposta ao impulso do sisfema:

1 1
t) = —
assuma condicoes iniciais nulas

y(t)

Y
(1) <_> —__C y(t)
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$ Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 1)

» Porfanto, a resposta ao impulso deve satisfazer:
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i Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 1)

» Resposta natural:

yn(t) = coe” meu(t)

» Usando a condicdo inicial (y(0) = 5-):

RC
1
n0) = je =
» Portanto, a resposta ao impulso é:
1 ¢
h(t) = =—=e RCu(t)

RC
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Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 2)

» Outro método para encontrar c.

A Resposta natural é: v, (1) = cpe” "o u(t)

» Porfanto, a solucdo acima deve satisfazer:

o) + meyn(t) = 3g0()

» Qual € o valor de ¢,?
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Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 2)

» Outro método para encontrar c.

A Resposta natural é: v, (1) = cpe” "o u(t)

» Porfanto, a solucdo acima deve satisfazer:
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i Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 3)

» A resposta ao impulso pode ser obtida a
partir da resposta ao degrau:

h(t) = () = S1-e e Tu(t

portanto, para ¢ > 0, femos
h(t) = 4{[1—e 7]}

» Deftermine h(t).
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* Resposta ao Impulso: Exemplo (solucao 3)

» A resposta ao impulso pode ser obtida a
partir da resposta ao degrau:

h(t) = <31

sendo y,(t) a resposta ao degrau, logo

Yu (1)
/_/—

h(t) = g {[1—e mu(t)}

= (qze " )ult) + [1—e w]5(t)
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ﬁ Equacoes de Diferencas

» Equacdo de Diferenca

N

Zakyn— Zbkazn—

k=0

» Solucdo numeérica: importancia
pratica, facilimente implementado em
um computador digital;

» Solucdo Analitica: método muito
semelhante ao método de solucdo de
umMma equacao diferencial.
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Solucdo numeérica

» Considere a equacdo de diferengo linear:
N

Zakyn— Zbkxn—

k=0

» Reescrita na forma recursiva:

— aio {Zbkx[n k| — Zaky[n— k]}

k=1

» Portanto, a solucdo numérica pode ser calculada
facilmente conhecendo:

yln —=1], yln =2, ..., yln — N]|

zn|, xln—1], xn—2], ..., z[n — M]
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i Forma Recursiva e Nao-Recursiva

» Considere a equacdo de diferenca

linear:
N

Zakyn— Zbkazn—

k=0

» Reescrita na forma recursiva:

— Cbio {Zbkaz[n k| — Z@ky[n— k]}

k=1

» Forma ndo-recursiva se a;, = 0 Vk #£ 0,
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i Resposta ao Impulso empo discreto)

» Reescrita na forma recursiva:

hin| = aio< Zb;ﬁ[n— k| — Zakh[n— k]}

» Caso particular, forma ndo-recursiva se
ap =0Vk#£00UuN =0,

M
b, Jag, 0<n <M
hinl =3 sy = ) t/a0 0=

o Q0 0, caso contrdrio
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% Sistemas FIR e IIR

N )

hn] = aio {Z broln — K] — 3 axhln — k] \

k=1 J

» Se N = 0 aresposta ao impulso tem duracdo finita,
neste caso o sistema &€ chamado sistema de
resposta ao impulso finita ou FIR (finite impulse
response system).

» Se N > 1, aresposta ao impulso tem duracdo
temporal infinita, neste caso o sistema € chamado
sisfema de resposta ao impulso infinita ou IR
(Infinife Impulse Response system).
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ﬁ Exemplo |

Considere a seguinte equacdo diferenca:

yln) = ~yln — 1] + =[]

2
Encontre a resposta ao impulso do sistema
causal.
Portfanto,

hln] = %h[n 1] + 6[n]
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* Solucdo: hin] = %h[n 1] + 6[n]

Como hln| =0 paran < 0, temos:

2222222222



Exercicio

1

Encontfre a resposta ao impulso do sistema:
1

yln) = 5yln — 1] = o] + 20[n — 1]
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* Equacoes de diferenca lineares: SolucAo

Q(D)yln] = P(D)z|n|
Solucdo completa:

yln] = ynln| +yp[n)

» y,[n]: € aresposta do sistema quando a entrada &
nula, i.e. xn| = 0;

» y,[n]: & aresposta do sistema quando a entrada
ndo é nula, i.e. x[n] # 0;
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* EDL: Exemplo (Resposta Natural)

a1yn|n — 2] + asyn|n — 1| + asy,|n] =0

— T __ entk ok n
> . nl=c" — yn+kl=cr"=r"cr

|OgO: C(al?"'_Q -+ CLQ?"_l -+ CL3)T‘n =0
Eq. caracteristica:
0 = CL17"_2—|—CL27"‘_1—|—CL3
= r?(a;r% + agr~! + a3)

= a; + asr + asr?
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EDL: SOlUCQO (Resposta Natural)

Eq. caracteristica: »y + a;r™ "D + . . +ay_ir+ay =0
» Raizes reaqis:
Ynln] = 1™ + cor™ + .. 4 enr”
» Raizes repetidas:
N 1)Tn

Ynln| = (c1 +con+ ... +cyn™

» Raizes complexas (r = a & j3):

ynln] = creletifn 4 cyela=ifin - (forma complexal)
ynn| = cr”cos|fn + 0] (formareal)
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* Equacoes de Diferencas lineares (EDDL)

Sistematizacdo para obtencdo da solucdo:

yln] = ynln| + ypln]

1) Obtenha a resposta natural, y,, 1]
2) Obtenha a resposta forcada, y,(n|

3) Com as condicoes iniciais, obtenha o
valor dos coeficientes constantes
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* Exemplo - Resposta completa

Determine a saida do sistemad

1

ylnl — Syln — 1] = 2z[n],

sendo: y|—1]=3 e z[n| = <——>nu[n]

- 1 1
EqQ. caracteristica:  r — 5= 0, r=—

» Solucdo natural,
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Exemplo - Resposta completa

E

> Escolha: y,[n] = & <—l>nu[n]

2
entao
n 1 1 n—1 1 n
L _1 S =92 =
2 2 2 2
logo k£ = 1.

» Resposta forcada
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Exemplo - Resposta completa

:

» Resposta: y[n] =c (%)nu[n] + <—§>nu[n}

Condicdo inicial (n > 0):

Constante: y[0]

|
" N—

)
R
DO | —
N
o

+
/l\\
DO | —
N—
o
——

=

—

|
Nil\]

)

|
DO | Ut

» Saida:
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i Exercicio - Resposta completa

Determine a saida do sistema

yln] — guln—2) = aln — 1]

sendo: y|—1=1, y|-2| =0 e z\n| =uln
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$ Represenfacao em Diagrama de Blocos

() c y(t) = ca(t)

>
z[n) yln| = cxn]
() y(t) = x(t) +w(t)
z[n) -@ yln| = z[n| + win|
w(t)




$ Represenfacao em Diagrama de Blocos
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Forma Direfa |

yinl+aryln—1]+asy[n—2] = box[n] + byzln — 1] + box[n — 2]

Faca: win| = byz[n| + biz[n — 1] + bex|n — 2], lOQO

T T — e e T — —— . ——

| I
x[n] 1 — ¥ l > T > y[n]

I

R . |
I

| 5 | S

| |

| x[n - 1] -— > ¥ | Y - - y[n - 1]

l A | A

' |

{ S | S

| I

| l b ' ~ l

: x|n - 2] = : - yln - 2]
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Exercicio

» Determine a equacao diferenca que
gerou o diagrama.

x[n] > y[n]

> [

> M — M
|
AP |—

— N — N ¢

—_— N - N o N <9

A | —

(a)
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i Exercicio

» Determine a equacao diferenca que
gerou o diagrama.

x[n] —e—> § —3 > y[n]
R

I
e
@ p]

(b)
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ﬁ Exercicio

» Enconfre a solucao geral de

§j(t) — 4y + by =0

em fermos de seno e cosseno com y(0) =1
e y(0) = 5.
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