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Fundamentos de Sinais

» Definicao

» Exemplos

» Energia e Poténcia

» Transformacodoes de Sinais

» Sinais Periddicos

» Simetria

» Sinais Exponenciais e Senoidais

» Funcoes "Base”
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£ Sinais

0

Podemos dizer que sinal € uma abstracdo de
qualqguer quantidade mensuravel que € uma funcdo
de uma ou mais varidveis independentes (por
exemplo, tfempo ou espaco) € que carrega
informacado da natureza de um fendmeno.

Exemplos:

» [ensdo ou corrente em um circuito

» Video e dudio

» Indice Bovespa

» Elefrocardiograma, Eletroencefalograma eftc.

» Imagem Monocromdtica
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lensao em um circuito
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Imagem monocromatica
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Sinais Continuos

» Normalmente podem ser escritos com uma
funcdo da varidvel ¢

» NO Curso procuraremaos usar paréntesis para
funcoes continuas Nno tfempo

» Exemplo: z(1)

» t & varidvel independente continua (conjunto dos
reqis).

~p. 10/166



Sinais Discretos

» Normalmente podem ser escritos com uma
funcdo da varidvel n

» NO Ccurso procuraremos usar colchetes para
funcoes discretas no tfempo

» Exemplo: z|n|

» n € varidvel independente discreta (conjunto dos
INntfeiros).
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Poténcia e Energia de um Sinal

» vu(t): tensdo instfantGnea em um resistor
» p = 1/R: valor constante

» Poténcia Instantdnea

p(t) = pv*(t)

» Energia total dissipada em um intervalo de

fempo
t1 t1
/ p(t)dt = / pv? (t)dt
to to

» Poténcia Média durante um intervalo de tempo

1 h 1 b
p(t)dt = / pve(t)dt
tl_tO/tO () t1 — o Je, ()
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ﬁ Poténcia e Energia de um Sinal

» v(t): velocidade de um objeto

» p. constante

» Poténcia Instantdnea

p(t) = pv*(t)

» Energia total dissipada em um intervalo de

fempo
t1 t1
/ p(t)dt = / pv? (t)dt
to to

» Poténcia Média durante um intervalo de tempo

1 h 1 b
p(t)dt = / ve(t)dt
tl_tO/tO () t1 — 1o Jy, po ()

—p. 13/166



Poténcia e Energia de um Sinal

» Poténcia Instantdnea de um sinal
P = |x(t)|’ P = |z[n]|?

» Energia de um sinal

t1
E= [ latt)Pa E=Y" |zfn]?
to n=ngo
» Poténcia Média de um sinal

P = )2 dt P = 2
- _tO/ 2(1)] > Jelnl
n=no

to
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Poténcia e Energia de um Sinal ¢tempo — o)

Normalmente usamos os limites de integracao (soma)
sobre todo o conjunto dos reais (infeiros), logo:

» Energia total de um sindl

EOO:/OO (1)) ?dt, Ew= Y |z

—0C NnN=——00

» Poténcia média em um intervalo infinito

T 1 N

. 1 2 1 2
Py _Tlfoloﬁ/T 2(t)]*dt, P = lim 2N+1nz |z [n]]

» Se b <oco=—P,=0
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Poténcia e Energia de um Sinal

150
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» Sinais com energia total finita

» £ <0
E
P, = lim — =
> Foo= lim o =0
E
» P = lim

=0
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Poténcia e Energia de um Sinal

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

» Sinais com energia total infinita

» £, =0
Y
> =y
E
» P = i =~ >0
Nl—r>n002N—|—1
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Exemplo: Poténcia e Energia de um Sinal

E

Considere o sinal

t, 0<t<1
r(t)=4q 2—t 1<t<2
0 Ccaso conftrario

Calcule a energia do sinal
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i Exemplo: Poténcia e Energia de um Sinal

Solucao;
Usando a definicdo de Energia, tfemos:

E = /thH/ (2 —t)*
t)?

— 2_

0 3 1

_|_

§
11 2
33 3
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Exercicio

Considere o sinal

2, —1<t<0
r(t) = 2712, 0<t< oo
0 Ccaso confrario

Calcule a energia do sinal
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Deslocamentfo no fempo

» Afrasar e Adiantar um sinal no tfempo
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Deslocamentfo no fempo

» Exemplo de sinal afrasado:
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Deslocamentfo no fempo

» Exemplo de sinal avancado:

10 15 20
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Reflexao no fempo

150
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Mudanca de escala no fempo

150
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Mudanca de escala no fempo

150
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TransformagcoOes (na variavel independente)

r(t) = x(at — ty) r|n| — xlan — ng
» Deslocamento no fempo:

» Set; > 0 0ouny > 0entdo o sinal € deslocado
para a direita (Atraso)

» Set; < 0ounyg < 0entdo o sinal € deslocado
para a esquerda (Avanco)
» Mudanca da escala/reflexdo no tempo:
» Se |a| > 1 osinal serd linearmente comprimido
» Se |a| < 1 osinal serd linearmente estendido
» Se a < 0 o sinal serd refletido
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Exercicio

Considere o sinal mostrado na figura abaixo.

Esboce y[n| = z[3n].

150

e

~20 ~15 ~10 -5 0 5 10

15 20

0 | | | | | |
-20 -15 -10 -5 0 10

n (tempo

15 20
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ﬁ Transformagoes na variavel independente)

y(t) = z(at + B)

1) Trocar ¢t por 7 no sinal: x(t) — x(7)

2) Enconftrar o valor de + considerando,
T=at+ [, 0Uusejd:t =71/a— [F/a

3) Esbocar o eixo t fransformado abaixo do
elxo 7

4) Esbbocar y(t)

P Obs.: O deslocamento deve ser aplicado primeiro
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% Exemplo: Transformacoes

Considere o sinal na figura abaqixo:
ta(1)

—1 0 1 2 t

Esboce:
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Exemplo: Transformagoes (solucéo)

Considere o sinal na figura abaqixo:

pa(7)

—1 0

1

1) Trocar t por 7 no sinal: x(t) — x(7)

2) Enconfrar o valor de ¢t considerando, 7 =1 —t/2, ou

seja: t = —27 + 2

t= 4

para
para r
para r
para

—1
0
1
2
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ﬁ Exemplo: Transformagoes (solucéo)

Considere o sinal na figura abaqixo:
pa(7)

—1 0 1 2 T

4 2 0 —2 t
1) Trocar t por 7 no sinal: x(t) — x(7)

2) Encontrar o valor de ¢t considerando, r =1 —1t/2, ou
seja: t = —27 + 2

3) Esbocar o eixo t transformado abaixo do eixo
4) Esbocar y(t)

—p. 32/166



ﬁ Exemplo: Transformagoes (solucéo)

Considere o sinal na figura abaqixo:
pa(7)
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% Exercicio: Transformagcoes

Considere o sinal na figura abaqixo:
ta(1)

—1 0 1 2 t

Esboce:
y(t) = x(2t — 1)
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% Exercicio: Transformagcoes

Considere o sinal na figura abaqixo:
ta(1)

—1 0 1 2 t

Esboce:
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Sinais analogico e digital

» Sinal analdgico:

» A amplitfude de um sinal analdgico
pode assumir infinifos valores

» Sinal digital:

» A amplitude de um sinal digital pode
assumir M valores € um sinal M-nario
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Sinais continuos e discreto X Sinais analdgico e digital

Figura |

Figura 2

-5 0 5 10 -2 0 2 4 6
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Simetria Par e Impar

1 |
-10 -8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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ﬁ Simetria Par e Impar

» Um sinal Par &€ igual a sua versdo refletida
NO tempo

» Um sinal de tempo confinuo tem
simetria par se
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ﬁ Simetria Par e Impar

» Um sinal Impar é igual ao negativo de sua
versao refletida no tempo.

» Um sinal de tempo confinuo tem
simetria impar se

r(—t) = —x(t)
OU NO Ccaso discreto,

r|—n| = —x|n]
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ﬁ Simetria Par e Impar

» Qualqguer sinal pode ser escrito como
uma soma de um sinal par e um sinal
Impar

ZIZ‘p (t) —+ X (t)

]
=
~~
<~
~—

» z,(t) € aparte Par do sinal x(t)
» 2:(t) € a parte Impar do sinal z(t)
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Exercicio: (imetria Par e Impar)

Considerando a férmula de Euler
e/l = cos(wt) + jsen(wt)
Mostre que a parte par do sinadl
z(t) = &

é igual a:
z,(t) = cos(wt)
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Exercicio: (imetria Par e Impar)

Esboce a parte par e a parte impar do sinal:
ta(t)
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Sinais Exponenciais e Senoidais

Sinais Exponenciais

z(t) = Ce™ z|n] = C(e*)" = Cr"

onde C e a podem ser numeros complexos.

» SiNAQis exponenciais € senoidais aparecem comao
resulfado da andlise de sistemas lineares

©(t) = Ax(t)
x(t) = e*z(0)

» Exemplo: Sistema Massa-Mola
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Sinais Exponenciais e Senoidais

Sinais Exponenciais

z(t) = Ce™ zn] = Cr" = C(e*)"

» Existem varios “tipos” de sinais (sistemas)
exponenciais:

» (e aredis
» (' real e o complexo
» (' e a complexos

» No caso discreto, podemos ter ainda:
» rrealer <0
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Sinais Exponenciais e Senoidais

Sinais exponenciais reais de tempo continuo

r(t) = Ce*
20 T T
—C=1,a=3

sl cmvaze| ]
— —C’:3,o¢:1‘ | | | | | |
= 10 | e T
=

5_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0

t (tempo)
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Sinais Exponenciais e Senoidais

Sinais exponenciais complexos gerais de tempo

continuo
| C=|C|e
x(t) = Ce”
a=r7r-+Jw
Entao,
COe — | €j9€(7“+jw)t
— | ertej(wt+9)

= |Cle" cos(wt + 0) + j|Clesen(wt + 0)
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Sinais Exponenciais e Senoidais

C=1

x(t) = Ce™

Parte real de x(t)
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MAILAB-Ce*", C=1ea =

= -10:1/500:30;

= 3;

= 1;

= Cxexp(axt);

plot3(t,imag(x) ,real(x),’b’);

hold on;
plot3(t,ones(size(t)),real(x),’r’);
plot3(t,imag(x),-ones(size(t)),’g’);

QP
I

grid;

xlabel(’t (tempo)’);

ylabel(’Parte imaginaria de x(t)’);
zlabel (’Parte real de x(t)’);
view(27.5,22)
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i Sinais Exponenciais e Senoidais

C'=1
a = 0,00 + 92

x(t) = Ce™

Parte real de x(t)
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i Sinais Exponenciais e Senoidais

C=1
x(t) = Ce™
a = —0,05 4+ 52

X(t)

Parte real de
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Sinais Exponenciais e Senoidais

Sinais exponenciais complexos gerais de tempo

discreto

C = |Cle’
x|n| = Cr" |
r=|rle/*
Entdo,
Cr" = |C|e?(|r|e/«)n

r|me (wn+6)

|
Q

= |C||r|" cos(wn + 0) + j|C||r|"sen(wn + 6)
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Sinais Exponenciais e Senoidais

y

C=1
zin| =Cr" ¢ r=1,2214 > 1

(figura superior)
\ 0<r=038187 <1

(figura inferior)

)
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n (tempo)
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MAILAB -Ce*", C =1ea =+

O =

n =-10 : 30;
subplot(2,1,1);

y = exp(n/b);
stem(n,y)

xlabel(’n (tempo)’)
ylabel(’x[n]’)
grid,
subplot(2,1,2);

y = exp(-n/5);
stem(n,y)

xlabel(’n (tempo)’)
grid,
ylabel(’x[n]’)
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Sinais Exponenciais e Senoidais

C=1
rin|=Cr"¢ —1<r=-0,9<0 (figura superior)
r=-—1,1< -1 (figurainferior)

SR A A
_z_l I

)
6 & 0O
_4 1 1 1 1 1 1

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n (tempo)
4 T T
‘ ‘ ()
2+ R T
= b9 @ ¢ ¢ 7 i T T
>< .
-2 i
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Sinais Periodicos (no tempo)

Um sinal & periddico no tempo se existe um valor
positivo de T ou N tal que:

x(t)=x(t+T),Vt x|n| = x[n + NJ|, Vn

» O periodo fundamental, T, ou N, (hUmero
natural), € o menor valor positivo para o qual a
equacdo é valida.

» A amostragem de um sinal periddico continuo
nem sempre resulta num sinal periddico discreto.
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Comentarios

Periodicidade no tempo de z(t) = /*":

» Para que ¢/“t seja periddico no tempo é
necessario que: z(t) = x(t +T), ou,

ejwt _ 6jw(t—l—TO) _ ejwteijO

que equivale q,
elwlo — 1

Assim, basta que wT; seja multiplo de 2x:
wly =2k, k=0,+1,4+2 43, ...

» Definindo,
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Comentarios

Periodicidade no tempo de /“":

» Para que e/« seja periddico € necessario que:

eJwn 6jw(n—l—N)

que equivale a: ¢/ =1
Assim, wN deve ser multiplo de 27, ou seja

wlN =2mm, m=0,£1,+2, 43,...

entdo,
w B T
or N
~ . . . - W
N e m sQ0 numeros inteiros, logo a razdo — deve ser

27
um numero racional para que e/“" seja periddico.
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Periodicidade na freqQuéncia iserencas

z(t) = e’ z[n] = e“"
Considerando a frequéncia: w + 6, temos que:
> CIZ(t) _ 6j(w—|—9)t _ ejwtejﬁt#ejwt /¢ <€j0t#1 \v/t)

» ¢/“' ndo é periddico na frequéncia;
> xn| = el Wtom — giwngibn__pjwn

para 6 = +£2w, =4, +6m, ...

(e’"=1 Vn com 0= £27, +4r,...)

» /v & periddico na frequéncia com periodo
fundamental §, = 2x;

» Basta estudar e/“" em um intervalo de
frequéncia de largura 2.
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i Diferencas

> It = cos(wt) + jsen(wt)
» Para valores diferentes de w 0s sinais de e’*t sGo
distintos;
» /vt é periddico para qualguer wy real, com
periodo fundamental T = -

0

» Quanto maior o mddulo de wy maior a taxa de
oscilacdo do sinal;

» /" = coslwn] + jsen|wn)]
» Para valores de w espacados de 27 os sinais de
el s@o idénticos;

. . . \ W . . \
> c/vn & periddico se 2—0 & um nUmero racional.
T

» NAo tem taxa crescente de oscilacdo com ©
aumento do mddulo de wy;
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% Comentarios

Taxa de oscilacdo de elv™:

» aumenta, guando aumentamos wy de 0 A ;

:B'n] = cos(On) =1

..............................................................




% Comentarios

Taxa de oscilacdo de elv™:

» diminui, guando aumentamos w de © a 2«

x|n] = co§(37rn/2)

x[n] = cos(?wn/{l)

10 | @
0.5 | T T T T T T T |

MTT I~ VT T~ VT~ VYUY

AT YT r Y




ﬁ Soma de Sinais Periddicos

Considere dois sinqis periddicos: z1(t) € xo(t)
com periodos fundamentais 7 e T,
respectivamente.

» A somdad
r1(t) + 2o(t)

é periddica? Ou, seja 3 T tal que

l’l(t) -+ ,CEQ(t) = ZCl(t -+ T) -+ Qfg(t -+ T) Vt?
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Soma de Sinais Periddicos

» 17 tal que

» A igualdade acima € verdadeira se, e somente se,
T, /T, pode ser rescrito como uma razao ¢/r, com
q. " € 4.

» AsSsim,
%:g s Ty =qTy =T
Portanto, x(t) e x5(t) tém o mesmo periodo T' e O
sinal z1(t) + x5 (t) fambém tem o periodo T.

» Se g e r ndo tem fatores comuns # 1. Entdo, T é
o periodo fundamental de x(t) + z5(1).
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ﬁ Soma de Sinais Periddicos
Considere os dois sinais periddicos:
r1(t) = cos(nt)
ro(t) = cos(2nt)
Verifigue se a soma deles € um sinal

periddico. Se for, qual € o periodo
fundamental?

>T1:2—7T:2

>%:%%T1:2T2:TO
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Soma de Sinais Periddicos

—

x1 = cos(7t)

xo = cos(27t)

o

|
\)

r3 = I1 + X2
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Soma de Sinais Periddicos

Considere 0s dois sinais periddicos:

cos(3,5t)
cos(2t)

Verifigue se a soma deles &€ um sinal periddico. Se for,
qual € o periodo fundamental?

27
»Tl—ﬁ

> I =2

>T1_27r2 2
T, 3527 3,5

> T() — 7T1 — 4T2

4
7

— — 717 =415
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Soma de Sinais Periddicos

—

r1 = cos(3.5¢t)

xo = cos(2t)

r3 = I1 + X2
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i Exercicio

Considere trés sinais periddicos:
r1(t) = cos(3,5t)
ro(t) = sen(2t)
r3(t) = 2cos <76t>

Verifigue se a soma deles € um sinal
periddico. Se for, qual € o periodo
fundamental?
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i Solucao

» Cdlculo de T;

T — 2m _ 2T
W1 3,5

» Cdlculo de T,
7,2 _ 2
W9 2

» Cdlculo de T;
T, — 2_7T 2w
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£ Solucao

" » Cdlculo das razdes entre os periodos

T1 B ?_2_4
T,  Z 35 T
Lo B 11
T, 2 35 21 3

» Note que os resultados sdo razdes de numeros
infeiros, portanto o sinal soma € periddico.

» O minimo multiplo comum dos denominadores é
21, logo o periodo fundamental do sinal soma é

2
T=21 2L — 121

)

N~

Ty
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Solucao

(9/12)8007 + uos + (26°¢)s00 = (

15 20 25 30 35 40 45
t (tempo)

10
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i Exercicio

Considere quatro sinais periddicos:

1(t) = cos(3.50)
o(t) = sen(21)

vs(t) = 2008(7;)
ra(t) = 3sen(5mt)

Verifigue se a soma deles € um sinal
periddico. Se for, qual € o periodo
fundamental?

—p.73/166



Sinal Nao-periodico

0 5 10 15 20 25 30
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Exemplo |

Determine se o sinal z(t) = cos?(5t) é periddico. Em
caso afirmativo, determine o periodo.
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ﬁ Exemplo 1 - Solucao

» Vamos aplicar a definicdo, ou sejq,
z(t) =x(t+ 7). Temos, entdo que verificar
se d seguinte igualdade € verdadeira.

cos”(5t) = cos*(5(t +T))
» Sabemos que
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)
logo

cos(bt + HT') = cos(bt) cos(5T") — sen(5t)sen(5HT)
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cos(H(t+T)) = cos(5t+5T") = cos(bt) cos(5T")—sen(5t)sen(57)
» Elevando ao quadrado, tfemaos:

cos®(5t +5T) = cos®(5t) cos*(5T") + sen”(5t)sen’(5T") —
2 cos(Ht) cos(bT )sen(bt)sen(dHT)

» Para que a igualdade seja verdadeira, € preciso
que:

cos?(5T) = 1
sen’(57) = 0

IssO acontece para 5T = kreparak =1
(Fundamental), femos T' = £.
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Exemplo 1 - Solucao

cosz(5t)
I

0.8
Time (sec)

1.4 1.6
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$ Exemplo 2 - Discrefo

Determine se o sinal z[n] = (—1)" &€ periddico.
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ﬁ Exemplo 2 - Solu¢cao ‘
» Usando a definicdo, temos
(~1)" = (=1
= (V"D

Isso s& serd verdade se N for par. O menor
valor de N, diferente de zero, é 2.
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ﬁ Exemplo 2 - Outra Solucao

» Sabemos que ¢/ = —1. Usando a
definicdo
(ejW)n _ (ejW)n+N
= (&))"
» O segundo tfermo deve ser 1, ou seja

7N = 2km

O menor valor de k, diferente de zero, é 1,
logo N =2
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Exercicio - Discreto

Determine se o sinal z[n] = cos[2n] é
periddico.

—p. 82/166



ﬁ Exercicio - solucdo
» Usando a definicdo, tfemos:

cos(2n) = cos(2(n+ N))
= cos(2n) cos(2N) — sen(2n)sen(2N)

» A condicdo para gue a igualdade seja
verdadeira é:

cos(2N) = 1
sen(2N) = 0

Logo 2N = 2kw — N = kn. Mas N tem que ser
inteiro, logo z[n] Ndo é periddico.
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Exercicio - Discreto

Determine se o sinal z[n| = cos(27n) €
periddico.
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Exercicio - solucdo

» Usando a definicdo, tfemos:

cos(2mn) = cos(2m(n+ N))

= cos(27mn) cos(2nN) — sen(27wn)sen(2w N)

» A condicdo para gue a igualdade seja

verdadeira é:

cos(2mN)
sen(2mN)

1
0

Logo 27N = 2knm — N = k. Omenork #0¢€& 1, logo

N =1 e z[n] é periddico.
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Exercicio - Discreto

”

Determine se o sinal z[n] = (—1)" &
periddico.
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% Exercicio - solucdo

» Usando a definicdo, tfemos:

(1" =

» Logo N? tem que ser par e isso acontece para
N =2,
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ﬁ Exercicio - Outra solucdo

» Usando a definicdo e lembrando que
z[n] = (=1)" = (™), temos:

2

(@) =

Jm\ (n+N)?

€

Jm\n*+N?+2nN

)
)"

6]71')% (ejﬂ')NQ (6‘727T)
)

6]71‘ n (G]W)N2

("D

nN

(
(
(
(

» Logo 7 N? = 2km — N = +/2k. Para N
inteiro, o menor k #£0¢é 2,logo N =2 e zn]
é periddico.
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£ Harmonicos - Comentarios
]

» Para que o sinal z(t) = /! seja periddico com
periodo T,, € preciso que a igualdade
x(t) = x(t + Tp) seja satisfeita, ou seja:

wWwlp=2mmondem=0,+1,+2,...

» A frequéncia fundamental é definida como o
menor valor positivo (ndo-nulo) de frequéncia que
safisfaz a condicAo acima:

_27T

Wy = —
1o

» As outras frequéncias que satisfazem a restricAo
de periodicidade sdo multiplos inteiros de wy

kwo, sendo k=0,+1,+2, ...
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i Harmonicos
]

» Um conjunto de exponenciais complexas
harmonicamente relacionadas € um conjunto de
exponenciais periddicas com frequéncias
fundamentais que sdo multiplas de uma Unica
frequéncia positiva wy:

Op(t) = ™0t £1,£2, ...

» Para k =0, ¢,(t) € uma constante

» Para k #£ 0, ¢,(t) € periddico com frequéncia
fundamental |k|wy

» Os harmonicos sdo extremamente importante no
estudo das séries de Fourier e sinais periddicos.
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Harmonico - Discrefo
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Harmonico - Continuo

= of
o
s
_1 | | | | | | | | | |
10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
1 [ [ [ [ [ [ [ [ [
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=y
_1 | | | | | | | | |
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1 .
= of
[a\]
&g
_1 I
10 -5
1 / |
= of
(ap]
E /
_1 | |
10 -5 30 35 40

tempo
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Série Harmdnica do Som

Pitdgoras foi guem mais se destacou nesta drea de pesquisa.
Estudando as propriedades do som e das notas, observou que
existem notas qgue mantém uma relacdo harmoniosa, ou seja,
que sdo agradaveis ao ouvido. A partir desta observacdo foi
possivel construir uma escala em que cada nota mantém uma
relacdo bem definida com a oufra.
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Impulso Unitario D/screfo

O impulso discreto é deflmdo COMmo

0, n#0
s = 4 0 7
I, n=20
1.5
1 o
<
o
0.5
(0¢; © © © © © © ©

0 n (tempo)
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Degrau Unitario Discreto

A funcdo degrau unitario discreto é definida como:

MM{O’H<O

I, n>0
15
1 Q ® ® ® ([~} (]
=
S
0.5

0 n (tempo)
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ﬁ Funcoes Discrefas - Resumo
» Existe uma relacdo entre d|n| € u|n]

on] = wuln| —uln —1]

=
5
|
(]
=2
3

» O impulso unitdrio pode ser usado para amostrar
um sinal Nno tempo discreto z(n|
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Degrau Unitario Continuo

» Também chamado funcdo de Heaviside

Mw{at<o

1, t>0

1.5

0 t (tempo)
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ﬁ Degrau Unitario (Prafica)

Circuito

Circuito

Circuito

Circuito
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Impulso Unitario Continuo

5(15){ 0, para t#0 g /Ooé(t)dtzl

oo, para t =0 o0

» Conhecido também por funcdo delta de Dirac

» Esbocado como uma seta com altura unitdria

» 50(t) € esbocado como uma seta de altura 5.
1.5

4 —p.99/166



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t) =9 /T, 0<t<T, Ur(t)=0r(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T <t S o 5;?t)dt=1 0, T <t

6

ol

Al

3 T =2

Al

Ur(t)
! L o7 (1)
T
-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, t<0
Ur(t) =< t/T, 0<t<T, Uqr@)=0r(l)=9q /T, 0<t<T
1, T<t ST S7(t)de=1 0, T <t
6
il
J
3 T=1

T t —p. 101/166



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, t<0
Ur(t) =< t/T, 0<t<T, Uqr@)=0r(l)=9q /T, 0<t<T

1, T<t ST S7(t)de=1 0, T <t

6

il

J

3r 1'=0.66667

2 op(t)

I = Ur(t)

% 0 : 2 3 4

T t —p. 102/166



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t) =9 /T, 0<t<T, Ur(t)=0r(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6

5l

Jl

3 1'=0.5

. 0r(?)

2 7 =

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, t<0
Ur(t)=4q t/T, 0<t<T, Urlt)=0ir(t)=q 1/T, 0<t<T
1, T <t J2o or(t)dt=1 0, T <t

6

5k

T t —p. 104/166



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t)=4q t/T, 0<t<T, Urlt)=0ir(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6

5l

J

. or(t)

3f & = T =0.33333

ol

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4

T l —p. 105/166



Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t)=4q t/T, 0<t<T, Urlt)=0ir(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6

5l

i or(?)

7 =

3t T =0.28571

ol

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t) =9 /T, 0<t<T, Ur(t)=0r(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6

5l

. or(t)

4r T —

3 T'=0.25

ol

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t)=4q t/T, 0<t<T, Urlt)=0ir(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6

oy :éT(t)

T

J

3 T =0.22222

ol

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4
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Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, +<0
Ur(t) =9 /T, 0<t<T, Ur(t)=0r(t)=q 1/T, 0<t<T

1, T'<t J oo 5;?t)dt=1 0, T <t

6 x

. or(t)

5r T = -

al

3 1'=0.2

ol

| Ur(1)

-1 0 1 2 3 4

T t —p. 109/166



* Impulso X Degrau Unitario (rempo continuo)

0, t<0 0, t<0
Ur(t)=9q t/T, 0<t<T, Ur@)=0r(t)=9 1/T, 0<t<T
1, T <t J 250 0T (t)dt=1 0, 1T'<t

> u(t) = lim Up(t)

> 6(1) = lim o1 ()
> 0 s
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* Impulso Unitario Continuo - Comentarios

> 5(t)z(t) = 5()z(0)

>/mx@ﬂmﬁ:ﬂ®
> /oo z(1)0(t — to)dt = x(ty)

> 6(—t) =0(1)
> (t) = dq;it)
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* Rampa Unitaria Confinua

0, t<0
r(t) =
t t>0
0.8r
S 06
=
0.4}
0.2r
% 05
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i Relacdes Basicas

> u(t) = / ' s(r)dr

— 00
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Funadamentos de Sistemas

» Um sistema € um processo fisico que relaciona o
sinal de entrada (ou excitacdo) com um sinal de
saida (ou resposta).

» Propriedades

Invertibilidade
Memoria

Linearidade
Invarincia no Tempo

>
=
» Causalidade
=
>
» Estabilidade
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i Sistema: Circuito RC em série

R

A

- +
» v,(t): entrada () <+> - oult)

» v.(1): saida -

> i(t) = e ot 1 N 1 |
@ re" T R
, dv.(t)
» i(t)=C o )
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i Sistema

" » Um sistema é representado por um modelo
matematico de um processo fisico, 0 qual pode
ser visto como uma fransformacdao (ou
mMapeamento) da entrada na saida:

y="Tx

» T & o0 operador que representa alguma regra
» . entrada
» y:. saida

x|y representa tanto x(t)|y(t) quanto x|nl|y|n]
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Sistema:

» Sistema com uma enfrada e uma saida (SISO):

y="Tx

Sistema
T

» Sistema com multiplas entradas e saidas (MIMO):

Sistema
T

Y1

B —

Ym

—_—

-p. 117/166



Invertibilidade

Um sistema é invertivel se entradas distintas

causam saidas distintas.

Sistema

|Sistema

INnverso
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i Exemplos

Defermine se os seguinfes sistemas possuem o seu
sisfema inverso.
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ﬁ Solucdo: y(t) = [* w(r)dr

» Considere y(t) = [ x(r)dr. Pelo Teorema
Fundamental do Cdalculo podemos escrever

» Aplicando a derivada nos dois lados e levando
em conta o TFC, temos

= x(t)

logo o sistema & invertivel.
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ﬁ Solugdo: y(t) = “W

» Considere o sistema

dt

» A prova serd dada usando um contra-exemplo:
» Para z(t) = z(t), femos:

_dx(t)  dz(t)

£ — _
y(t) = =, it

» Para z(t) = z(t) + C, temos:

dx(t)  d(z(t) +C)  dz(t)

t p— p— _
y(t) = = dt It

» O valor da constante ¢ hdo modifica o
resultado, portanto o sistema é ndo-invertivel.
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Sistema Com Memoaria e Sem Memoria

» Um sistema € dito sem memoria se a sua saida y
em qualguer tempo € dependente somente da
entrada z naguele instante de tempo.

» lambém é chamado de sistema instantdneo
» Resistores nao possuem memoria:

y(t) = Ru(t)
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Sistema Com Memoaria e Sem Memoria

» Um sisterna com memoaoria é todo sistema que ndo
é sem memoaria.

» A saida atual de um sistema com memoaria
pode depender apenas das entradas e saidas
futuras

» Capacitores possuem memoria:
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i Exemplos

Determine se os seguinfes sistemas sQo0 com ou sem
memoaria:
y[n] = z[n]”
y(t) = x(t - 2)
yln|

n

y(t) = (ZM( )
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Causalidade

Um sistema é dito causal se sua saida em qualguer
tempo depende somente dos valores entrada/saida
naguele tempo e No passado.

» Sistemas causais fambém podem ser chamados
de ndo-antecipativos.

» Todos os circuitos analdgicos sGo causais.

» Sistemas ndo causais ndo sdo readlizdveis em
fempo real.
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i Exemplos
Determine se os seguintes sistemas sQo causdais:

> y[n] = z[n]?
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£ Linearidade

o

y="Tx

» Se o operador T &€ um operador linear, entdo um
sistema representado por um operador linear T &
chamando sistema linear;

» O operador T € linear se as seguintes condicdes
sAo satisfeitas:

1. Aditividade:
Sendo Tz, = y; € Tzy = yo, eNtAO

T{zi + 22} =y1 +v2, V1 e 29
2. Homogeneidade (Escalonamento):;

T{az} =ay, V2 e a(R)
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As condicoes de Adifividade e de Homogeneidade
podem ser combinadas da seguinte forma:

T{Oz1:131 + 0425132} = (1Y1 T QY9

A relacdo acima & conhecida como propriedade da
superposicao

» A superposicdo sd pode ser aplicada a sistemas
lineares.

» Um sistema nao-linear nao satisfaz as condicoes
acima.
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Superposicao: sistemas lineares

X1
, Sistema Y
. ) —
' Linear
Tm

1 Sistema Y1

I .
Linear
Y
T, Sistema Ym

Linear
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Linearidade

:

» Adifividade: 21+ ... +x,, > y1+ ... +Ynm
» Homogeneidade: ar — ay
» O principio da Superposicdo se aplica

» Se a entfrada é um somatorio de
diferentes enfradas, a saida € o mesmo
somatorio das saidas resulfantes.
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ﬁ Exemplos

Determine se 0s seguintes sistemas sao
ineares:

>y

> Y|

» y(t) = sen(2mx(t))

n

n

— X
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Solucdo: y[n| = x[n]?

:

» Usando o principio da superposicdo, temos:

> y[n] = yi[n] + y2[n] = z1[n]° + x2[n]?

» Considerando a entrada como sendo

z[n

yln] = (z1[n] + 22[n])* = fl[n]Q + xa[n]* + 221 [n]ws[n]

= x1|n] + x2|n|, temMos

J/

N

Zy1[n]+y2(n]

» Logo o sistema é ndo-linear
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ﬁ SolucQo: y(t) = sen(2mx(t))
» Usando o principio da superposicdo, temos:

y1(t) = sen(2mwx(t))

Yo (t) = sen(2mwxs(t))
> y(t) = y1(t) + y2(t) = sen(2mx1(t)) + sen(2mwxa(t))
» Considerando a enfrada como sendo
x(t) = x1(t) + x2(t), temos
y(t) = sen(2m(z1(t) + 22(t))
= sen(2mxy(t)) cos(2mxa(t)) + sen(2mwxs(t)) cos(2mxy(t))
# y1(t) + ya(?)

» Logo o sistema é ndo-linear
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Solucéo: yln] = S cxn 4 k]

yi1[n] = 112:1:1 n+ k| € ys|n] MZxQ n + k|

k=-—5 k=-—5
» Considerando z[n] = z1[n] + x2[n],
1 5)

yln] = I (x1[n + k] + x2[n + k|)

— 1—11 (Z rin + k| + Z:I:Q[nJrk])

k=-—5 k=-—5

5
— 1—112351 + k] +—Zx2 + k]

k=-5 k=-—5

» Logo o sistema € linear (homogeneidade também se

aplica) ~p. 134/166



Invariancia no Iempo

Um sistema € dito invariante no fempo se um
deslocamento temporal (retardo ou adiantamento)
Nno sinal de enfrada resulfa em um deslocamento

temporal idéntico do sinal de saida.

» Um sistema de tempo continuo & invariante no
fempo se

T{z(t—7)}=y(t—7), VT ER

» Um sistema de tempo discreto € invariante no
fempo se

T{zn —k|} =yn—k], Vk el
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ﬁ Exemplo: Invariagncia no ITempo

Determine se o seguinte sistema € invariante
Nno tfemMmpo:

y(t) = x(3t)
» Verificarse: T{xz(t —7)} =y(t — 7).
» Para fazer o teste, assuma r = 2, entAo:
> y(t —2) =x2(3(t —2)) = x(3t — 6)
» T{x(t—2)} =2(3t—6) ?
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Exemplo: Invariagncia no ITempo

» A saida atrasada y(t — 2) = z(3t — 6) €

z(t) z(1)

'y A
1 2(t) = x(3t — 6) 1
5 1! /3 73 '
» Aplicando a entrada atrasada x(t — 2) no sisfema, temos
z(t — 2) T{x(t —2)}
A A
1 1
—3 +3 ¢ 1 " +1 t
" y(t) = z(31) -

> y(t—2)=x(3t—6) # T{x(t—2)}.

Portanto, o sistema ndo é invariante no tempo.
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ﬁ Invariancia no Iempo

» Um teste para invaridncia temporal é:

y(t) |t—7’ = y(t) |a:(t—T)

sendo:
» y(t)|,_. saida do sistema y(t) deslocada por —r.

> y(t)|.q—r) SAIda do sistema y(t) resulfante de
uma enfrada deslocada no tempo por —r.

» Exemplo:

entao
> y(t)|i—r = f(z(9(t—7)))
> y(t)|a—r) = f(x(g(t)—T7))
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Invariancia no Iempo

» Um teste para invaridncia temporal é:

y(t) |t—7- — y(t) |as(t—7-)

sendo:

» y(t)|,_. saida do sistema y(t) deslocada por —r.

> y(t)|.q—r) SAIda do sistema y(t) resulfante de
uma enfrada deslocada no tempo por —r.

» Um sistema linear e invariante no tempo é
chamado de sistfema linear e invariontfe no tfempo
(LTI,
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ﬁ Exemplos

Determine se 0s seguintes sistemas sao
INnvariantes no fempo:

> y[n] = z[n]’ > y(t) = x(2)

> yln| = z[—n] > y[n| = nzln + 3]
» y(t) = sen(2mx(t)) > y(t) = ] x(7)dT
> y(t) = /toox(T)dT > y(t) = d:;tt)

> y\n| = 1—11 Z x|n + k|
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Solucdo: y[n| = x[n]?

» Usando o teste de invaridncia tempordl,
femos:

> ynllh_n, = [N — nol?

> Y1) ]upn—n, = [N — no)’

» Portanto o sistema & invariante no tempo.
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ﬁ Solucqo: y(t) = x(2t)

» Usando o teste de invaridncia tempordl,
femos:

> y(t)i-t, = 2(2(t — o))
> y(t) 2(t—tg) — QZ(Qt — to)

» Portanto o sistema é variante no tempo.
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Solucqo: y(t) = x(2t)

Supondo

1 —2<t<?2
0 caso contrario

t026:1:(t){

> y(t)|i—t, = (2t —tg)) =x(2t —4). Parat=-2et =2

2t—4 = -2 — 2t = 2 — t = 1
2t —4 = 2 — 2t = 6 — t = 3

> Y(t)|o—ty) = (2t —ty) = x(2t — 2). Parat = -2 et = 2:

{21522%%0%150

2t — 2 2 — 2t = 4 — t = 2
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ﬁ Mais um exemplo: y(t) = x(t/3)

» Usando o teste de invaridncia tempordl,
femos:

> y()|t—1, = 2((t —t0)/3)

> Y(t)|ait—t,) = $(§ — o)

» Portanto o sistema é variante no tempo.
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Mais um exemplo: y(t) = z(2 — t)

» Usando o teste de invaridncia tempordl,
femos:

> y(t)
> y(t)

t—tyg — 33(2 — 1 + t())

r(t—ty) — (2 —t — o)

» Portanto o sistema é variante no tempo.
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ﬁ SolucQo: y|n| = z[—n] ‘

» Usando o teste de invaridncia tempordl,
femos:

> ynllh_n, = x|—n + ng

> Y[ )lfong) = 2[— — o)

» Portanto o sistema é variante no tempo.
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Solucao: y(t) = [

x(7)dT

» Usando o teste de invariancia tfemporal, tfemos:

> (Do = / a(r)dr

— 00

t
> (1)laeie) = / 2(r — to)dr
» Fazendo uma mudanca de varidvel na equacdo,
=7 —ty=dr'=dret— —oc0o=7—> —-—0e7—t
= 7" =t —ty, TeMOos:

t—to
Y0 rtn) = / o(r')dr’

— 00

» Portanto o sistema & invariante no tempo.
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Estabilidade

:

Um sistema é chamado estavel com
entrada-limitada/saida-limitada (BIBO
estavel) se, para qualguer entrada limitada
X.

2| <k
a saida y correspondente &€ também
imitada:

y| < ky

sendoque, k, <ocoek, <ocoek,,k, €R
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a Massa € mola

% Exemplo: Sistem

K

—u()

BAA T

77

Balanco de forcas:

mij(t)

mij(t)

S S S S S

= a(t) — ky(t) — dy(?)

+dy(t) + ky(t) = 2(1)
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ﬁ Exemplos

Determine se os seguintes sistemas sao BIBO

estaveis:
> yln| =u
> yn| = x|

» y(t) = sen(2mx(t))
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Solucdo: y[n| = x[n]?

» Usando a definicdo

» Assuma a enfrada finita: |z[n]| < co ou |z|n]| < M,
sendo M um numero real finito.

Logo:

yln] = z[n]’

yln]| = |z[n]"]

yln]l = |z[n]f*

yln]] < M? sendo M?um nUmero redl finito, logo
> |y[n]| < M? = sistema estavel.
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ﬁ SolucQo: y(t) = sen(2mx(t))

» Usando a definicdo
» Assuma a enfrada finita: |z(t)| < co ou |z(t)| < M,
sendo M € um numero redl finito.

» Sabemos ainda que a funcdo seno é limitada, ou
seja, [sen(-)| < 1.

Logo:
y(t) = sen(2mwx(t))
y(®)] = lsen(2ma(t))
y() < 1

» |y(t)| < 1 = sistema estavel.
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ﬁ SolucGo: [ x(r)dr

» Usando a definicdo, temos que |z(t)| < co ou
lz(t)| < M, onde M & um numero real finito.

» Logo:

Aplicando o mdédulo

ww|=|/twmh

umns!/|aﬂw
y(t)| < t Mdr
y()] < Mr|'. = M(t+ o)

» Logo o sistema € instdvel.
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£ Solugdo: y(t) = “W

o

» Usando a definicdo, temos que |x(t)| < oo ou
lz(t)| < M, onde M & um numero real finito.

» A prova serd dada usando um contra-exemplo.

» Considere z(t) como sendo um degrau unitdrio.
lz(t)| € limitado, ou seja, |z(t)| < 1.

» A derivada de z(t) € o impulso unitdrio que, como
sabemos, tem amplitude infinita. Logo y(t) €
limitado e o sistema instavel.
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ﬁ Solucéo: yln] = S cxn 4 k]

1

yln] = 11 x[n + k|
k=-—5
1 5

y[n]| = ﬁk;5x[n+k] Aplicando o médulo
1 5

yln]| < ﬁ2|$[n+k]|
k=—5
1 5
k=-—5

yln]] < M

» |y[n]| € limitado, logo o sistema & estdvel.
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Exercicio 1 - Propriedades

y(t) = 3x(3t + 3)

Determine se o sisfema descrito pela
equacdo acima é:

» com memoria,

» causal,

» invertivel,

» linear

» INnvariante no tempo,

» estavel
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Exercicio 1(solucdo): y(t) = 3z (3t + 3)

» Memodria - Para t = 0, tfemos

y(0) = 3z(3)
ou seja, tem memoria.

» Causal - O sistema é antecipativo (depende de
entradas futuras), portanto ele é ndo causal

» Invertibilidade - Fazendo = = 3t + 3, tfemos
Yy (% — 3) = 3x(7)
1
w(z-3) = «(r)

ou seja, z(t) = +y (£ — 3) e gera valores Unicos,
logo o sistema & invertivel
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Exercicio 1(solucdo): y(t) = 3z (3t + 3)

» Linearidade - Temos

(t) = 3ax1(3t + 3)
ary(t) +bx2(t) — y(t) = 3(az1 (3¢ + 3) + bao(3t + 3))

=y1(t)+y2(t)

ari(t) —

logo o sistema & linear.

» Invariancia no tempo - Temaos
3x(3(t — ty) + 3) # 3x(3t — tg + 3)

logo o sistema € variante no tempo.

» Estabilidade - Supondo z(t) < M, femos y(t) < 3M,
logo o sistema é estavel,
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Exercicio 2 - Propriedades

y(t) = /:H x(T — a)dT

Determine se o sistema descritfo pela equacdo acima

’

é:
com memoriq,
causal
invertfivel,
linear

INnvariante no fempo,

vV v v v v V¥

estavel

-p. 161/166



t+1

Exercicio 2 (solu¢cdo): y(t) = |,

r(T—a)dr

» Memodria - Para t = 0, tfemos

y(0) = /0 (1T —a)dr = X(1—a)— X(—a)

ou seja, fem memoria.

» Causalidade - Temos que
t+1
0 :/ w(r—a)dr = X(t+1—a) — X(t — a)
t

pAra que seja causal, &€ preciso que:
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% Exercicio 2 (solucdo): y(t) = ;Hx(fr—oz)d”r

» Invertibilidade - Fozendo v = 7 — o

t—a-+1

0 :tl (V) dv

—

usando o Teorema Fundamental do Calculo,

temos:

y(t) = X(t —a+1) — X(t — )
logo,

dy(t)

o =x(t—a+1)—x(t —«a)

que € invertivel.
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i Exercicio 2 (solucdo): y(t) = tHlx(T—oz)dT

» Linearidade - Temos

CLQZl — yl CLCIZ’l T — Ck

bro(t) — yolt / bro(T — )
/t—l—l

axy(t) + bro(t (ax1(T — ) + bxo(T — «))dT

/ aale—a
¢

/t - bao(T — ))dr

y(t) = y1(t) + y2(t)

logo o sistema € linear.
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t+1

. r(T—a)dT

Exercicio 2 (solucao): y(t) =

» Invariancia - Fazendov =7 — «

o) — /t NS

femos:

|
T
1
Q
+
—_
S
—~
>
S
AN

Yy ()]t

t—a+1
Vb = [ -ty
t

Fazendo n = v — ty, temos:

t—to—a+1
Y(lnteie) = / v(n)dn
t

—to—«

portanto, o sistema & invariante no tempo
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i Exercicio 2 (solucdo): y(t) = ;Hx(fr—oz)d”r

» Estabilidade - Supondo z(t) < M, femos:

y(t) = /t e — a)dr

/t " e — )

dT

y(t)| =

A
¥
B
ﬂ
|
2
=
ﬂ

A
=
S¥
ﬂ

< Mrljt'=M

portanto, o sistema & estavel.
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