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Introducao

@ Na exposicdo que segue, considere o sistema dindmico

z = f(‘rau)v

_ (1)
y = h(z,u),

sendo z(t) € X C R"™ o vetor de estados; u(t) € U C R™ o vetor de

entradas; y(t) € Y C RP o vetor de saidas.

o Considere ainda que as solugdes para o sistema (1) estdo definidas no
intervalo ¢ € [0, 00), para todas as condi¢des iniciais z(0) = z e para todas
as fung¢bes u € Lo, sendo que os sinais de saida correspondentes s3o tais que

1
Yy e ‘CQG .

10 espaco de funcdes La. é formado por funcdes quadraticamente integraveis em intervalos
de tempo finitos; i.e. fOT lly(7)]|2d™ < oo, para todo T finito.
e (o 2 e
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Sistemas Dissipativos |

Defini¢do (Sistema Dindmico Dissipativo)
Um sistema dindmico

C.U:f(xﬂj')v y:h(m,u),
sendo z(t) € X C R"™ o vetor de estados; u(t) € U C R™ o vetor de entradas;
y(t) € Y C RP o vetor de saidas é dissipativo em relagdo a uma taxa de
fornecimento s(u,y) : U x Y — R (supply rate) pré-estabelecida, em que
fttol |s(u(7),y(7))|dT < oo (localmente absolutamente integrdvel) para quaisquer
sinais u(t) € U admissiveis (u € La.) e condi¢des iniciais z(to) € X, quando
existe uma fungdo de armazenamento V (z) > 0 (storage function) tal que

V(a(t) < Viz(to)) + / ) @)

para todo ty € R, para todo ¢; > to, com y(t) : R — Y o sinal de saida resultante
da aplicagdo da entrada u(t), correspondente a condicdo inicial x(tg).

o
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Sistemas Dissipativos ||

@ A ideia nesta definicdo é que fttol s(u(7),y(7))dr representa a “energia
fornecida” ao sistema no intervalo de tempo [tg, 1], € que a “energia
armazenada” V' (z(t1)) em um sistema dissipativo estd limitada a “energia”
pré-existente V' (x(¢p)) mais o que foi recebido de agentes externos. Ou seja,
ndo ha geracdo interna de “energia”.

e O Iim.ite ttol |s(u.(7)7y(7))|d7 < o0 indica que hd um maximo que pode ser
recebido ou perdido de agentes externos.

@ Para funcdes de armazenamento V() € C!, i.e. continuamente
diferenciaveis, a desigualdade

V(a(t)) < V(z(ty) + / s(u(r)y(r) dr

to

é equivalente a

V(1) < su(t)y(t)). 3)
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Sistemas Dissipativos |lI

@ As funcdes de armazenamento lembram fun¢des de “armazenamento de
energia”, e as taxas de fornecimento lembram fun¢bes de “fornecimento de
poténcia”. Entretanto, é muito interessante considerar diferentes maneiras de
se definir taxas de fornecimento, pois cada op¢do conduz a resultados Uteis
para diferentes anilises:

@ Parau € R™ ey € R™, s(u,y) = u ' y: andlise de passividade.
@ s(u,y) = ¥2||ul|® — ||y||*: anélise de ganho L» induzido.

Q s(uy) =y Qy+2y"Su+u' Ru, com Q=Q" e R=R": anilise de
dissipatividade (Q,S,R). Compreende os casos anteriores e outros casos de
interesse.
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Sistemas Dissipativos |V

@ Um ponto interessante é que se um sistema tem duas fung¢des de
armazenamento Vi (z) e Va(z); i.e.

Valo(t) < Vila(to)) + [ s(u(r)g(r) dr

to

wwm»swwm»+/¥wvmv»m

to

multiplicando a primeira desigualdade por «, com « € [0; 1], e a segunda por
(1 — &), e somando os termos correspondentes, tem-se que

mum»smmm»+/¥meﬂmn

to

em que
Va(z) = aVi(z) + (1 — o) Va(x).

Isto é, o conjunto de fungdes de armazenamento de um sistema em relacdo a
uma dada taxa de fornecimento é convexo.
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Funcoes de Armazenamento Normalizadas |

@ Podemos definir a classe das Fun¢des de Armazenamento normalizadas V*,
para as quais o menor valor possivel é zero:

yr = {V :R” - RY;min V() = o}.

@ Além disso, podemos definir

m:

2™ = argmin, V(z), V(z) € V" & V(z™") =0.
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Funcoes de Armazenamento Normalizadas Il

@ Dada uma Fun¢do de Armazenamento V(x) > 0 qualquer, em que
Vinin = min, V(z), podemos sempre obter uma outra fungdo normalizada
Va(z), pois

V(a(h) - V(z(to)) < / " s(ug)de

& V(@) — Vin] — [V (@(to)) — Viein] < / ' s(uy)dt.

to

Va(z(t1)) Va(z(to))

@ A partir da constatagdo acima, podemos restringir nossa andlise de sistemas
dissipativos aqueles que o sdo em relacdo a uma Funcdo de Armazenamento
Normalizada, isto é, V(x) > 0, com V(™) = 0.
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Funcao Armazenamento Disponivel |

@ Uma importante questdo é se determinar quando um dado sistema é
dissipativo em relacdo a uma taxa de fornecimento previamente estabelecida
s(uy).

@ A resposta pode ser buscada a partir de uma caracterizagao variacional para
a dissipatividade; i.e. que faz uso de conceitos encontrados em Calculo das
Variacdes e Controle Otimo; como mostrado a seguir.
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Funcao Armazenamento Disponivel Il

Definicdo (Armazenamento Disponivel (Available Storage))

T
Valz) = sup _/o s(u(T),y(7))dr,

u(-),T>0

em que y(t) corresponde ao sinal de saida associado ao sistema dindmico

Y: x= f(Xvu)’ Y= h(Xa”)v X(O) = Z.

e V,(x) > 0. Para ver isso, escolha T' = 0 na defini¢cdo acima.

@ Se considerarmos que fo s(u,y) é a “energia fornecida para o sistema” no

intervalo de tempo T, entdo — fOT s(u,y) é a “energia extraida do sistema”
neste mesmo intervalo, e V() é a maxima energia que se pode extrair,
usando uma entrada u(t) = u*(t) Stima para esse propésito, escolhendo o
intervalo de tempo T' = T™ > 0 mais adequado, e considerando a condicdo
inicial especifica que foi dada.
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Funcao Armazenamento Disponivel IlI

Para um sistema dissipativo, espera-se que a maxima “energia extraivel’ seja
finita, como mostrado no Teorema a seguir.

Teorema (Dissipatividade e Propriedades de V,(z))
O sistema
z = f(xvu)v Y= h(.’IZ,U),

é dissipativo em relacdo a taxa de fornecimento s(u,y) se, e somente se, a fungdo
Armazenamento Disponivel € finita; i.e. V,(x) < oo, Vo € X.

Neste caso V,(x) é uma funcdo de armazenamento para o sistema em relacdo a
taxa s(u,y), e qualquer outra funcdo de armazenamento V (x) associada 4 mesma
taxa de fornecimento para o sistema € tal que

V(z) > Vo(z), Ve X.
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Funcao Armazenamento Disponivel IV

@ Prova:
Note que a partir da definicdo da fun¢do V,(z), considerando que o sistema é
invariante no tempo, tem-se que, para qualquer t;,; € R,

tini+7T
Vi(e(to) = sup  — / s(u(r) y(r))dr.

w(-),T>0
X (tini)=x(to)

tini

Neste caso, considerando que V,(z) < oo para todo = € X, tem-se que:

t1 t14+T1
- / su(r)g(r)dr + s - / s(u(r) y(r)dr

to u(-), Ty >0 t1
x(t1)=x(t1)

X(to)=x(to),x(t1)=x(t1)

Va(z(t1))

to+T>
< s — / s(u(r) y(r))dr,
u(-),Tg>0 to
x(to)=z(to)

Va(z(to))
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Funcao Armazenamento Disponivel V

pois o lado esquerdo corresponde a um caso particular dentre todas as
possibilidades de se “extrair energia” usando a entrada u(t), a saber: levar o
sistema da condi¢3o inicial 2:(tg) para um estado particular x(¢1), e sé depois
tentar extrair o maximo de energia a partir de x(¢1).

Portanto, com V,(z) < oo, ela se qualifica como Fun¢do de Armazenamento
em relacdo a taxa de fornecimento s(u,y), tendo em vista que a desigualdade
anterior pode ser reescrita como:

Va(z(t)) < Vale(to)) + / s(u(r) p(r))dr.

to
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Funcao Armazenamento Disponivel VI

Considere agora que existe uma outra Funcdo de Armazenamento
V(z): X CR™ — RT em relagdo a mesma taxa de fornecimento s(u,y); i.e.

0 < Via(tr)) < V(a(to) + / s(u(r)y(r)dr.
Neste caso, como V(z(t1)) > 0,
V(alte) > — /t Cs(u(r)y(P)dr, V() € U, t€ [tost),

com a condigdo inicial x(to) = x(to) pré-estabelecida, e V(z(tp)) < co. O
fato da desigualdade acima ser verdadeira para todos os casos implica que,
V.’L‘(to) c X,

to+T
oo > V(x(ty)) > Va(z(ts)) =  sup —/ s(u(r),y(r))dr.

u(-),T>0 to
x(to)==(to)
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Funcao Armazenamento Disponivel VII

@ A Fun¢do de Armazenamento Disponivel é uma fun¢do de armazenamento
normalizada:

Va(z) € V' & min V,(z) = 0.
x
Para ver que isto é verdade, note que foi provado que, para qualquer funcdo
de armazenamento V' (z), tem-se que V(z) > V,(x), e, além disso, que
Va(z) > 0. Portanto, considere que
VeV e Vieg™r) =0, 2™ =argmin,V(z).

V() 2 Vala) = V) =0 > V@), } ) o,
V() > 0 = Va(2™") > 0.
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Funcao Fornecimento Requerido |

Existe ainda uma outra Func3o de Armazenamento que é de certa maneira
“candnica”, como definido abaixo:

Definicdo (Fornecimento Requerido (Required Supply))
0
Vieq(2) =u(_i){17£§0/T s(u(r)y(7))dr,

em que y(t) corresponde ao sinal de saida associado ao sistema dindmico

o ox=flow, y=how), x(T)=2"" x(0)=uz
em que ™" = argmin, {V;,(7)}, e tal que a entrada u(t) conduz o sistema do
estado inicial x(7') = ™" ao estado final x(0) = x. Assume-se, portanto, que o
estado x é alcancavel (reachable) a partir de z™".
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Funcao Fornecimento Requerido |l

o Um estado z é Alcan¢dvel (Reachable) a partir de um estado z™" se, e
somente se, existe uma ac3o de controle admissivel u(t), definida em um
intervalo de tempo finito, com a qual é possivel levar o sistema do estado
inicial ™™ até um estado final qualquer z. No presente caso, o intervalo é

[T,0], com 0> T > —o0.

@ Note que f;) s(u,y) é a “energia” minima necessaria para levar o estado do
sistema da condigdo de “energia armazenada disponivel” nula (pois
Vo (z™) = 0) para um estado qualquer, usando um intervalo de tempo [T, 0]
e uma entrada u(t) = u*(t) 6timos no sentido de minimizar a “energia”
despendida.

@ Uma das diferencas importantes desta definicio em relacdo a definicio de
Va(x) € que tanto o estado inicial, quanto o final, sdo pré-estabelecidos. No
caso de V,(z) o estado final é arbitrario, buscando-se apenas a maximizagdo
da “energia extraida”. Por isso a nocdo de Alcancabilidade (Reachability) é
importante aqui.
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Funcao Fornecimento Requerido Il

Para um sistema dissipativo, cujos estados sejam alcanc¢dveis a partir de
™" = argmin {V,(2)}, Vieq(z) é uma Fun¢do de Armazenamento especial,
como mostrado no Teorema a seguir.

Teorema (Dissipatividade e Propriedades de V;eq())

O sistema
&= f(zu), y=h(zu),

dissipativo em relacdo a taxa de fornecimento s(u,y), e com seus estados
alcancdveis a partir de ™" = argmin, {V,(z)}, tem V,eq(z) como uma possivel
fungdo de armazenamento. Além disso, para qualquer fungdo de armazenamento
normalizada V (z) € V™ < V (2™™) = 0, para a mesma taxa de fornecimento,
tem-se que

Vieg(x) > V().

Além disso, Vye(z™1) = 0, isto &, Viey € V™
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Funcao Fornecimento Requerido IV

o Prova:
A partir da definicdo de V,eq(z), e considerando que o sistema é invariante no

tempo, podemos escrever que

to t1 ty
inf / s(u,y)dt + / s(u,y)dt > inf / s(u,y)dt ,
t t

u(-),T0<0 J4, 4T, to u(-),T1<0 J¢, 41y

x(to+To)=z™" x(to)=z(to)  x(to)=z(to),x(t1)=z(t1)  x(t1+T1)=2™" x(t1)=z(t1)

Viea(2(to)) + / " S(ug)dt > Vieg(z(h),

to

uma vez que o lado esquerdo representa uma passagem particular (portanto,
n3o necessariamente com gasto minimo de energia) do estado ™™ para o
estado x(1). Portanto, Vieq(z) € uma fungdo de armazenamento para a taxa

de fornecimento s(u,y).
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Funcao Fornecimento Requerido V

Note também que para quaisquer x, x, € R™,

T, Ta
V(za) —V(x) < / s(u,y)dt = =V(x) S/ s(u,y)dt,
SN—— 0 0
>0
x(0)=z,x(Ta)=2a

Ta Ta
V(z) > —/ s(uy)dt = V(z)> sup —/ s(u,y)dt = Va(x).
0 u(')vTaZO 0

Além disso, para uma fun¢do de armazenamento normalizada V € V",
tem-se,

0 0

V) - e < [ syt = Vi) < [ st

Tb Tb

X(To)=z™,x(0)=2

0
V(z) < inf /su, dt = Vieq().
@<, nt [ st = Vi@
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Funcao Fornecimento Requerido VI

Consequentemente, para qualquer V € V*,

[ Va(z) < V(x) < V;eq(x) ]

Neste caso, vemos que Vieq(z™1) > V, (z™) = 0, e, pela defini¢do da
Fung¢do Fornecimento Requerido:

0
Viala™) = it [ stutr)am)ar,

x(T)=z™ir x (0)=gmin

em que T = 0 poderia ser escolhido na busca pelo infimo (pois o estado
inicial e final sdo idénticos), de modo que Vieq(2™™) < 0.

Combinando os dois fatos: Vieq(z™") > 0, Vieq(2™1) < 0 & Vieq(z™) =0
e, portanto, Vieq € V™.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) Maio de 2024 24 /74



Section 3

Sistemas Passivos

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG)



Caracterizacao de Sistemas Passivos |

Definigdo (Sistemas Passivos)

Sistemas passivos sdo sistemas com o mesmo nimero de entradas e saidas; i.e.
u(t) e U CR™ e y(t) € Y C R™; que s3o sistemas dissipativos em relagdo a taxa
de fornecimento s(u,y) = uTy, com funcdes de armazenamento continuamente
diferencidveis. Portanto, existe V(x) > 0, tal que

V(a(t) < Viz(to)) + / ) (4)

to

que é equivalente a

V(t) <u' ()y). (5)
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Caracterizacao de Sistemas Passivos Il

@ Quando existe V(x) > 0 para a qual se tem a igualdade

V(a(t)) = V(z(ts)) + / T (r)y(r) dr,

to

ao invés da desigualdade, o sistema é conservativo ou sem perdas (lossless).

@ Note que s(u,y) = u'y corresponde 3 “poténcia fornecida” (e.g. tensdo u, e

corrente y) ao sistema.
@ Como estamos supondo u(t), y(t) € L, a integral
fttol u' (r)y(r)dr < 1 ( til u' (7)u(r) + yT(T)y(T)dT> < 00, indicando que

a integral da taxa de formnecimento (a “energia” total fornecida) é limitada.
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Caracterizacao de Sistemas Passivos Il|
Defini¢do (Sistemas Estritamente Passivos — SP)

Sistemas estritamente passivos (strictly passive) s3o sistemas passivos para os
quais existe V(z) > 0 tal que

V(1) < —o(a() +u’ (Oy(2), (6)
em que ¥(z) >0, Vo £ 0, e 1(0) = 0; i.e. 1(x) é definida positiva.

o Neste caso a fungdo de armazenamento V (x) semidefinida positiva serd, de
fato, necessariamente definida positiva pois, para u(t) =0, tem-se que

V(z(t)) — V(z(0) < — fo ))dT e, portanto:
V(2(0) > V(x(t) + / Ble(r)dr, V() >0,

' (7)
V(2(0)) 2/ W(@()dr >0, Ya(0) £0
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Caracterizacao de Sistemas Passivos IV

Defini¢do (Sistemas Estritamente Passivos pela Saida — OSP)

Sistemas estritamente passivos pela saida (output strictly passive) so sistemas
passivos para os quais existe V(z) > 0 tal que

V(t) < -y (0)p(y(t) +u' ()y(t), (8)

em que y ' p(y) >0, Vy # 0.

Defini¢do (Sistemas Estritamente Passivos pela Entrada — ISP)

Sistemas estritamente passivos pela entrada (input strictly passive) s3o sistemas
passivos para os quais existe V' (z) > 0 tal que

V(t) < —u' (t)p(ut) +u' (H)y(t), 9)

em que u' ¢(u) >0, Yu # 0.
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Exemplos de Sistemas Passivos |

@ Circuito RC:
s _ & N U u-—=x
-~ "RC RO YT TR
R 1
? + V(x):§Cm2,
u *Tc
- Vszi‘:w:xy,

V—uly=azy—uy=(r—u)y=—Ry,
V:—Ry2—|—yu§—ey2+yu, 0<e<R.

A taxa de variacdo da energia armazenada no capacitor é igual 3 poténcia
entregue menos a poténcia dissipada no resistor.
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Exemplos de Sistemas Passivos ||

@ Qualquer circuito elétrico com um nimero finito de elementos passivos
(resistores, indutores, capacitores, transformadores e gyrators), lineares ou
ndo [Anderson and Vongpanitlerd, 1973]:

V3

No circuito ao lado, considerando a fonte
de tensdo v; e as fontes de corrente i5 e
i3 como entradas, e a corrente i, através
da fonte de tensdo, bem como as tensées
v9 € v3 nos terminais das fontes de
corrente, como saidas, tem-se um
sistema passivo.

A prova deste fato faz uso do Teorema de Tellegen.

Maio de 2024 31/74
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Exemplos de Sistemas Passivos Il

@ Maquina rotativa:
Jw=—-bw+u; y=w.
o V(z) = %Jcﬁ,
V = Juww = w(—bw 4 u) = —bw? + uw,

/m_}, V—uly=—bw? 4 uw — uw = —by?,
V= b +yu< —ey? +yu, 0<e<b.
Note que, se b = 0 (ndo hd perdas por atrito), a mdquina rotativa é um

sistema lossless.
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Exemplos de Sistemas Passivos |V

@ Qualquer sistema de Euler-Lagrange (sistemas mecanicos, sistemas elétricos,
eletromecanicos, robds, naves espaciais, carros, submarinos, etc) é passivo em
relacdo a taxa de fornecimento que é o produto entre as velocidades
generalizadas e as forcas generalizadas. De fato, todo sistema de
Euler-Lagrange, por definicdo, obedece a seguinte equacdo diferencial:

M(q)g + C(q,9)q + g(q) =, (10)

sendo:
» ¢ o vetor de coordenadas generalizadas;
> ¢ o vetor de velocidades generalizadas;
M(q) = M7 (g) > 0 a matriz de inércia;
C(q,q) é a matriz de Coriolis, tal que [M(q) - ZC(q,(j)] é anti-simétrica;
BP(Q)

v

v

v

9(q) = é o vetor gradiente da energia potencial P(q);
Téo vetor de forcas generalizadas externas aplicadas (somado, possivelmente,
as forcas generalizadas ndo conservativas).

v

Assumiremos que: [ uU=T, Y=g ]
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Exemplos de Sistemas Passivos V

Neste caso, usando como fun¢do de armazenamento a energia total do

sistema: )
Vigd) = 54" M@ +  Pla)
——
Energia cinética Energia potencial
tem-se que
. 1 OP(q) .
V=¢ M "M ,
¢ M(a)i+ 54 Mg+ 94 ——q
=q" [r = Cla.0)i— 9]+ 54" Mi+ g (9)d,

1 .
=qTr+5d" [M-2¢]q
V= (jTT = yTu.
Portanto, se forem consideradas apenas forcas conservativas, todo sistema de

Euler-Lagrange é conservativo (/ossless).
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Exemplos de Sistemas Passivos VI

Além disso, se forem consideradas forcas de atrito viscosas, tais que
u=1u— R¢g=1u— Ry, com R = RT >0ed as forcas externas, entdo o
sistema de Euler-Lagrange é OSP, pois

V=i'r=y'u,
V=¢" (i—Rj)=-y Ry+y i
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Estabilidade de Sistemas Passivos |

@ As propriedades de estabilidade dos sistemas passivos podem em geral ser
deduzidas a partir da andlise do que ocorre para u(t) = 0.

@ Entretanto, a funcdo de armazenamento (storage function) pode ser apenas
semidefinida positiva, o que n3o atende, em principio, a um dos requisitos
minimos para ser uma fun¢do de Lyapunov candidata.

e Como a nog¢do de passividade (ou dissipatividade) estd vinculada a relagdo
entrada-saida por meio da taxa de fornecimento (supply rate) s(u,y), é
preciso tomar cuidado com o que se pode deduzir sobre 0 comportamento
dos estados, a partir desta relacdo. Isto é, pode ser necessario levar em
consideracio conceitos associados a controlabilidade (entrada-estados) e a
observabilidade (estados-saida para diferentes entradas).
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Teorema (Estabilidade de Sistemas SP)

Se um sistema é Estritamente Passivo, entdo ele é assintoticamente estdvel
quando u(t) = 0.

@ Prova: A partir da definicao de sistema Estritamente Passivo no slide 28,
existe uma fun¢do de armazenamento V() definida positiva (veja (7)) tal
que:

V(t) < —p(a(t)),

em que 1(z) é uma fun¢do definida positiva. Portanto, pelo Teorema de
Lyapunov (Método Direto), o sistema é assintoticamente estdvel.
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Estabilidade de Sistemas Passivos I

Definicdo (Zero-State Observability — ZSO)

Um sistema dindmico
&= f(zu), y=h(zu),

é Observével no Estado Zero (Zero-State Observable) quando somente a solugdo
x(t) =0, VYt > tg, é possivel para

&= f(x,0), y=h(z,0)=0.

Isto é, quando u(t) = 0, somente z(t) = 0, Vt > to, garante que y(t) = 0, V¢ > ¢o.
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Estabilidade de Sistemas Passivos IV

Lema (F. de Armazenamento Def. Positiva: OSP + ZSO)

A funcdo de armazenamento V (x) de um sistema OSP e ZSO ¢€ definida positiva.

e Prova: Segundo a definigéo de um sistema OSP, para u(t) = 0 tem-se
que, Vt > t, V( ) < -yt )p(y(t)) e logo
V(x(t1)) < ~ Syt ))dT em que V(z) >0, e y " p(y) é
definida p05|t|va. Portanto V(z ( )) > [, T (F)ply(r))dr > 0, Yty > to.
Particularmente, esta tltima desigualdade deve ser verdadeira para:

V(z(ty)) > /too y' (T)ply(r))dr > 0.

Quando V (z(tg)) = 0, é necessario que y(t) =0, Vt > tg. Como o sistema é
ZS0, isto implica que z(tg) = 0. Portanto, V(z) =0 < = =0, com
V(z) >0, se x # 0.
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Estabilidade de Sistemas Passivos V
Teorema (Estabilidade de Sistemas OSP + ZSO)

Se um sistema é Estritamente Passivo pela Saida — OSP e Observavel no Estado
Zero — ZS0O, entio ele € assintoticamente estavel quando u(t) = 0.

@ Prova: Da definicdo de sistema OSP em (6), para u(t) = 0 tem-se que

V(t) < —y " ()p(y(t)),

em que y ' (t)p(y(t)) > 0, para y # 0. Além disso, do Lema 12 sabe-se que
V(z) é definida positiva. Neste caso, existe ¢ < 0 pequeno o suficiente tal
que Q. = {z € R™; V(z) < ¢} é um conjunto compacto e positivamente
invariante. O subconjunto Qz = {x € Q.;V(z) = 0} corresponde aos valores
x tais que ' p(y) = 0 = y = 0. O maior conjunto positivamente invariante
Q1 C Qyz (i.e. o conjunto de condi¢Bes iniciais que mantém y = 0), neste
caso, sera formado por um tinico ponto x = 0, pois o sistema é ZSO. Pelo
Teorema de Krasovskii-LaSalle:

lim z(t) = 0.

t—o00
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Composicao de Sistemas Passivos |

@ As composicdes de sistemas passivos em paralelo ou em realimentacao
negativa formam sistemas também passivos.

@ Isto possibilita a andlise de sistemas complexos, formados por muitos
subsistemas passivos interconectados, valendo-se das propriedades de
passividade dos subsistemas para deduzir propriedades do sistema como um
todo.

@ Nos casos a seguir, considere que as constantes 7; > 0, ¢; > 0, §; > 0, com

1 = 1,2, sdo escolhidas para caracterizar o tipo de passividade dos sistemas
21 e 22.
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@ Conexdo em Paralelo:

X1

u Z“2 Y,

Vi(z1) < —mvpr (1) — €1y pr(yr) — Sruf pa(un) + uf yr,

Va(21) < —mata(w2) — 293 pa(y2) — Satig @2(uz) + ug ya.
V(z1,22) = V(z1) + V(22),u1 = w2 =u,y =y1 +ya:
V(21,02) < = (mapr (1) + motba(2)) — (1 +€2)y " (p1(y) + pa(y))

P! (z1,22) y' o' (y)
— (814 S2)u’ (o1 (u) + p2(u) +u’ (y1 +y2) .
uT ' (u) uly
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@ Conexdo em Realimenta¢do Negativa:

X4 y

)
Y, 2 u,

Vi(z1) < —mbi(z1) — €19y p1(y1) — S1uf o1(ur) +uf yi,
Va(a1) < —mpta(x2) — €2y p2(y2) — daug o (uz) + ug yo.

V(zi,w2) = V(1) + V(xe),ur = u — 92,y = 1 = uz :
V(wy,@2) < — (mtr(21) + m2tba(z2)) — (61 + 2)y " (p1(y) + p2(v))
! (z1,22) vy o' (y)
— (01 +82)u" (p1(u) + () + (u—12) 'y +y g
uT @' (u) uly
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SLITs Passivos |

@ No caso de Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo — SLITs, temos que

i = Az + Bu,
y = Cx + Du,

tal que, para condigdes iniciais nulas z(ty) = 0,
G(s)=C(sI —A)'B+D, seC,

representa a relacdo entrada-saida no dominio da frequéncia:
Y(s) = G(s)U(s), com U(s) = L{u(t)}, Y(s) = L{y(t)}, em que

t
y(t) = / Ce*"=") Bu(r)dr + Du(t), Vt > 0.
0
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SLITs Passivos I

@ Para SLITs tais que qualquer estado é alcangével a partir de x(¢g) = 0, as
seguintes condi¢cOes sdo equivalentes:

@ Existe uma Fun¢do de Armazenamento Disponivel limitada, isto é,
0 < Va(z) < o0, Vo € R™, para s(u,y) = u'y.

@ O SLIT é passivo.

© Para z(to) = 0 é verdade que fot y' (Tu(r)dr >0, Vt > 0.

» Prova: [Willems, 1972a, Willems, 1972b]

* 1 < 2: Vide slides anteriores sobre sistemas dissipativos.

* 1 = 3: Vamos mostrar que (—3) = (—1). Se existir algum sinal de entrada
u(t) tal que, para condi¢des iniciais nulas, tem-se fotl g1 (r)a(r)dr < 0, para
algum t; > 0, entdo fazendo-se u(t) = ku(t), tem-se a saida g(t) = ku(t) e,
consequentemente, fotl yT (Pu(r)dr = k3 Otl 7" (1)a(r)dr — —o0, quando
k — oco. Portanto, assumindo que o sistema é linear (entradas de amplitudes
arbitrdrias, mas finitas, podem ser usadas):

ty
Va(0) =  sup 7/ u' (Py(r)dr — oo,
u(+),t1>0 0
x(0)=0
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* 3 = 1: Neste caso, por definicdo, uma vez que a Fun¢do de Armazenamento
Disponivel é uma fungdo de armazenamento para a taxa de fornecimento
s =u'y, a desigualdade integral

T
Va(z(T)) < Va(0)+/0 y! (Du(r)dr (11)

é satisfeita para todo z(7T') alcangdvel usando um sinal de entrada w(t) limitado
no intervalo de tempo finito [0, T], o qual gera um sinal de saida y(¢) também
limitado durante o mesmo intervalo de tempo (existéncia e unicidade das
solu¢des para SLITs garante que n3o ha escape em tempo finito e, portanto,
y(t) = Cz(t) + Du(t) também serd limitado para t € [0,T7]).

A hipétese de que qualquer estado pode ser alcangado a partir de z(0) =0 é

importante para garantir a existéncia de algum T > O finito, para qualquer
z(T) € R™.
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SLITs Passivos IV

Por outro lado, da definicio de Fungcdo de Armazenamento Disponivel sabe-se
que V, > 0, e a condi¢do 3 implica que

ty
Va(0) = sup —/ ol (Ny(r)dr = 0.
u(-),t1>0 0
x(0)=0

Por sua vez, da desigualdade (11), e da existéncia de um sinal u(t), limitado
para t € [0,T], com T < oo, que conduz o estado do SLIT da origem para um
valor arbitrdrio, enquanto produz um sinal de saida y(t) também limitado no
mesmo intervalo, tem-se que

T
0 < Va(z) < /0 Y (Tu(r)dr < co.
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SLITs Passivos V

@ Em se tratando de SLITs representados por realizagdes minimas (controlaveis
e observaveis):
© A Passividade pode ser investigada buscando-se por funcdes de
armazenamento quadraticas, isto é,

1
V(z) = ixTPag P=P" >0.
Isso se deve ao fato de que a Funcio de Fornecimento Requerido (Required
Supply) estd associada a um problema de Controle Otimo de Horizonte
Infinito, para minimizacdo de um Funcional de Custo Quadratico, no contexto
em que a dindmica é linear e invariante no tempo.

Esses elementos garantem que a chamada Fung¢do Valor (Value Function) do
problema de controle étimo é quadratica (veja [Athans and Falb, 2007, Se¢&o
9.5] e [Willems, 1972b, Secido 4]).
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SLITs Passivos VI

De fato, Vieq(x) estd intimamente relacionada a Fun¢do Valor (Value Function
ou Cost-to-Go) J*(x) associada a minimizacdo do Funcional J(z,u[p,) do
problema de controle étimo (note que z = 0 = ™" = argmin {V.(z)}, neste
caso):

Vieq(z) = inf /OUT(T)y(T)dT,

u(-), T>0
x(0)=0,
x(T)==x.

T
lim  inf / u' (T)y(r)dr,
0

T—+oco  u(-),

x(0)=0,
x(T)==.
= u[%)nofw J(x,uo,00)),  Ujo,00] = {u(t),t € [0,00)}
x(0)==

. 1
= J ((L') = §mT (PI"EOI) z, Pfeq = Pr—le—q > 0
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SLITs Passivos VII

@ E a Passividade também pode ser investigada diretamente no dominio da
frequéncia, pois:
@ Mostramos que, se o SLIT é tal que qualquer estado pode ser alcangado a
partir de z = 0 (o que é verdade considerando que (A,B,C,D) é uma realizagdo
minima),

T
SLIT passivo < / y " (P)u(r)dr > 0,YT > 0,z(0) = 0.
0

@ A integral acima pode ser representada no dominio da frequéncia usando o
Teorema de Parseval, assumindo que os sinais {u(t),t € [0,T]} e
{y(t),t € [0,T]} sdo limitados e, portanto, quadraticamente integrdveis,
garantido a existéncia de suas Transformadas de Fourier Ur (jw) e Y (jw),
respectivamente. Neste caso:

T “+ oo
/O yT (Fu(r)dr = % /_ UG Yr (),

1t ) )
U (jw) G(jw)Ur (jw) dw,
| ——

Yr(jw)

:E .

em que U3 (jw) = [Ur(—je)] T e Up(jw) = F {ur()}, com ur(t) = u(t)
parat € [0,T], e up(t) =0, parat > T, com T > 0 qualquer.
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SLITs Passivos VIII

Como a passividade neste caso é equivalente a
1 [t
*/ U7 (jw)G(jw)Ur (jw)dw > 0,
21 J_ o

R N
o [ vt [FEEEON g w2 0,
T J oo

—+oo
= [ U3 [G) + G )] Ur (w)de 2 0,
— 00 —_
Gu(jw)

em que G (jw) = G(jw) + G* (jw) = G} (jw) é Hermitiana.
Vemos que: (i) se G(jw) + G*(jw) > 0, YVw € R, a desigualdade acima serd
verdadeira. (ii) Se a desigualdade acima ¢ verdadeira, entio
G(jw) + G*(jw) > 0, Vw € R: considere que G(jw) + G*(jw) < 0 para algum
@ € R. Se esse fosse o caso, poderiamos escolher um sinal de entrada urp(t)
cuja transformada de Fourier U (jw) seja diferente de zero somente para

w € [@ — €, + €], de modo que a integral acima seria negativa para esse caso
em particular, e a desigualdade n3o poderia ser verdadeira.
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SLITs Passivos: Sumario

A investigacdo da passividade de um SLIT G(s) com uma realizagdo minima
(A,B,C,D) em Espaco de Estados é facilitada pelo fato de se poder relacionar
dois conceitos importantes, por meio do seguinte Teorema:

Teorema (Passividade e Positividade Real)
Um SLIT € passivo se, e somente se, sua Funcdo de Transferéncia é Real Positiva.J

@ Passividade: depende do conhecimento de uma fun¢do de armazenamento
quadratica, tal que o SLIT seja dissipativo em relacdo a taxa de fornecimento
s(uy) =u'y.

@ Positividade Real: pode ser verificada no dominio da frequéncia diretamente
via a andlise da matriz Hermitiana G (jw) = G(jw) + G*(jw), ou a partir
do conhecimento de uma realizagdo minima (A4,B,C,D).
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas |

Definicdo (FungBes de Transferéncia Reais Positivas — SISO)
Q@ G(s) é analitica para Re {s} > 0, e é real Vs € RT.
@ Re{G(s)} >0, sempre que Re {s} > 0.
Alternativamente (mais ficil de testar):
@ G(s) é uma fungdo racional de s que é analitica para Re {s} > 0, i.e. ndo
tem polos no semiplano direito aberto do plano complexo.
@ Re{G(jw)} >0, para todo w € R que n3o seja um polo de G(jw).

© Qualquer polo jw é um polo simples, e o seu residuo correspondente é
ndo-negativo, i.e. lim,_, ., [(s — jw)G(s)] > 0.

Deduz-se, portanto, que, se G(s) é PR, entdo a FT n3o tem polos no semiplano
direito aberto do plano complexo, sua parte imaginaria é nula para valores reais e
positivos de s, e sua parte real é positiva para valores de s fora do eixo real e no
semiplano direito aberto.
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas Il

@ No caso SISO, como Re {G(jw)} > 0, Yw € R (tal que jw ndo é um polo),
isso significa que o Diagrama de Nyquist de G(s) precisa estar
completamente contido no semiplano direito do Plano Imagem:

Nyquist Diagram
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas Il

o Consequentemente, uma condicdo necessdria para que a FT seja Real
Positiva (Positive Real) é que

—90° < arg{G(jw)} < +90°,
e, portanto, o grau relativo da FT (diferenga entre a ordem do denominador e

a ordem do numerador) deve ser r < 1, pois o angulo da fung3o racional
G(jw) quando w — oo é igual a (—90°)r.
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas IV

Definicdo (Fungdes de Transferéncia Reais Positivas — MIMQO)
Q G(s) é analitica para Re {s} > 0, i.e. nenhum elmento de G(s) tem polos no
semiplano direito aberto do plano complexo.
@ G(s) é uma matriz real, sempre que s € RT;
@ G(s)+ G*(s) > 0, sempre que Re {s} > 0.
Alternativamente (mais facil de testar):

@ G(s) é analitica para Re {s} > 0, cujos elementos s3o fun¢des racionais de s,
i.e. nenhum elmento de G(s) tem polos no semiplano direito aberto do plano
complexo.

Q@ G(jw)+ G*(jw) > 0, Yw € R, em que jw ndo é um polo de G(jw);
@ Qualquer polo jw de qualquer elemento de G(s) é um polo simples e a

matriz residuo correspondente R = lim,_, ;,, [(s — jw)G(s)] é semidefinida
positiva e Hermitiana.
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas V

Além disso, é possivel verificar se uma dada G(s) é Real Positiva a partir do
conhecimento de uma realizagdo minima (A,B,C,D):
Lema (Real Positivo)

A representacdo em espaco de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT; i.e.
assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observivel; é Real Positiva
se, e somente se, existe uma matriz P = PT > 0, e matrizes quaisquer L e W de
dimensées appropriadas, tal que
PA+A"P=-L"L,
PB=CT - L™W,
W'W =D+DT.
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Funcdes de Transferéncia Reais Positivas VI

Alternativamente, pode-se verificar a factibilidade da desigualdade matricial linear
(Linear Matrix Inequality — LMI) abaixo:

Lema (Real Positivo usando LMI)

A representacdo em espaco de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT; i.e.
assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observdvel; é Real Positiva
se, e somente se, existe uma matriz P = P' > 0, tal que

PA+ATP PB-CT <
B'P-C —(D+DN| "

V.

A relacdo entre os dois lemas pode ser deduzida, observando-se que as igualdades
anteriores conduzem a seguinte relagdo:

[PAJFATP PB-CT ] L {LT

BTP-C —(D+DT) WT} L w]<o.
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas |

Definicdo (FungBes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas)

Uma Fungdo de Transferéncia G(s) € C™*™ é Estritamente Real Positiva se, e
somente se, G(s — €) é Real Positiva para algum valor real € > 0.

A partir desta definicdo, as definicdes anteriores podem ser reescritas, conforme
mostrado a seguir.
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas Il

Definicdo (Fungdes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas —

Caso SISO)

@ G(s) é analitica para Re {s} > 0, e G(s) é real Vs € RT. Deduz-se,
portanto, que todos os polos estdo estritamente no semiplano esquerdo.
@ Re{G(s)} > 0, sempre que Re{s} > 0.
Alternativamente (mais facil de testar):

@ G(s) é uma fung3o racional de s que é analitica para Re {s} > 0, i.e. todos
os polos estdo estritamente no semiplano esquerdo.

@ Re{G(jw)} > 0, Yw € [0,00);
Q G(c0) > 0 ou, se G(oo) = 0, deve-se ter lim, ;o w?Re {G(jw)} > 0.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) Maio de 2024 61/74



Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas Il

@ Similarmente ao que foi visto anteriormente, se o Diagrama de Nyquist
estiver contido no semiplano direito do Plano Imagem, e nunca tocar o eixo
imaginario; i.e. Re{G(jw)} > 0, Yw € [0,00) U +00; pode-se deduzir que a
FT é Estritamente Real Positiva (Strictly Positive Real) — SPR :

Nyquist Diagram
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas IV

Definicdo (Fungdes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas —
Caso MIMO)

@ G(s) é analitica para Re{s} > 0, i.e. todos os elementos de G(s) tem polos
estritamente no semiplano esquerdo.
@ G(s) é uma matriz real, sempre que s € RT;
@ G(s)+ G*(s) > 0, sempre que Re {s} > 0.
Equivalentemente (mais ficil de testar):

@ G(s) é analitica para Re{s} > 0, i.e. todos os elementos de G(s) tem polos
estritamente no semiplano esquerdo.

Q G(jw)+ G*(jw) >0, Vw € R;

Q@ G() + G*(00) > 0 ou, se G(o0) + G*(c0) = 0, deve-se ter
lim,, 00 w2~ "det [G(jw) + G*(jw)] > 0, sendo n o nimero de linhas e
colunas de G(s) e r é o posto da matriz [G(c0) + G*(00)].
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas V

Lema (Kalman-Yakubovich-Popov)

A representacdo em espaco de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT; i.e.
assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observdvel; é Estritamente
Real Positiva (SPR — Strictly Positive Real) se, e somente se, existe uma matriz
P = PT >0, uma constante ¢ > 0, e matrizes quaisquer L e W de dimensdes
appropriadas, tal que

PA+ATP=—-LTL—¢P,

PB=C" - LW,
W'W=D+DT.
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas VI

Alternativamente, pode-se verificar a factibilidade da desigualdade matricial linear
(Linear Matrix Inequality — LMI) abaixo:

Lema (KYP usando LMI)

Um SLIT com representacdo em espaco de estados minima (A,B,C,D); i.e. o par
(A,B) € controldvel, e o par (C,A) é observdvel; é Estritamente Real Positivo se,
e somente se, existe uma matriz P = PT > 0, e um valor real € > 0, tal que

PA+ATP—e¢P PB-CT <
B'P-C —(D+DN| ="

V.

A relacdo entre os dois lemas pode ser deduzida, observando-se que as igualdades
anteriores conduzem a seguinte relagdo:

|:PA+ATP—6P PB-CT ] . [LT

BTP-C  —(D+DT) WT} L w]<o.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) Maio de 2024 65 /74



Representacdes SPR = Sistemas Estritamente Passivos |

@ Seja uma Representacdo em Espaco de Estados do SLIT

& = Ax + Bu,
y = Cx + Du,

minima (controldvel e observavel).

o Considere a seguinte a Fun¢do de Armazenamento:
I T T
V(x):§x Pz, P=P' >0.
@ Neste caso, temos que:

. 1 1
V—_u'ly= éjsTPx + ixTPg'c —u'y,

1 1

=5 (Az + Bu)' Pz + §xTP (Az + Bu) —u' (Cz + Du),
1

= §a:T (ATP + PA) z+xz' PBu—u'Cz—u'Du.
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@ Portanto,
V—uly= %xT (ATP+PA)z+2" (PB-C")u— %uT(D + D" )u.
@ Usando o Lema de KYP:

. 1 1
V—uly= Ex—r (-L"L—eP)z+a" (-L"W)u — éuT(WTW)%

1
- —%xTP:L‘ — 5 (Lo + Wu) " (L + W),

< ——z' Pz.

@ Em conclusio: )
V< —p(x) +u'y,

com () = €/2xT Px uma funcio definida positiva, o que coincide com a
definicdo de sistema Estritamente Passivo.
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LMIs e o Lema de KYP |

Em varios livros da drea de Teoria de Controle é possivel encontrar o Lema de
KYP enunciado na forma de desigualdades matriciais lineares — LMI (Linear
Matrix Inequalities) [Ebihara et al., 2015], ou na forma de um conjunto de
equacgdes que devem ser satisfeitas devido a existéncia de certas matrizes
[Khalil, 2002]. O que une ambas as afirmag¢des é o resultado abaixo.

Teorema
Uma matriz
My, M
M=MT=| 1 121 >, 12
|:M1—5 M22 = ( )
se, e somente se, existem matrizes L e W quaisquer tais que
My, = LTL?
My = LW, (13)
My > WTW.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) Maio de 2024 72/74



LMIs e o Lema de KYP Il

o (13) = (12).

L] i ] [ : (EB]) (e )

em que z = Lz + Wu. Neste caso, usando (13), conclui-se que, para
M22 2 WTW, que

> 0.

T T T T
M=|:LL LW:|_|:LL LW:|

WTL My W' wWTw
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e (12) = (13).
Considere que M = ST S, sendo S uma matriz raiz-quadrada qualquer de M.
Sempre é possivel obter S, pois M = M > 0 e pode ser, por exemplo,
decomposta em valores singulares como M = U "diag(A1,A2,...)U, com

UTU =1, tal que S = diag(v/ A1,/ e, ...)U.

Considere ainda a decomposicdo QR: S = QR, com Q'Q =1 e R uma
matriz triangular superior. Note que M = STS=RTQTQR=R'R.
M = RTR é a decomposicio de Choleski de M. Portanto,
R, 01[R R
M:RTR:[ 11 :||: 11 12:|20
RITZ R;Q O RQQ
e, fazendo-se L = R11, W = Ry5, e observando que
Moy = RERlQ + R;QRQQ > RER12 = WTW, conclui-se (13)
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