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Analise Modal — Motivacao

Um sistema dinamico linear descrito por:

i (AT)
A

Q

sendo Ax € R" seu vetor de estados, apresenta uma
resposta temporal dada por:

t> 0= AZ(t) = eA(AZ(0)) + / t AT B(AT(7))dr

Sera que é possivel simplificar a analise desta resposta
temporal?
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Analise Modal — Autovetores e
Autovalores

Autovalores \; e autovetores v; de uma matriz A, sao
escalares e vetores coluna n x 1, respectivamente, que

satisfazem as seqguintes relacoes:

Av;
Aty

Av;

Av,

)\1?}15
>\2U2;

>\z'?7z';

AnUp;
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Analise Modal — Autovetores e
Autovalores

As relacdes anteriores podem ser representadas em forma
matricial como:

Ou seja,

AM = MA

A0
0 Ao
0 0

sendo A = diag(A1,)e,...,\,) uma matriz diagonal, caso os
autovalores sejam todos distintos.
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Analise Modal — Autovetores e
Autovalores

Se houver autovalores repetidos, em alguns casos sera
preciso considerar uma matriz bloco-diagonal especial,
com blocos contendo o valor “1” acima da diagonal,
chamada de Forma de Jordan.

Nos slides subsequentes adotaremos a simplificagao de
que fodos os autovalores de A s&o distintos.
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Analise Modal — Autovetores e

Autovalores
E possivel escrever entdo que
A= MAM1
isto e,
A 0 ... 0 ] [ w
oo o0 ||
A:[?71?72-- Un] : .. : :
Y 0 0 Ao | | @7
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Analise Modal — Autovetores e
Autovalores

Tendo definido a inversa de M a partir dos vetores linha
w, (dimensao 1 x n), tal que

- -
wq

=T
M-l | 2

=T
wn

e lembrando que MM = I, podemos escrever que

=T
w;

.?73' — 5@',
sendo o,; o0 delta de Kronecker: 9;;, =1,se ¢ = j, € 0;; = 0,
se 1 + j.
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Decomposicao Modal

Como os autovetores formam uma base para o espaco R”,
isto €, sdo um conjunto L.l. de vetores, é possivel
representar a variacao Axr como uma soma ponderada
dos autovetores (as auto-direcoes):

Ax = ’17121 + ?7222 + ...+ ’17n2n,

ou seja,
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Decomposicao Modal

As variaveis zy, 29, . . ., 2, S840 0Ss chamados modos
dinamicos do sistema:

AZ(t) = M7

E possivel escrever que:

dAx

= AAT + BAu,
dz . S
M— = AMZ+ BAu,

di
7 = M 'AMZ+ M 'BAG
X B

Dep. Eng. Elet

ronica — EEUFMG —p. 9



Decomposicao Modal

Portanto, representado o desvio do equilibrio como uma
soma ponderada de movimentos nas diregcoes definidas
pelos autovetores da matriz A, tem-se que:

7= A7+ B'AG

Ou seja, obtém-se um conjunto de simples equacoes de
12 ordem desacopladas:

20 =  Apzn + (W) BAUW);
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Decomposicao Modal

Podemos entao facilmente escrever que, parat > 0:

t
2(t) = eMiz(0) + / M) (@ BAG(T))dr,
0
t
2(t) = eMz(0) + / 27 (@] BAU(T))dr,
0
t
2(t) = ez, (0) + / e T (@ BAU(T))dr.
0
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Decomposicao Modal

A expressao anterior é equivalente a:
t
z(t) = eMad] AZ(0) + / M) (@I BAG(T))dr,
0

¢
2o(t) = e 2t wy AZ(0) + /eAQ(tT)(fLD’QTBAﬁ(T))dT,
0

t
zn(t) = eA“t"cU;Af(O)%—/ e (T BAU(T))dr,
0

a partir da qual percebemos que, caso Au =0 e
AZ(0) = kv, (desvio inicial na diregdo do autovetor ),
somente o modo z;(t) # 0, i.e. sera visivel.
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Matriz de Sensibilidade Modal

Uma vez que a evolucao do desvio Ax ao longo do tempo
depende da evolugcao dos modos dinamicos zi, za, ..., Zn;
seria possivel quantificar a importancia de um dado modo
dinamico z; sobre o desvio inicial de uma variavel de
estado especifica k, supondo que somente esta variavel
de estado £ foi perturbada inicialmente?

Matriz de Sensibilidade Modal

Para fins dessa analise, vamos supor que Aw = 0.
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Matriz de Sensibilidade Modal

Seja o desvio inicial Az(0) dado por:

AZ(0)

0

[ Ax(0) ]

Axs(0)

A:Ei;1<0)
Ax;(0)
Awiy1(0)

A, (0)
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Matriz de Sensibilidade Modal

Portanto, uma perturbacao ¢ na i-ésima variavel de
estado, e supondo entradas nulas (A« = 0), produz as
seguintes evolucoes para os modos dinamicos:

GAltwli(S

GAQtQUQZ'(S

Aot
6221]]'@'5

Ant

e " W, 0
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Matriz de Sensibilidade Modal

Neste caso, a evolucao do desvio Ax; da -ésima variavel,
em relacao a condicao de equilibrio:

= ACEZ(t) — Ui1<1 (t) —+ V929 (t) + ...+ UinZn(t),
podera ser escrita como:

ACI?Z' (t) — 6)\1t (’LUM’UH) ) -+ 6>\2t (wgi?}ig) o) + ...+
6)\jt (wjivz'j) 0 + ...+

Ant (wnzvzn) 57
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Matriz de Sensibilidade Modal

Isto €, a importancia do j-ésimo modo dinamico sobre a evolugao temporal da i-ésima

variavel de estado, supondo uma perturbacgao inicial somente nesta variavel, é

determinada pelo fator:

Wjiliy = VigWji

Tais fatores s&o os elementos da chamada Matriz de Sensibilidade Modal Sy

U11W11
Vo1W12

| Un1Win

UV12W91
Vo22W99

Un2Wanp

V1nWn1
VonWn2

UnnWnn |

—Mo{M},

sendo que ® é o produto de Hadamard (ou de Schur; produto elemento a elemento de
duas matrizes). No MATLAB: sm =

real (M.* (inv(M.")));
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Exemplo: Dinamica Longitudinal de
uma Aeronave F-16

4

Suponha um caca F-16 operando na seguinte condigao de véo:

Estados (n = 5):
1. Velocidade Vi = 1500 km /h;
Angulo de ataque: oo = —2,23°;
Angulo de arfagem: 6 = —2,23°;
Velocidade angular de arfagem: @ = Orad/s;
Altitude: H = 10 km.

o &~ b
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Exemplo: Dinamica Longitudinal
F-16

A matriz A correspondente a esta condi¢cao de voo é:

[ —0,0283 37,0008 —9,8070 0 0 |
0 —1,1950 0 09593 0
A= 0 0 0 1,0000 0 |,
0,0029  —25,8381 0 —1,2093 0
I 0 —416,6667 416,6667 0 0 |

cujos autovalores podem ser associados a diferentes modos dinamicos:

A1,2 = —1,2036 + 54,9788, associados ao modo de oscilagbes rapidas e mais
amortecido, conhecido como periodo curto;

A3,4 = —0,0127 £+ 50,0338, associados ao modo de oscilagoes lentas e pouco
amortecidas, conhecido como fugdide;

As = 0, associado a integracao pura que conduz da velocidade vertical a variavel
Altitude.
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Exemplo: F-16

A fim de nos concentrarmos apenas na analise da importancia dos modos fugoide e
periodo curto, eliminaremos a variavel de estado “Altitude H” do modelo. Isto pode ser
feito porque H é obtida pela integracdo de uma combinacgao linear das outras variaveis
de estado remanescentes, e seu valor ndo afeta as demais variaveis (Gltima coluna de
zeros a direita).

Neste caso, passamos a ter um sistema dinamico de ordem n = 4, com matriz:

[ _0,0283 37,0008 —9,8070 0 |
0 —1,1950 0  0,9593
Ared — )
0 0 0 1,0000
| 0,0029 —25,8381 0 —1,2093 |
cujos autovalores sdo 0os mesmos A1 2 = —1,2036 + ;54,9788 (periodo curto) e

A3.4 = —0,0127 + 50,0338 (fugdide).
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Exemplo: F-16

Agora estamos prontos para responder a seguinte pergunta:

Para uma dada variacdo abrupta na condigdo de voo emt = tg, i.e. AZ(tp) # 0, que
modos dinamicos serdo mais importantes para explicar as evolugbes de cada um dos
desvios das variaveis de estado Vi, a, 6 e Q em relacdo aos seus valores de equilibrio,
caso aconteca uma perturbacao?

Para responder esta pergunta, calcularemos a matriz de Sensibilidade Modal Sy
associada a A,eq.
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Exemplo: F-16

Para calcular a matriz de Sensibilidade Modal, obtém-se uma matriz cujas colunas séao
os autovetores de A,.q. No MATLAB:

[M,D] = eig(A);

sendo M a matriz desejada.
A matriz Syt sera:

0,0001  0,0001  0,4999  0,4999
0,5000  0,5000 —0,0000 —0,0000
—0,0001 —0,0001  0,5001  0,5001
0,5000  0,5000  0,0000  0,0000

SM zreal{M@ {MT}_l} —

O operador “real” foi usado por questbes numéricas, para se obter apenas a parte real
do calculo. Isto €, se ndo houvesse imprecisdes numéricas, isto ndo seria necessario.
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Exemplo: F-16

Interpretacao do Resultado: matriz Sy

AV —  0,0001  0,0001  0,4999  0,4999
Aa—  0,5000  0,5000 —0,0000 —0,0000
A6 — —0,0001 —0,0001  0,5001  0,5001
AQ — 05000  0,5000  0,0000  0,0000

T T T T

per.c. per.c. fug fug
>‘1 >\2 >\3 >‘4

Portanto:

O modo periodo curto é o modo dinamico mais importante para explicar as
variacoes de angulo de ataque A« e de velocidade angular de arfagem AQ ao
longo do tempo;

E 0 modo fugbide é o modo dindmico mais importante para explicar as variagdes
de velocidade AVt e de angulo de arfagem A6.
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