Introducao ao Controle Automatico de
Aeronaves

Condicoes de Equilibrio de Vobo.
Linearizacao.

Leonardo Torres

torres@cpdee.ufmg.br

Escola de Engenharia — Universidade Federal de Minas Gerais/EEUFMG

Depn. Ena. Eletronica — EEUFMG = bp. 1/16



Condicoes de Equilibrio de Voo

Para um sistema dinamico nao linear qualquer,

T = f(&,u);
onde ¥ € R™, u € RP; € importante conhecer as condicdes em que o sistema se

encontra em equilibrio, isto €, em que situagdes, para entradas « constantes, seus
estados permanecem fixos em seus valores iniciais:

Condicoes de equilibrio 7y = 7¢1 e iy = u*

= f(@, @) =0,

e, portanto, ¥ = 0.
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Condicoes de Equilibrio de Voo

Para o caso do movimento longitudinal de uma aeronave, ignorando-se o efeito de
ventos, tem-se:

f

Vp = % [Fr cos(a + ar) — D] — gosen(6 — «)

& m%/T [—Fpsen(a+ aT) — L] + %go cos(f — a) + Q;
{0 Q;

' _ My,

6_2 o Jyy?
| H = Vrpsen (0 — «);

e lembrando que L = L(Vip, p, @, delev, - - -)s D = D(Vp, p, &y Selovs - - -),
My = My(Vr, p, &, delev, Oths - - -) € Fr = Fr(d¢n, Vi, p, - . .); podemos escrever:
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Condicoes de Equilibrio de Voo

Encontrar as condi¢gdes de equilibrio, para 0 movimento longitudinal, significa buscar os
valores £ €4, para uma dada entrada « 4, tais que:

N\
o o o o O

% [Fr%cos(a®d + ar) — D] — gpsen(f°d — o °9)

1 1 .
myea [~Fpisen(a® +ar) = L] + Geago cos(6°1 — a ) + Q%
QY

eq
My

Jyy
V;qsen (0°9 — a°9);

Y

Como V- # 0 (o avido nao esta parado na pistal), da Ultima equagdo deduz-se que:

71 =0°1 - q®1 =0=60°1=°% (1)

Da 32 equacgao, deduz-se que:

Q1 =0. (2)
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Condicoes de Equilibrio de Voo

Além disso, da 4% equacéo, tem-se que 0 momento total de arfagem deve se anular na
condicao de equilibrio:

M4 = 0; (3)

- z eq __ ed rre eq §€d ged) _
isto &, M, = m(VT , HY « q’5elev’6th) = 0.

Da 12 equacgao, conclui-se que a forca de tracao para frente deve se equilibrar com o
arrasto produzido:

Fr%cos(a® + at) = DY (4)

E a partir da 22 equacao, conclui-se que a forca total para cima deve se equilibrar com a
forca peso da aeronave:

mgo = F%en(a®! + ar) + L (5)
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Condicoes de Equilibrio de Voo

No caso do movimento longitudinal, podemos imaginar o0 seguinte problema pratico:

Dadas a altitude H ¢4 e a velocidade V=, encontre
T
o dngulo de arfagem 0°4, e os comandos de profun-
eq ~ eq .  ~
dor 0., € de tragdo 0,,' que permitem que o avido

voe em linha reta (altitude constante) e com asas
niveladas.

No problema acima, os estados V-¢, Q4 e H ¢4 j& sdo conhecidos. E como

01 = «©4, é preciso determinar somente mais o estado 0 ¢4, além de duas entradas de
comando. Portanto, ha 3 variaveis a determinar e 3 equacdes nao lineares: (3), (4) e (B);
a serem satisfeitas.

Usar metodos de otimizacao!
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Condicoes de Equilibrio de Voo

Y
ESti:zE;;/JZ()i;iCial
Como podem ser obtidas numericamente,
\ 4 _
Calcula Vla MATLAB:

Y

xdot = f(x(k),u(k))

1. Desenhar o diagrama de simulagao do
sistema, incluindo simbolos de “input

ol <ops - ports” € “output ports” para marcar as en-

tradas e as saidas, respectivamente.

2. Usar a fungdo trim do MATLAB: essa
S fungdo ird executar procedimento
1 semelhante ao algoritmo mostrado
no fluxograma ao lado. Os esta-

dos e as entradas serao variados até
que se encontrem x4 4 °9 tais que

||f(feq,7jeq)|| < eps =~ 0.

Fim Nao Ok.
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Estabilidade em torno do Equilibrio

Em Eng. Aeronautica ha 2 tipos de estabilidade:

Estabilidade Estatica

1.

Estaticamente Estavel: uma pequena alteracao na condigao de equilibrio
conduz a uma imediata tendéncia a retornar para a condi¢cao de equilibrio.
Isto €, as forcas e momentos surgem com direcdes e sentidos que apontam
para o retorno a condi¢ao de equilibrio.

Estabilidade Neutra: uma pequena alteragao na condicao de equilibrio
permanece indefinidamente.

Estaticamente Instavel: uma pequena alteragao na condicédo de equilibrio
produz forcas e momentos com dire¢des e sentidos que impedem o retorno a
condicao de equilibrio, causando divergéncia.

Estabilidade Dinamica (comportamento dinamico linear local)

1.
2.
3.

Estavel: autovalores (pdlos) no semi-plano esquerdo do plano complexo.
Marginalmente Estavel: autovalores simples com parte real nula.

Instavel: existéncia de autovalores com parte real positiva, ou autovalores de
multiplicidade > 1 e parte real nula.

Den. Ena. Eletronica — EEUFMG = p. 8/16



Estabilidade em torno do Equilibrio

Instavel estaticamente. Estabilidade Neutra Estavel estaticamente.
(c.g. traseiro) (c.g. dianteiro)

Instabilidade Estatica = Instabilidade Dinamica.

Estabilidade Estatica # Estabilidade Dinamica.
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Comportamento Linear Local

Para determinar a estabilidade dinamica de uma aeronave, para uma dada condi¢cao de
equilibrio, é preciso analisar o Comportamento Linear Local.

O que é isto?

Resp.: E o comportamento dinamico das variaveis de estado, ao longo do tempo, apds
uma pequena perturbacado em torno da condicdo de equilibrio. Exemplo: sabendo que
para 6. (0) = 12,3°, 61 = 2,3°, como evoluira §(t), ao longo do tempo, para uma
mudanga em degrau no comando de profundor tal que d¢jey (t) = 13,3°, parat > 07

Como podemos analisar o comportamento linear local?
Resp.: Atraves da linearizagao das equacgodes do sistema dinamico em torno da
condicao de equilibrio.

Debn. Ena. Eletronica —- EEUFMG —p. 10/16



Analise Dinamica via Linearizacao

r = [f(Za);
AT = §— T
Ad = @— %
d d d
= — A_’ — — (7 — 7% = —(F
- (A7) (@ =37 = —(T)
= f(@",u)+
0 0
+ {—q AZ + {_{] AT+ ...
3x Zed;ged 811, Zed;q ed

Como, por definigéo, f(£°4, 7 1) = 0, tem-se que:
d L "
p (AZ) =~ A(AZ) + B(Au).

sendo A = [%
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Analise Dinamica via Linearizacao

De forma semelhante, supondo que as variaveis medidas i do sistema, obedecem a:
y = h(Z, u);

e que §°4 = h(Z£°4, 4 °9), podemos escrever:

Ay = §—y°%
Oh Oh
_ h(Z4, 7°%) {__,] AT + [__,] Ad+...p —y°d
o0x Zed;qg ed ou T ed;y ed
Portanto,

sendo C = [%

8

]feQ;ﬁeq
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Linearizacao Numerica

Usando o diagrama de simulacao implementado para um dado sistema dinamico, com
entradas, estados e saidas, é possivel obter as matrizes A, B, C e D numericamente.
Basta sequir os passos abaixo:
1. Encontrar as condi¢des de equilibrio £°% e 4“4 do sistema.
2. Mantendo ¥ = ¥4 e « = u °4, tome a variavel de estado j, 7 =1,2,3,...,n, €
perturbe-a de Az, tal que:

qu f1(Z°9 + AZ, 1Y)
:c;q fo (29 + AZ, 1Y)
ZI?—|— Af: xjeq :I:Aa:j = f(:l?—|— Af,ﬁeq) — fj(feq —I—Af,ﬁeq)
z7%, fir1 (29 + AZ, @ °9)
i Tn | | (@ 4+ AZ, )
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Linearizacao Numerica

3. A coluna j da matriz A podera ser entao obtida, usando o conceito de
aproximacao de derivadas por diferenca finita, isto é:

- Of1/0z;
Ofs /01,

(9fj/a£13j

Como f;(r°4,4°1) =0,i=1,2,...

i 8fn/8xj

&Q

relacao a x; pode ser aproximada por:

(f1(Z°9 + AZ,0°) — f1(

(f2(Z°9 + AZ, i

(f( AL, @) — fj (2
| (fn(Z°9 + AZ,T) — fr (T

Ofi

fi(Z°9 + AZ, @)

oz

Ax;

)

uc))/Az; |

,n, a derivada parcial da funcao f;(-) em
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Evolucao do Desvio AX(t)

Combinando as expressoes anteriores, podemos escrever de maneira compacta:

4(AT) =~ A(AZ)+ B(AQ),
Aj =~ C(AZ)+ D(AQ)

Observe que se partirmos da condi¢ao de equilibrio £(0) = ¥ °4, a condic¢ao inicial do
sistema linear acima serd AZ(0) = 0. De maneira geral, a solugdo do sistema linear
pode ser obtida como:

t > 0= AZ(t) = e (AZ(0)) + / t e B(AG(T))dr

que mostra como o desvio Ax evoluira ao longo do tempo, devido a variacao A« da
entrada, em torno da entrada de equilibrio.
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Evolucao do Desvio Ay (t)

As variacOes Ay das saidas serao, parat > O:

AG(t) = CAZ(t) + DAG,

AG(t) = Ce(AZ(0)) + C [ AT B(Ad(r))dr
+D(AT(L)).

Portanto, as matrizes A, B, C e D determinardao unicamente o comportamento dinamico
linear local do desvio de uma dada condigao de equilibrio.
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