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Sistemas N3o Lineares: SLITs + Funcdes Ndo Lineares
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Sistemas de Hammerstein e de Wiener |

a

E comum encontrar sistemas n3o lineares resultantes da associacio entre
um Sistemas Linear Invariante no Tempo — SLIT e uma fung¢io n3o
linear. Duas classes bem conhecidas sdo os:

m Sistemas de Hammerstein

v ——= h(x) SLIT y

m Sistemas de Wiener

u ——= SLIT h(x) v

Em muitos casos as fun¢bes ndo lineares sdo estdticas, i.e. ndao mudam
ao longo do tempo, mas sdo consideradas sempre sem memdria (ndo sdo
sistemas dindmicos com estados internos). Nos casos acima, h(:)
representa uma funcdo nio linear.

Leonardo Torres

FCNL — Estabilidade Absoluta




Sistemas N3o Lineares: SLITs + Funcdes Ndo Lineares
[ 1o}

Sistemas de Hammerstein e de Wiener |l
Por exemplo, dois casos tipicos encontrados em controle s3o:

m Sistemas com saturacio da varidvel manipulada (o que sempre
acontece na pratica):

— = G(s) ———=

Saturacédo
na Entrada

m Sistemas em que se emprega um instrumento de medi¢do com
caracteristicas estaticas n3o lineares:

u% G(s) Y —— W

Sensor
Nao Linear
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Sistemas N3o Lineares: SLITs + Funcdes Ndo Lineares
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Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener

‘?_.{ CTRL }—>{ hx) H Planta T H?% CTRL }—>{ Planta H h(x)
me me
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Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em

Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein

h(x)

CTRL

é@é

Filtro

=

Planta

Sistemas de Wiener

CTRL }—){ Planta }—){ h(x)

Filtro

L
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Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em

Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein

h(x)

Sistemas de Wiener

Filtro %% CTRL H Planta

CTRL |=q Filtro |=— Planta

h(x)
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Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener

h(x) 0 ‘>$ Filtro H CTRL H Planta
CTRL H Filtro H Planta

+

0 /7( x)
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Sistemas N3o Lineares: SLITs + Funcdes Ndo Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener
+ +
0 SLIT 0 SLIT
h(x) h(x)

Ou seja, ambos os casos conduzem ao mesmo problema de Anélise de
Estabilidade Interna.
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Estabilidade Absoluta
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Sistemas de Lur'e |

Um classe importante de problemas de controle é representada pelo
chamado Problema de Lur'e, também conhecido como Problema da
Estabilidade Absoluta, formulado em [3]:

k,y
f(t’y) A 2”
0 u SLIT f
—_—= ——= y / —
7Q SISO [ ky
g y y
h(ty) 4

Sistema de Lur'e e ndo-linearidade setorial.
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Estabilidade Absoluta
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Sistemas de Lur'e |l

m Neste caso, a func3o n3o linear A(t,y) : RT x R — R é sem
memoria, pode ser variante no tempo, e respeita as restrigcoes:

kiy < h(ty) < kpy, paray >0,
koy < h(t,y) < k1y, paray <0,

que é equivalente a, para ko — k1 > 0,
[k2y — h(t,y)][k1y — h(t,y)] <0,
e diz-se que “a n3o linearidade h pertence ao setor [ky,ks]", i.e.
h € [k1, ko).
Outras duas notacGes possiveis s3o:

h € [0,00] <> yh(ty) > 0.
h € [k1,00] <= y[k1y — h(t,y)] < 0.
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Sistemas de Lur'e Il

m Existe também o problema correlato, mais geral, mostrado na Figura

abaixo. L
A funcdo n3o linear

h(ty) : RT x R™ — R™, com
u € R™ ey € R™, obedece a

0 u_ | suT
(O)—= y
9 MIMO

- [Ksy — h(t,y)] " [Kiy — h(t,y)] <0,

emque Ko — K1 =K=K">0¢
h(t,y) definida positiva. Neste caso,
dizemos que “a fun¢do h pertence
ao setor [K1, Ks]", i.e.

SLIT MIMO e n3o-linearidade sem meméria e variante no tempo.
h e [Kl, KQ] .
Outras duas notagdes possiveis sdo:

h € [0,00] < y " h(t,y) > 0.
h € [Ki1,00] <=y [Kiy — h(t,y)] <0.
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Sistemas de Lur'e IV

m No caso de n3o-linearidades setoriais multivaridveis, pode ser dificil
encontrar as matrizes K7 e K- da desigualdade anterior. Um
resultado interessante é:

IA(ty) — Lyl < ~llyll
)

[Kay — h(ty)] T [Kiy — h(ty)] <0,

Ki=L-~I, Ky,=L+~I,
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O Problema de Estabilidade Absoluta |

m A ideia é agrupar os elementos ndo lineares de uma malha de
controle, separando-os da parcela linear.

m O desafio é, a partir do conhecimento dos limites setoriais da funcdo
n3o linear e das matrizes A, B, C, D que definem o SLIT (supondo
uma realizacdo minima em Espaco de Estados, i.e. o par (A,B) é
controlavel e o par (C,A) é observével), obter condi¢des suficientes
para que a origem do Espaco de Estados seja um P.E. Globalmente
Uniformemente Assintoticamente Estavel. Este problema ficou
conhecido como

| O Problema de Estabilidade Absoluta
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O Problema de Estabilidade Absoluta Il

Leonardo

m No Problema de Estabilidade Absoluta o alvo é garantir um sistema
de controle em malha fechada que seja robustamente estavel
(permanega estdvel mesmo com a presen¢a da n3o-linearidade
setorial desconhecida e possivelmente variante no tempo).

m OQutra aplicacdo de sistemas de Lur'e é no projeto de osciladores
(e.g. osciladores eletrénicos usados em telecomunicagdes). Aqui o
objetivo é precisamente o contrario do anterior: determinar em que
condicbes o P.E. serd instdvel, e haverd um ciclo-limite estavel.

Torres
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A Conjectura de Aizerman

Conjectura de Aizerman (1949)[1]

Se o sistema em malha fechada for estdvel para qualquer escolha de
realimentagdo linear u = —ky, com k; < k < ko, ent3o serd estavel para
qualquer fun¢do nio linear u = —f(y), com k1y? < yf(y) < kay?.

f) koY

0 u [ sur
. y
—O) )

AL h(y)
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A Conjectura de Aizerman

Conjectura de Aizerman (1949)[1]

Se o sistema em malha fechada for estdvel para qualquer escolha de
realimentagdo linear u = —ky, com k; < k < ko, ent3o serd estavel para
qualquer fun¢do nio linear u = —f(y), com k1y? < yf(y) < kay?.

f) koY

0 u [ sur
. y
—O) )

AL h(y)

Contra-exemplos para n = 2 em 1952: FALSA.
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Estabilidade Absoluta
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A Conjectura de Kalman

Conjectura de Kalman (1957)[2]
Se o sistema em malha fechada for estdvel para qualquer escolha de

realimentacdo linear u = —ky, com k1 < k < ko, entdo serd estdvel para
qualquer fungdo n3o linear u = — f(y) tal que ky < j—’; < ks.
fiy) kv
0 u SLIT
— —= y
70 SIso
h(y)
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A Conjectura de Kalman

Conjectura de Kalman (1957)[2]
Se o sistema em malha fechada for estdvel para qualquer escolha de

realimentacdo linear u = —ky, com k1 < k < ko, entdo serd estdvel para
qualquer fungdo n3o linear u = — f(y) tal que ky < j—’; < ks.
fiy) kv
0 u SLIT
— —= y
O SIso

AL h(y)

Contra-exemplos para n = 3 em 1958: FALSA.
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Analise baseada na Teoria da Passividade

m Estratégias realmente efetivas para andlise de estabilidade absoluta
foram propostas valendo-se das propriedades de passividade dos
sistemas envolvidos.

m Ideia central:

Mostrar que a parte linear é estritamente passiva (SP), ou
estritamente passiva pela saida e observavel (OSP + ZSO).

Mostrar que a n3o-linearidade setorial é passiva.

Reconhecer que o SLIT e a n3o-linearidade setorial estio em
realimentagdo negativa, o que produz um sistema assintoticamente
estdvel em malha fechada (composi¢do em realimentacio de 2
sistemas passivos, um deles estritamente passivo).

m A abordagem acima ainda pode ser estendida para casos mais gerais
(SLITs n3o passivos), usando um “truque” muito interessante: a
construcdo de um problema de estabilidade equivalente usando
as chamadas Transformacoes de Laco.

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco |

O problema de estabilidade absoluta pode ser estudado por meio de um
problema equivalente, obtido usando as chamadas Loop Transformations.

Com elas, uma n3o-linearidade setorial pode ser “transformada” em uma

ndo-linearidade pertencente ao setor [0,00].

m Transformacdo 1: De hy(t,uy) € [K;, K] para
ho(tyuz) € [0, Ky — K4] via agdo direta negativa (negative

feedforward):
) 1 hy (tu) +O% Y2

|
|

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco Il

Demonstracéo.
Hipdtese:
[K2u1 — hl(t,ul)]T[Klul - hl(tﬂll)] S O (1)

Do diagrama, tem-se que us = u1 € Yo = ha(uz) = hy(u2) — Kjus.
Portanto, ha(us) + Kjus = hq(ug). Substituindo em (1),

[Kaus — ha(uz) — Kyus) " [Eruz — ho(uz) — Krwz)] <0,
[(KQ — Kl)UQ — h2(u2)]—r[_h2(u2)} S 0 == h2 S [0, K],

em que K = Ky — K;. O

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco Il

m Transformacdo 2: De hs(t,us) € [0, K| para hs(t,uz) € [0, I], com
K > 0, via inclusdo de ganho:

) Yy
Uy —=| hz(t,u) ——= Y3

[K’LLQ - hQ(f,Ug)]T[—hQ(t,Ug)] S 0. (2)

Demonstracao.
Hipdtese:

Do diagrama, tem-se que y3 = hs(t,us) = ya = ha(tuz) e us = Kus.
Substituindo em (2),
[U3 — hg(t,’u,g)]—r[—h;g(t,u;g)] S 0< h3 S [071—]

O

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco IV

m Transformacédo 3: De hs(t,us) € [0, I] para hy(t,us) € [0, 00| via
realimentagdo positiva (positive feedback):

+ 3 V3
, hy(tu) V4

Um aspecto importante é considerar que o sistema realimentado
acima define um problema “bem-colocado” (well-posed), no sentido
de que existe uma dnica solu¢do y,4, para cada uy, que satisfaz a
relacdo hs(t,us + y4) = ys4. E essa solug¢do dnica pode ser
representada como y4 = hy(t,uy).

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco V

Demonstracdo.
Partindo da existéncia da relagdo y4 = hy(t,us), a outra hipdtese é que:

[’ng — hg(t,u;g)]—r[—hg(t,u;g)] S 0. (3)

Do diagrama, tem-se que y3 = hs(t,u3) = ys = ha(t,uq) € us = ug + ya.
Substituindo em (3),

[ug + yo — haltmz)] " [—ha(t,ug)] <O,

g ha(tug) >0 < hy € [0,00].

Leonardo A. B. Térres
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Transformacoes de Laco VI

Ao compormos as 3 transformacdes de laco anteriores, a partir de
qualquer n3o linearidade setorial hy € [K, K3], pode-se obter uma n3o
linearidade hy € [0,00].

Leonardo A. B. Térres
FCNL — Estabilidade Absoluta



Estabilidade Absoluta
000000e

Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformacdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de anilise de estabilidade que s3o, de fato, equivalentes:

G(s)

hl(x,u)
L

\» hi € [K1, K]

Leonardo A. B. Térres
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Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformacdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de anilise de estabilidade que s3o, de fato, equivalentes:

Leonardo A. B. Térres
FCNL — Estabilidade Absoluta



Estabilidade Absoluta
000000e

Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformacdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de anilise de estabilidade que s3o, de fato, equivalentes:
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Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformagdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de andlise de establlldade que sdo, de fato, equivalentes:
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Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformagdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de andlise de establlldade que sdo, de fato, equivalentes:

G(s) = [T + K2G(s)][I + K1G(s)] "

+ \ hy € [0,00]

(n&o-linearidade passiva)

Leonardo A. B. Térres
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Estabilidade Absoluta: Transformacdes de Laco

Usando as transformagdes vistas anteriormente, pode-se considerar
problemas de andlise de establlldade que sdo, de fato, equivalentes:

(s) = [[ + K2G(s)][I + K1G(s)] 7!

E Estritamente Passiva?

+ \ hy € [0,00]

(n&o-linearidade passiva)

Leonardo A. B. Térres
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Passividade Estrita de G/(s)

m A investiga¢do da passividade de G(s) é facilitada pelo fato de se
poder relacionar dois conceitos importantes, em se tratando de
SLITs:

Passividade Estrita: depende do conhecimento de uma func3o de
armazenamento, tal que o SLIT seja SP ou OSP 4+ ZSO em relagdo
3 taxa de fornecimento s(u,y) = u ' y.

Positividade Real Estrita: pode ser verificada no dominio da
frequéncia, ou a partir do conhecimento de uma realizagdo minima
(A,B,C,D) para o SLIT.

Teorema (Passividade Estrita e Positividade Real Estrita)

Um SLIT € estritamente passivo se, e somente se, sua Funcio de
Transferéncia é Estritamente Real Positiva.

Leonardo A. B. Térres
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Funcdes de Transferéncia Reais Positivas |

Defini¢do (Fungdes de Transferéncia Reais Positivas — SISO)

G(s) é analitica para Re {s} > 0, e é real Vs € RT.
Re{G(s)} > 0, sempre que Re{s} > 0.
Alternativamente (mais facil de testar):

G(s) é uma fungdo racional de s que é analitica para Re {s} > 0,
i.e. ndo tem polos no semiplano direito aberto do plano complexo.

Re {G(jw)} > 0, para todo w € R que n3o seja um polo de G(jw).

Qualquer polo jw é um polo simples, e o seu residuo correspondente
é ndo-negativo, i.e. lims_,j, [(s — jw)G(s)] > 0.

Deduz-se, portanto, que, se G(s) é PR, entdo a FT n3o tem polos no
semiplano direito aberto do plano complexo, sua parte imaginaria é nula
para valores reais e positivos de s, e sua parte real é positiva para valores
de s fora do eixo real e no semiplano direito aberto.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas Il

m No caso SISO, como Re {G(jw)} > 0, Vw € R (tal que jw ndo é um
polo), isso significa que o Diagrama de Nyquist de G(s) precisa
estar completamente contido no semiplano direito do Plano Imagem:

Nyquist Diagram
T T

Not PR

N

Imaginary Axis

PR

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas Il

m Consequentemente, uma condi¢cdo necessaria para que a FT seja
Real Positiva (Positive Real) é que

—90° < arg{G(jw)} < +90°,
e, portanto, o grau relativo da FT (diferenga entre a ordem do

denominador e a ordem do numerador) deve ser r < 1, pois o dngulo
da fungdo racional G(jw) quando w — oo é igual a (—90°)r.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas IV

Defini¢do (Fungdes de Transferéncia Reais Positivas — MIMO)
G(s) é analitica para Re {s} > 0, i.e. nenhum elmento de G(s) tem
polos no semiplano direito aberto do plano complexo.
G(s) é uma matriz real, sempre que s € R™;
G(s) + G*(s) > 0, sempre que Re{s} > 0.
Alternativamente (mais ficil de testar):

G(s) é analitica para Re {s} > 0, cujos elementos sdo fun¢des
racionais de s, i.e. nenhum elmento de G(s) tem polos no semiplano
direito aberto do plano complexo.

G(jw) + G*(jw) > 0, Yw € R, em que jw ndo é um polo de G(jw);

Qualquer polo jw de qualquer elemento de G(s) é um polo simples e
a matriz residuo correspondente R = lim,_, ., [(s — jw)G(s)] é
semidefinida positiva e Hermitiana.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Reais Positivas V

Além disso, é possivel verificar se uma dada G(s) é Real Positiva a partir
do conhecimento de uma realizagdo minima (4,B,C,D):

Lema (Real Positivo)
A representacio em espaco de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT;
i.e. assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observdvel; é
Real Positiva se, e somente se, existe uma matriz P = PT >0, e
matrizes quaisquer L e W de dimensbes appropriadas, tal que
PA+ATP=-L"L,
PB=CT —L™W,
W'W=D+D".

Leonardo A. B. Térres
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Funcdes de Transferéncia Reais Positivas VI

Alternativamente, pode-se verificar a factibilidade da desigualdade
matricial linear (Linear Matrix Inequality — LMI) abaixo:

Lema (Real Positivo usando LMI)

A representacdo em espago de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT;
i.e. assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observdvel; é
Real Positiva se, e somente se, existe uma matriz P = PT > 0, tal que

PA+A™P PB-CT <0
B'P-C —(D+D")| ="

A relac3o entre os dois lemas pode ser deduzida, observando-se que as
igualdades anteriores conduzem a seguinte relac3o:

[PA+ATP PB-CT ] o {LT

BTP—-C —(D+D") WT} [L w]<o.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas |

Definicdo (Fungdes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas)

Uma Fungdo de Transferéncia G(s) € C"*™ é Estritamente Real
Positiva se, e somente se, G(s — €) é Real Positiva para algum valor real
e> 0.

A partir desta definicdo, as definicdes anteriores podem ser reescritas,
conforme mostrado a seguir.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas Il

Definicdo (Funcdes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas — Caso
SISO)

G(s) é analitica para Re{s} > 0, e G(s) é real Vs € RT. Deduz-se,
portanto, que todos os polos estdo estritamente no semiplano
esquerdo.

Re{G(s)} > 0, sempre que Re {s} > 0.

Alternativamente (mais facil de testar):

G(s) é uma fungdo racional de s que é analitica para Re {s} > 0,
i.e. todos os polos estdo estritamente no semiplano esquerdo.

Re{G(jw)} > 0, Yw € [0,00);

G(o0) > 0 ou, se G(c0) = 0, deve-se ter
lim,, o0 w?Re {G(jw)} > 0.

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas Il|

m Se o Diagrama de Nyquist estiver contido no semiplano direito do
Plano Imagem, e nunca tocar o eixo imaginario; i.e.
Re{G(jw)} > 0, Yw € [0,00) U +00; pode-se deduzir que a FT é
Estritamente Real Positiva (Strictly Positive Real) — SPR :

Nyquist Diagram
T

Not PR

Imaginary Axis

/
PR
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas IV

Definicdo (Fungdes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas — Caso
MIMO)

G(s) é analitica para Re {s} > 0, i.e. todos os elementos de G(s)
tem polos estritamente no semiplano esquerdo.
G(s) é uma matriz real, sempre que s € R™;
G(s) + G*(s) > 0, sempre que Re {s} > 0.
Equivalentemente (mais fécil de testar):

G(s) é analitica para Re {s} > 0, i.e. todos os elementos de G(s)
tem polos estritamente no semiplano esquerdo.

G(jw) + G*(jw) > 0, Vw € R;

G(o0) + G*(00) > 0 ou, se G(o0) + G*(00) = 0, deve-se ter
limy, 0o w?(* M det [G(jw) + G*(jw)] > 0, sendo n o nimero de
linhas e colunas de G(s) e r é o posto da matriz [G(c0) + G*(00)].

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas V

Além disso, é possivel verificar se uma dada é(s) é Estritamente Real
Positiva a partir do conhecimento de uma realiza¢do minima (A,B,C,D):

Lema (Kalman-Yakubovich-Popov)
A representacdo em espaco de estados (A,B,C,D), minima, de um SLIT;
i.e. assumindo-se o par (A,B) controldvel, e o par (C,A) observivel; é
Estritamente Real Positiva (SPR — Strictly Positive Real) se, e somente
se, existe uma matriz P = P' > 0, uma constante € > 0, e matrizes
quaisquer L e W de dimensbes appropriadas, tal que

PA+ATP=—L"L—¢P,

PB=CT - L"W,
W'W=D+D".

Leonardo A. B. Térres
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Funcoes de Transferéncia Estritamente Reais Positivas VI
Alternativamente, pode-se verificar a factibilidade da desigualdade
matricial linear (Linear Matrix Inequality — LMI) abaixo:

Lema (KYP usando LMI)

Um SLIT G(s) com representacdo em espaco de estados minima
(A,B,C,D); i.e. o par (A,B) é controldvel, e o par (C,A) é observével; é
Estritamente Real Positivo se, e somente se, existe uma matriz

P=PT7 >0, e um valor real ¢ > 0, tal que

PA+A"P—eP PB-CT <0
B'P-C —(D+D")| =
Observe que as igualdades anteriores conduzem a seguinte relagio:

[PA+ATP—6P PB-CT ] . [LT

BTP—-C  —(D+D7) WT} [L w]<o.

Leonardo A. B. Térres
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O Critério do Circulo |

m O Critério do Circulo é um método para andlise de estabilidade de
sistemas n3o lineares que podem ser representados como um SLIT
em realimentagdo negativa com uma nao linearidade sem memdria e
possivelmente variante no tempo.

m Por meio de Transformages de Laco, investiga-se se o problema
equivalente de estabilidade corresponde a composicdo em
realimentacdo de um SLIT estritamente passivo com uma
nao-linearidade setorial passiva.

Leonardo Torres
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O Critério do Circulo Il

Teorema (Critério do Circulo)

Um sistema composto por um SLIT, dado por
G(s)=C(sI — A)™'B + D,
em realimentagcdo negativa com uma ndo linearidade setorial
he K, Ky, Ky—K =K=K' >0,
sera globalmente uniformemente assintoticamente estavel se
G‘(s) = [I + KyG(s)][I + K1G(s)] !

for uma fungdo de transferéncia Estritamente Real Positiva.

Leonardo A. B. Térres
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O Critério do Circulo — Caso SISO |

m Se G(s) é um sistema SISO, usando K3 = 5 e K1 = a, com
8 —a >0, tem-se que

A 1+ BG(s)
G(s) = ———.
(s) 1+ aG(s)
m Trés casos podem ser considerados:
B>a>0;
B>a=0;
B>0>a.

Leonardo A. B. Térres
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Caso 8> a > 0:
Uma vez que a > 0, podemos escrever que

A B
G(s)=|—
0= (2
Note que, se G(jw) = x + jy (coordenadas = e y usadas para se
tragar Diagramas de Nyquist de G(s)), entdo

1 .
A B\ 3 Tx+J3y
6= () i

%‘FG(S)
L4+ G(s)

ey (Brean) G-
@)= <E) Cra)’+yr

Leonardo A. B. Térres
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Como Gi(s) tem que ser um sistema estritamente estavel (todos os
polos estritamente no semiplano esquerdo), usando o Critério de
Nyquist para avaliar se ha raizes da equagdo caracteristica

1
E+G(S)_O

no semiplano direito fechado, queremos que n3o exista w € R, tal
que s = jw seja uma raiz da equagao acima e, portanto,

(Re (GG)) i (GD) = @) £ (< 3:0) . 6)

isto é, o Diagrama de Nyquist de G(s) n3o passa exatamente pelo
ponto (—1/«;0), mas pode haver necessidade de enlagd-lo ou nio,
dependendo se G(s) tem ou ndo polos no semiplano direito.

Leonardo A. B. Térres
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O Critério do Circulo — Caso SISO IV

Usando a express3o (4), e assumindo (5), para que G(s) seja SPR,
com (B/a) > 0, tem-se que

Re {G(jw)} - <§) [(% +x> <é +ac> +y2} >0,

1 1 2
Sl 5t —+x)+y >0.
153 «
Portanto,

1 1 1 1 1 1 1 1
(Go3 o) GG 22
28 2a 23 2a 23 2a 28 2a

1 2

Leonardo A. B. Térres
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O Critério do Circulo — Caso SISO V

Portanto, o Diagrama de Nyquist construido a partir de
G(jw) = x + jy deve ser tal que

1/1 1\1* 5 T[1/1 1\]?
srs(arg) oo Gos) @
A expressdo (6) significa que o Diagrama de Nyquist ndo pode

“entrar” no circulo:
L1 (1, 1).
m Centro: -3 (E + E)’
o1 (1 1).
m Raio: 3 (E — E)’

mostrado na préxima figura como um circulo vermelho.

Leonardo A. B. Térres
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Imaginary Axis

Leonardo A. Torres

Nyquist Diagram
T

O Critério do Circulc
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(1/a;0) (175, 0)

0.4 02
Real Axis

FCNL
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O Critério do Circulo — Caso SISO VI

Caso > a=0:
Neste caso

G(s) =1+ pBG(s),

e, para que G(s) seja estritamente estavel, G(s) n3o pode ter

nenhum polo no semiplano direito fechado. Assim, para que G(s)
seja SPR, com 3 > 0, e assumindo que G(jw) = = + jy, tem-se que

Re {é(jw)} =1+ ARe{G(jw)} =1+ Bz > 0.

Logo
z>-1/8,

e o Diagrama de Nyquist de G(s) n3o pode tocar a reta mostrada na
préxima figura em vermelho.

Leonardo A. B. Térres
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Nyquist Diagram
T T

(-1/8;0)

Imaginary Axis

0.4 02
Real Axis
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H Caso 5> 0> «:

Similarmente ao que foi feito no caso 1 anterior, como

a<0=a#0,
- ()

%—FG(S)

éJrG(s)

Para que G(s) seja SPR, com (3/a) < 0, tem-se que

Re {G‘(jw)} (g) K%er) (é+x> +y2} >0,
@(%4—%) (é—kx) +y?<0.

Leonardo A. B. Térres
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Portanto,

1 1 1 1 1 1 1 1
— + + x| + — + — +z) - ,
28 2« 28 2a 28 2« 28
1 12 1 1 2
r+ — + — - +y” <0,
28 2« 28 2a

E o Diagrama de Nyquist construido a partir de G(jw) =
deve ser tal que

et (LD <[P0 o

A expressdo (6) significa que o Diagrama de Nyquist deve estar
dentro do circulo:

m Centro: —% (1 + é>,

o

= Raio: 3 (1-1).

Um exemplo estd mostrado na préxima figura como um circulo
vermelho.

Leonardo A. B. Térres
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Nyquist Diagram
T T

(-1/a;0)
(115, 0)

Imaginary Axis

0.4 02
Real Axis

Leonardo A. Torres
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O Critério de Popov |

m Considere um Problema de Estabilidade Absoluta tal que:

m O SLIT tem grau relativo r > 1.
m A fungdo estdtica n3o linear é invariante no tempo e “desacoplada”:

1/)1(“1) 1/’1(“17U2,~--’Um)
w2(u2) wZ(’U/hUQM--aunL)
vy =| | # |
1/’m(um) wm(wuz,...,um)

m Cada componente da fungdo 1 (u) pertence ao setor:

w,(uz) S [O;kii}, ki>0, i=12,...m.

Leonardo A. B. Térres
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m Como o grau relativo do SLIT é r > 1, pode-se obter um problema
de estabilidade equivalente ao problema de estabilidade absoluta

original, via introduc3o de sistemas dindmicos (e seus

correspondentes inversos) chamados de “multiplicadores de Popov”:

.

M
L]
+ SLIT oL
0 HQ o [ 5 [
v | e
—
M
L]

Leonardo A. B. Térres

M

(I+Ts)

diag{
1/kq,
1/ka,
1/km},
diag{

14+ vs,
14 72s,

1+ vms}
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m Dadas as caracteristicas do problema (ndo linearidade desacoplada e
multiplicador diagonal), na realimentagdo negativa surgem m
sistemas n3o lineares ¥;, desacoplados, do tipo:

— +
i V%) < (141 ) ]eOH u;
N

.
1 /AI.

A dindmica de cada um destes sistemas pode ser representada como

Vil

Yi = Vi(x;).

1
=T + U + Vi (25),
5 i)

Leonardo A. B. Térres
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m Cada sistema ¥; é passivo, como pode ser comprovado pelo uso da
seguinte Func3o de Armazenamento, vélida (semidefinida positiva)
se y; > 0:

Vi(xs) =7 i i(0)do.
(1) WA bilo)do
Vi = (i) d; = i) [—ﬂﬁi +u; + %%(fﬂi) ;

= u; Vi (x5) —witbi(@;) + %%2(%)
—— i
Yi
Cond. setor: [Oxi — wz(xl)] U%% - wz(%)} <0,
= —aaile) + v <0

Leonardo A. B. Térres
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m J4 o SLIT equivalente

M
iy

u SLIT | | 4y ?%y

MIMO

pode ser representado em Espaco de Estados a partir da
representacdo minima (A,B,C,D) do sistema original, observando
que o grau relativo r > 1:

G(s) =M+ (I+Ts)G(s) = M + (I +Ts) {0(51 —A)'B +B’O]
=M+C(sI —A)'B+Ts[C(s] — A)~'B],

em que I' = diag{~y1,72,. -, Ym}-

Leonardo A. B. Térres
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O Critério de Popov VI

Como s € C é um escalar,

G(s)=M+C(sI —A)"'B+Ts [C(SI—A)—l ],
=M +C(sI — A)7'B+TCs(sl — A)~*
=M+ C(sI —A)” 1B+FC(A+51—A)(51—A)*1
=M+ C(sI — A)'B+TCA(sI — A)"'B+TCB,

= (C+TCA)(sI — A~ 'B+ M+TCB,
tal que
G(s) = (A,B,C,D) = (A,B,C +TCA, M +TCB).

m Entretanto, para que seja possivel usar o resultado de andlise de
estabilidade baseada em passividade (o Lema de KYP), precisamos
garantir que (A,B,C,D) seja uma realizacio minima de G(s).

Leonardo A. B. Térres
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= Claramente o par (A,B) = (A,B) é controlavel, partindo da hipStese
de que (A4,B,C,D) é uma realizagdo minima para G(s).

= No caso do par (C,A) = (C' +TCA,A) precisamos ser mais
cuidadosos. A observabilidade pode ser verificada usando diferentes
critérios matematicamente equivalentes como, por exemplo, o
critério PBH — Popov-Belevitch-Hautus:

O par (C,A) é observével se, e somente se, nenhum
autovetor de A pertencer ao Espaco Nulo de C, isto é,
Cwvj # 0, para todo autovetor v; de A: Av; = Ajv;.

Leonardo A. B. Térres
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O Critério de Popov VIII
Logo:

Observabilidade: Av; = A\jv; =(C +T'CA)v; #0,
C’Uj + FC)\J‘U]' 7& O,
([ + )\jF)CUj 7é 0.

Uma vez que C'v; # 0 por hipétese (o par (C,A) é observavel), para
garantir que a dltima expressdo seja verdadeira a matriz (I + A;T")
deve ser invertivel, o que é conseguido fazendo

T+ XNy #0,¥Viel2,...omyjel2 . ..

14+ Am 0 0
0 1+ Xy - 0
det{I+\;T'} = det . . . . #0.
0 0 e 14 XNm

Leonardo A. B. Térres
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m Portanto, o método de Popov para determinacdo da estabilidade
absoluta, consiste em:

Obter G(s) = (A, B, [C + TCA],[M +T'CB]), em que
M = diag{1/k1,1/ks,...,1/km}, usando valores v; > 0 para
formar I' = diag{~y1,72,...,¥m}. Os valores 7; devem satisfazer
1+ Xy #0,Viel1,2,...,m;5€1,2,....n.

E, como feito para o Critério do Circulo, testar se G‘(s) é
Estritamente Real Positiva, possivelmente usando uma LMI
associada ao Lema de KYP.

Leonardo A. B. Térres
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m No caso SISO: R

G(s) = 1/k + (1+~s)G(s),

para algum v > 0, com ~ # _1%’
J

Além disso, a condi¢do SPR implica que G(s) precisa ser BIBO
estavel (todos os polos estritamente no semiplano esquerdo), e

sendo p; algum polo real de G(s).

Re{G(jw)} = 1/k 4+ Re{G(jw)} —y wIm{G(jw)} > 0,

X Y

1 1
=Y < - (X + k‘) , X =Re{G(jw)},Y = wIm{G(jw)}.
Y
em que X e Y sdo as coordenadas dos pontos da curva tracada no
chamado “Diagrama de Popov", similar, mas distinto do Diagrama
de Nyquist.

Leonardo A. B. Térres
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wIm{G(jw)}

-0‘.1 »0.‘05 C; 0.(‘)5 0‘.1

Re{G(jw)}

A curva do Diagrama de Popov (em azul) deve estar abaixo da reta verde. A
passagem por zero da reta (ponto vermelho) é determinada pelo setor da n3o
linearidade estdtica, enquanto sua inclinagdo v > 0 pode ser arbitrariamente

escolhida, desde que v # —%, com p; algum polo real de G(s).
J

Leonardo A. B. Térres
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Obtencio do Sistema G(s) |

As transformacdes de lago usadas para se obter um problema de
estabilidade equivalente ao problema de estabilidade absoluta original,
mostradas no slide 21, conduzem a um novo Sistema Linear Invariante no
Tempo — SLIT, o sistema G(s):

Considere o efeito da realimentacdo negativa, supondo que ela estd
bem-colocada:

=

O
I
Q

(s)U(s), (8)
U(s) = U(s) = K1Y (s), (9)

de modo que, considerando a nova entrada exégena U(s) e a mesma
saida Y(s), teremos

Y (s) = G(s) U(s).

Leonardo A. B. Térres
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Obtencio do Sistema G(s) Il

Para ver como se obtém duas diferentes maneiras de se expressar
G(s), considere:

2.1 Substituindo U(s) na expressdo para Y (s):
Y:G[U—Kﬂ/] =Y =GU - GKYY,

[ +GKi]Y = GU,
Y(s)=[I +GKi]" ' GU(s).

2.2 Substituindo a Y (s) na expressio para U(s):

U=U-K[aU],
I+KGU=U=U=[I+KG"'U,
Y =GU=Y(s) =Gl +KG) "' Uls).

Leonardo A. B. Térres
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Obtencio do Sistema G(s) Il

O resultado anterior também pode ser visto como uma aplicacdo de
uma regra conhecida como push-through rule:

G(s)=[I +G(s)K1]7'G(s) = G(s)[I + K1G(s)] .
Para mostrar que isso é verdade, considere que

G+ GK.G =G+ GK;G,
G(I+ K\G) = (I + GK,)G,
(I+GK,)'G=G(I+K,G)™,

desde que existam (I + GK;) e (I + K1G)~ L.

Leonardo A. B. Térres
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Obtencio do Sistema G(s) IV

A existéncia de (I + GK;)~! também garante a existéncia de
(I +K;G)™ !, pois det {I + GK;} = det {I + K,G}:

I —K{| [I o|[I 0 I —-K
G 1| |G I|lo I+GK.||lo T |’
| G —

M P Q1 R
1 -k [I+KG 0][I 0
— |0 1 0 I\ |G I’
———
R Q2 P

e det{M} = det{ PQ1 R} = det{ RQ2P}. Portanto,
det{P}det{Q; }det{R} = det{ R}det{Q2}det{ P}, with
det{P} =det{R} =1

54 det{Ql} = det{QQ} < det {I + GKl} = det {I + K1G}

Leonardo A. B. Térres
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B Finalmente, podemos escrever que

Y (s) = [I 4+ G(s)K1]"'G(s)U(s) = G(s)[I + K1G(s)] " U(s),
Y(s)=KY(s)+U(s), K=K,—K,

Y(s) = {KG(s)[I + K1G(s)] " + I} U(s),
G(s) = KG(s)[I + K1G(s)] "+ 1

= KG(s)[I + K1G(s)] ™! + [[ + K1 G(s)][ + K G(s)] 2,
= [KG + 1 + K1G)[I + K1G] ™,

G(s) = [I + KyG[I + K1G] ™1
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