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Introdugio & Topol
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Introducao a Topologia
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Introdugdo a Topologia

~ \

Introducao a Topologia |

Topologia

A topologia 7 de um conjunto matematico abstrato X é uma colecdo especial de
subconjuntos de X que tem as seguintes propriedades:

@ Os conjuntos vazio e o conjunto universo pertencem a colecio: f € T e
XeT;

@ Unides arbitrarias® de subconjuntos pertencem a cole¢do: | S, € T
«

N
@ Intersecdes finitas® de subconjuntos pertencem a colecdo: (| Sk € T;
k=1

?Finitas ou n3o, enumeraveis ou n3o.
bPortanto, enumeraveis.
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Introdugdo 3 Topologia

~ \

Introducao a Topologia Il

Defini¢do (Espago Topoldgico)

Se T é uma Topologia para X, entdo o par (X,7) é um Espaco Topolégico.

Exemplos de Espacos Topoldgicos:

X ={a,b,c} e T ={0;{a}; {b}; {a,b}; {a,b,c}}.
X um conjunto qualquer, e 7 a cole¢do de todos os subconjuntos de X,
conhecida como Topologia Discreta de X.

X um conjunto qualquer, e 7 = {0); X}, conhecida como Topologia Trivial
de X.

X =R, e T é a colegdo de todos os subconjuntos resultantes de unides
arbitrarias de intervalos da reta B, ;, = {z € R;a < z < b}, com a,b ndimeros
reais arbitrarios, ou +o0o. Esta é a topologia padrdo para o conjunto dos
ndmeros reais.
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Introducdo a Topologia Conjuntos Abertos e Fechados

Conjuntos Abertos e Fechados

Defini¢do (Conjunto Aberto)

Um subconjunto S C X é aberto, se S pertence a topologia 7 sendo considerada.
Isto é, para saber se um subconjunto é aberto, precisamos antes saber qual o
Espaco Topoldgico (X,7) sob consideragio.

Definicdo (Conjunto Fechado)

Um subconjunto S é fechado, se o seu complemento em X

SC=X-S={reX;z¢S}

é um subconjunto aberto no Espaco Topoldgico (X,T).

@ Note que os subconjuntos ) e X sdo simultaneamente abertos e fechados em
qualquer Espago Topoldgico (X,T). Portanto, aberto ndo é o contrario de
fechado.
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Vizinhancas de um Ponto

Defini¢do (Vizinhanga Aberta de um ponto x)

E qualquer conjunto aberto U C X, que contenha o ponto z; i.e. x € U. O
conjunto U é também chamado de vizinhanca aberta de x.

@ Em matemadtica é comum definir-se “Vizinhanca de =" como qualquer
subconjunto que contenha tanto z, quanto pelo menos uma vizinhanga
aberta de x. Nesse sentido, a Vizinhanca n3o precisaria ser ela mesma um
conjunto aberto.

@ Entretanto, é muito comum encontrar-se a expressdo “uma vizinhanga
U > x” em artigos cientificos!, no sentido de vizinhanca aberta de x.

@ Adotando prética similar, vamos nos referir a vizinhangas abertas de um
ponto, associadas a um dado Espaco Topoldgico subjacente, como
simplesmente ‘“vizinhanca de x".

LE, nesses casos, quando o Espaco Topoldgico n3o é explicitamente declarado, assume-se
comumente um Espago Topoldgico induzido pela norma Euclidiana.
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Base de uma Topologia

Definicdo (Base de uma Topologia)

Se todos os conjuntos abertos de uma topologia 7 sdo formados pela unido
arbitraria de conjuntos de uma colecdo B de subconjuntos de X, dizemos que B é
uma base para a topologia T.

@ Note que B n3o precisa satisfazer os requisitos para ser, ela mesma, uma
topologia de X.

@ Na definicdo da topologia padrdo para X = R, usamos como Base a colecao
de intervalos B, = {x € R;a < x < b}, com a,b € R e ndo necessariamente
limitados.

@ Pela definicdo acima, B € B= B € T, i.e. todo elemento da colecdo da
Base é também um conjunto aberto.
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Section 2

Espacos Métricos
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Espacos Métricos

Espacos Métricos |

Definicdo (Métrica em X)

Sejad: X x X — R uma fungdo de pares de elementos do conjunto X, a qual
toma valores no conjunto dos numeros reais. Essa funcdo serd uma Métrica em

X, se, dados z,y,z € X, tem-se

xy) >0, Vo £ y;
x,y) = d(y,x) (simetria);
x,z)

Qd < d(z,y) + d(y,z) (desigualdade triangular).

e Para X =R, uma métrica usual é d(z,y) = |x — y|.

@ Para X = R", a chamada métrica Euclidiana é

d(.’IJ,y) = \/(l‘l - y1)2 + ('TQ - y2)2 +eee (-rn - yn)Z'

e Para X = R", uma outra métrica é d(z,y) = max; |z; — yi|.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) FCNL: Conceitos Matematicos

Margo de 2023 10/76



Espacos Métricos Il

Definicdo (Espago Métrico)

Ao se definir para X uma Métrica especifica, tem-se um Espaco Métrico denotado
por (X,d).

@ Para todo Espagco Métrico é possivel definir-se uma Topologia induzida pela
métrica:

© Defina “bola aberta de raio r, com centro em 2" como sendo o subconjunto
B(z,r) ={y € X;d(z,y) <r}.
@ Considere como Base B para a topologia de X, a colecdo formada por todas as
possiveis bolas abertas de raios > 0, e centros em quaisquer pontos x € X.
Definicdo (Espago Métrico com Topologia Padrzo)

Um Espago Topolégico (X,T), cuja topologia T tem como Base as bolas abertas
definidas a partir de uma Métrica d, sera chamado de Espagco Métrico com
Topologia Padrio e denotado por (X,d,T).
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Espacos Métricos

Conjuntos Limitados em Espacos Métricos

Defini¢do (Conjunto Limitado)
Para (X,d,T), um suconjunto U C X ¢ limitado se estd contido em alguma bola
de raio finito, isto é,

xelU = z¢€ B(xgr)
em que B(zo,r) = {y € X;d(x0,y) < r}; e isso é verdade para algum zp € X e
r € (0;+00).
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Conjuntos Compactos

Para Espagos Métricos com Topologia Padrdo (X,d,7), demonstra-se, por meio
do Teorema de Heine-Borel (ou do Teorema de Bolzano-Weierstrass no caso de
sequéncias), que a definicdo mais geral de conjuntos compactos (vide Se¢do 11),

para X C R”, é equivalente a definicdo a seguir.

Definicdo (Conjunto Compacto em (X,d, 7))

Um conjunto S C X é Compacto, se, e somente se, ele é simultaneamente
@ Fechado; e
@ Limitado.

Ou, alternativamente, isto é equivalente a seguinte propriedade:

@ Toda sequéncia em S (finita ou ndo) tem uma subsequéncia cujo limite estd
em S. Em se tratando de sequéncias de pontos em .S que s3o convergentes,
as mesmas sempre convergirdo para algum ponto em S.
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FungGes Continuas

Section 3

Funcoes Continuas
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Funcoes Continuas

Considera-se Espagos Métricos com Topologia Padrdo (X,dx,7x) e (Y.dy,Ty).
Para o caso geral, ver Secdo 12.

Definicdo (Fungdo Continua no Ponto xg)

Uma fun¢&o (ou aplicagdo) f : X — Y é continua no ponto xg, com yo = (o),
se dado € > 0, t3o pequeno quanto se queira, sempre é possivel encontrar § > 0
tal que

dx(xvx()) <d= dy(yay()) <€,

em que, de forma geral, § = 0(xq,€).

Definicdo (Fungdo Continua)

Uma fun¢do (ou aplicagdo) f: X — Y é continua, se é continua em todo ponto
x € X do seu dominio.
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Section 4

Espacos Vetoriais

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/U FCNL: Conceitos Matematicos Margo de 2023 16 /76



Norma

Defini¢do (Norma)

Uma fungdo (ou aplicagdo) || - || : X — R*, de um Espago Vetorial X sobre o
corpo F' (F =R ou F = C) no conjunto dos niimeros reais n3o negativos, a qual
obedece as seguintes propriedades:

Q |z =0& xz=0c¢e|z|| >0, Vz # 0 (fungdo definida positiva);
Q [[Az|| = [Afll«
Q |z +yl < |l=|| + |lyll (desigualdade triangular).

, VA € F (fungio absolutamente homogénea);

Exemplos de normas para X = R":

o Norma 45 ou Euclidiana: ||z = ||z|l2 = /23 + 23 + -+ + 22;

o Norma t1: [lo] = [lofh = S0, |l

@ Norma ¢, ou Norma do Méaximo: ||z|| = ||z||cc = max{|z1],...,|za|}.
. 1/

o Norma £y ||zl = [|ll, = (327 al?) "
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Espacos Vetoriais Espacos Vetoriais Normados

Espacos Vetoriais Normados |

Defini¢do (Espago Vetorial Normado)

Um Espago Vetorial X, juntamente com a definicdo de uma Norma para os
elementos de X, constitui um Espaco Vetorial Normado.

Em um Espago Vetorial Normado pode-se definir uma Métrica (vide slide 6) a
partir da Norma:

d(z,y) = |lz — yl|.

@ Com isto pode-se estabelecer um Espaco Topoldgico com topologia induzida
pela métrica, obtida a partir da norma. Neste Espaco as “bolas abertas”, que
formam a Base da topologia, serdo dadas por

B(zo,r) ={y € X;|ly — ol <7}
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Espacos Vetoriais Espacos Vetoriais Normados

Espacos Vetoriais Normados Il

Pae Yo
1 '
i 1
1 1
! o ]
A .

\~ "

N.-_f

B(zg,r) ={z e R" | ||z — zo|| < r}

B(zg,r) ={z e R" | ||x — 20| < 7}

Figure: Exemplo de bola aberta e bola fechada no plano Euclidiano.
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Funcdes Continuas

No caso de Espacgos Vetoriais Normados X e Y, com Topologias Padrio induzidas
pelas respectivas Normas, pode-se especializar ainda mais a definicdo de Funcao
Continua.

Definicdo (Fungdo Continua no Ponto xg)

Uma fun¢&o (ou aplicagdo) f : X — Y é continua no ponto xg, com yo = (o),
se dado € > 0, t3o pequeno quanto se queira, sempre é possivel encontrar § > 0
tal que

|z — ol <= [ly —woll <,

em que, de forma geral, § = d(xq,€).

Definicdo (Fungdo Continua)

Uma fun¢&o (ou aplicagdo) f: X — Y é continua, se é continua em todo ponto
x € X do seu dominio.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) FCNL: Conceitos Matematicos Margo de 2023 20/76



Teorema dos Extremos ou Teorema de Weirstrass
Teorema dos Extremos ou Teorema de Weierstrass

O teorema abaixo é frequentemente usado para se ter garantias de que existem os
valores maximo e minimo de fun¢Ges continuas definidas em conjuntos compactos.

Teorema (Minimo e Maximo de Fun¢des Continuas em Conjuntos Compactos)

Se K é um conjunto compacto e f : K — R é uma funcdo continua, entdo f(x) é
limitada e existem x1,x9 € K tais que

f(z1) = max f(z),  f(zz) = min f(z).

zeEK rzeK

Isto &, f(x) atinge seus valores maximo e minimo em pontos do conjunto
compacto K que € seu dominio.

Note que n3o se estd afirmando que algum ponto de maximo, ou de minimo, é
Unico. Isto é, podem existir muitos maximos € minimos, mesmo em nimero
infinito (caso de uma fun¢3o constante).
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Espacos Vetoriais Fungdes Lipschitz Continuas

Funcoes Lipschitz Continuas |

Dada uma funcdo f : RT x D — R", D C R", tal que
z = f(t,x),
as defini¢Bes usadas em [Khalil, 2002, Capitulo 3] podem ser listadas como:

Definicdo (Funcdo Localmente Lipschitz)

A fungdo f(t,z) é localmente Lispchitz em x( se a desigualdade
1f(t, xa) — f(t, 2p)|| < Lagllza — xpll;  Tayzy €U; VEET CR,

é satisfeita para pontos x,,x, € U em uma vizinhan¢a U de zq, e para todo
t € I CR. Por isso, a constante de Lipschitz pode depender do ponto xy em

particular, mas é uniforme em relagdo ao tempo, ou seja, é a mesma para todo o

intervalo de tempo I considerado.
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Espacos Vetoriais Fungdes Lipschitz Continuas

Funcdes Lipschitz Continuas Il

Definicdo (Lipschitz em um conjunto W C R"™)

A fungdo f(t, ) é localmente Lipschitz para todo ponto zg € W, com
uma mesma constante L que n3o depende do ponto xg, e também valida para
todot eI CR.

Definicdo (Globalmente Lipschitz)
A funcdo f(t,x) é Lipschitzem W = Rt x R™. J
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Funcdes Lipschitz Continuas IlI

Formas simples de se reconhecer Func¢des Lipschitz Continuas:
@ Ser uma func¢ao continua é condicao necessaria para ser Lipschitz.

@ Ser uma funcao continua e diferenciavel por partes, com derivadas
limitadas, é condicao suficiente para ser Lipschitz. No caso em que
(t,z) € Rt x R™, a norma da matriz Jacobiana deve ser limitada, isto é,

ofn  Ofh ... Oh

oz, Ozo 0xy,

9fa  9fs .. Of2
O |l o o o p o,
Ox ; ; : :

Ofn  Ofn ... Ofn

ox, Oxo Oy,

em que L pode ser usada como constante de Lipschitz.
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Funcoes Lipschitz Continuas IV

Exemplo de fun¢do Lipschitz Continua n3o-diferencidvel (mas diferencidvel por
partes, com derivadas limitadas em cada parte):

S (@)

H‘
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Formas e Fur Quadraticas

Section 5

Formas e Funcdes Quadraticas
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas |

@ Matriz Definida Positiva: Uma matriz P € R™"*™ é definida positiva se, e
somente se, a funcdo escalar V(z) = 2T Pz é definida positiva, isto é

' Pz > 0,Vx # 0.

7

@ Matriz Semidefinida Positiva: Uma matriz P € R"*™ é semidefinida
positiva se, e somente se, a funcdo escalar

x Pz >0,Vz #0.

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) FCNL: Conceitos Matematicos Margo de 2023 27/76




Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas Il

© Matriz Definida Negativa: Uma matriz Q € R"*"™ é definida negativa se, e
somente se, a funcdo escalar

' Qx < 0,Vz #0.

7

@ Matriz Semidefinida Negativa: Uma matriz Q € R"*" é semidefinida
negativa se, e somente se, a fung¢do escalar

l’TQ{L‘ <0,Vz # 0.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas IlI
Observagdes importantes sobre funces quadraticas do tipo
é(z) = 2" Pz

© Nao ha perda de generalidade ao se considerar apenas matrizes simétricas
P = PT na expressio de ¢(z). Para ver isso, note que qualquer matriz P
pode ser decomposta como

1

~(P+P") + !

2(P_PT) ’
| S

S: Parte Simétrica  A: Parte Anti-simétrica

S+A. S=8T, A=-AT.

P

[\)

Mas a parte anti-simétrica n3o contribui para ¢(z), pois, lembrando que
x " Az é uma func3o escalar, temos que

z Ar = [xTAx =z Az,
= —2'Az = 2"Az=0,VzeR".
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas IV

Consequentemente,
#(x) = z'Pz,
0
= 2" (S+Az=z'Sc+aA47T |
= 'Sz,

e somente a componente simétrica S = % (P + PT) contribui para se
determinar o valor de ¢(x) = 2" Px.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas V

@ Toda matriz simétrica definida positiva P = P T tem autovalores reais e
positivos:

e Seja v = Re{v} + jIm{v} um autovetor de P associado ao autovalor A, e
v* = Re{v}' — jim{v} .
o Neste caso:
Pv = v,

v*Pu = \v*v = Av|]%.

e Como {v*Pv}* = v*P*v = v* Pv, sabemos que o escalar v* Pv é um nimero
real e, além disso, é um nldmero real positivo, pois

[Re{v}T - jIm{v}T] P [Re{v} + jim{v}] =
Re{v} " PRe{v} 4+ Im{v}' PIm{v} > 0.

o Portanto:

Mo|? € R e XeR.
M| >0 < x> 0.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas VI

© Note que, como P é uma matriz real, e A é um nimero real, conclui-se que:
Pv = v,
P [Re{v} + jIm{v}] = A [Re{v} + jIm{v}],

PRe{v} = ARe{v},
PIm{v} = AIm{v},

e, portanto, sempre podemos escolher autovetores que s3o reais, usando a
parte real ou a parte imaginaria de um autovetor complexo como um novo
autovetor real valido.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas VII

@ Lembre-se de que para cada autovetor v (por defini¢do, v # 0), podemos
associar um e somente um autovalor A, pois:

P’U:)\l’l},PU:AQ’UZ>OZ()\1—)\2)U,U7£0:>)\1:)\2.

@ No caso de matrizes reais e simétricas P = P, podemos usar esse fato para
mostrar que, dados quaisquer dois autovalores distintos A\; e Ay de P, e
correspondentes autovetores reais v, e vy, temos que

Pv, = )\1’01, = ’U;P v = )\1’UQT?}1,
~~
)\gv;:v;PT
)\2’1);—1)1 = )\1’0;1}1 4 ()\2 — /\1)1};—’01 =0«& 'U;—’Ul =0.

Isto é, pares de autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais
entre si, pois seu produto interno é nulo.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas VIII

@ Quando se tem autovalores repetidos, poderia ser o caso de n3o se conseguir
encontrar um conjunto L.I. de my > 1 autovetores para um dado autovalor
A¢ de multiplicidade my < n, e isso tornaria a matriz simétrica P = PT
ndo-diagonalizavel.

@ Entretanto, para matrizes simétricas é sempre possivel encontrar uma
transformagao de similaridade que diagonaliza a matriz:

7.1 Suponha a existéncia de um autovetor vi1 # 0 de P, isto é, Pvii = Ajv11, de
multiplicidade m; qualquer, escolhido para ter norma unitdria (o que é sempre

possivel).
7.2 Monte a matriz Vi = [vi1 w12 ---  via], escolhendo n — 1 vetores
unitarios vi2, v1s,. .., V1, tais que, juntamente com w11, formem uma base

ortonormal de vetores. Isto é sempre possivel: use o conhecido procedimento
de Gram-Schmidt. Consequentemente, Vi' Vi = ViV, = 1,, com 1,, € R**"
a matriz identidade.
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Formas e Fur Quadraticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas IX

7.3 Note que
PV =P [vu V12 v v1n] = [Pvn Pvig - Pvln} ,
=[Avir Pviz -+ P,

A1 owi21 w1zl ot Winl
0 w22 wiz2 - Win,2
=[oi1 w2 - vin) 0 wi23 w133 -+ Win3

v : : :
0 Wi2,n W13,n Win,n

em que os vetores coluna wy; = Pvij, j =2,...,n. As primeiras

componentes w11 de cada vetor wy; sdo as projecdes dos vetores resultantes
Puy; na direcio de v1;. Mas, como P = P':

T T pT T .
Wij,1 = Ullpl)lj = U11P Vij = Al'U11'U1j = O, J = 2,3, ceey N

pois cada vetor vi2,v13, ..., V1 foi escolhido ortogonal a v11.
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Formas e Fur Quadraticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas X

Portanto,
M| 0 0o - 0
0 | wize wiz2 -+ Win2
PV, =V, 0 | wiz,;3 w133z -+ Wing3
0 | wi2g;n Widn - Winnm

Além disso, note que a submatriz resultante de dimensdo (n — 1) x (n —1) é
simétrica, pois, para j =2,3,...,nek=2,3,...,n:

T T pT T
Wij,k = Ulkalj = ’UUP Vik = ’Uljp’l)lk = Wik,j-
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas Xl

Assim, conclui-se que

MO 0 - 0
0
0 B=BT
PVi=V;
0
Py

E, tendo em vista que as colunas de V; sdo ortonormais e, portanto, L.I.,
existe Vl_1 =1 tal que P, = V"' PVi, e P, tem os mesmos autovalores de
P (transformagdo de similaridade que é também uma transformagdo de
congruéncia).
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Quadraticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas XII

7.4 Aplicando o mesmo processo a matriz simétrica B mostrada na expressao
anterior, e assim sucessivamente, conclui-se que P pode ser diagonalizada
depois de n passos.

7.5 lIsto significa que, para matrizes simétricas, sempre é possivel encontrar um
conjunto de m, > 1 autovetores L.I. associados a qualquer autovalor A\, da
matriz, independentemente de sua multiplicidade m, < n.

7.6 A partir deste conjunto de autovetores L.I., sempre podemos obter um outro
conjunto ortonormal de autovetores, usando o processo de ortonormalizagdo
de Gram-Schmidt. Vetores associados a autovalores distintos, como visto
anteriormente, ja serdo ortogonais entre si.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas XII|

B Portanto, a partir do desenvolvimento anterior, toda matriz P = P
simétrica definida positiva pode ser representada como um produto (Teorema
da Decomposicdo Espectral):

P=UTAU,

em que A = diag{\1,\2,...,\,}, sendo \; € RT, parai=1,2,...n,
autovalores de P, que sdo nimeros reais positivos; e U € R™*™ uma matriz
real ortogonal, isto é,

v'v=1, UU'=1,, & U '=UT

sendo 1,, € R™*™ a matriz identidade. Isto significa que as colunas de U
podem ser vistas como autovetores de norma unitdria que sdo ortogonais
entre si, isto é, U = [uj uz -+ uy)], com u)u; =0, se i # j, e u u; = 1.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas XIV

Bl A partir do item anterior, e sem perda de generalidade considerando
P =PT, podemos escrever que

()

g Pr=x2" (U'AU)z=(2"U")A(Ux),
zAz,
= A2i 4 Aozd 4.4 A2,

em que z = Ux é uma transformacdo de coordenadas que preserva a norma
dos vetores: ||z||? = ||z||? = 2 "U "Uz. Considerando \; < Ay < ... < A\,

temos que
¢(z) = =P,
M2+ Aoze 4+ o+ A2 S A28+ Apzs A A2,
< Anzlz,
< /\nsz. = z' Pz < )\n:ch.
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Formas e Funcdes Quadréticas

Matrizes Definidas e Semidefinidas XV

De forma semelhante, também se consegue mostrar que x Pz > Mz'z, e

portanto,
Alx—rm < x ' Pz < )\n:rT:c,

em que A\; = A\pin (P) é 0 menor autovalor de P, e A, = A\pax (P) é 0 maior
autovalor de P:

Auin(P) 1] < 2T P < A (P) 2]
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Section 6

Funcoes de Comparacao
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Funcoes de Classe K

Definigdo (Fun¢&o de Classe K)

Uma fungdo a : [0,a) — [0, +00) é de Classe K, com a € R limitado ou n3o, se
satisfaz as seguintes propriedades [Khalil, 2002]:

@ ¢ uma fungio continua (a € C°);

@ «a(0) =0, e é estritamente crescente: 71 < 12 = a(r1) < a(rs).

a(r),

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG)
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Funcdes de Comparagio

Funcoes de Classe K,

Defini¢do (Fungdo de Classe Koo)

Uma fungdo « : [0,400) — [0,+00) é de Classe K, se é uma fun¢do de Classe
Ke

lim a(r) = 4oo.
r——4o0

Note que o dominio de uma fun¢do de classe K, deve ser toda a semireta real.

a(r),
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Funcdes de Comparagio

Funcdes de Classe I e K: propriedades |

@ Se a € K, entdo existe uma fungdo inversa e ela também é de classe K:
a:[0,a) = [0,+0) €K < Jat at:[0,a(a)) = [0,+00) € K.
@ Se a € K, entdo existe uma funcdo inversa e ela também é de classe Koo:
a:[0,4+00) = [0,+00) € Koo & Fat a™t:[0,+00) = [0,4+00) € Kuo.
@ A composicdo de duas funcdes de classe K produz uma funcio de classe K:

ay(r),az(r2) € K = ag(az(r)) € K.

@ A composicao de duas funcgdes de classe Ko, produz uma fun¢ido de classe

Koo:

ar1(r1),a2(r2) € Koo = aq(a2(r)) € Keo-

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) FCNL: Conceitos Matematicos Margo de 2023 45 /76



Funcdes de Comparagio

Funcdes de Classe K e K: propriedades Il

@ Func¢des de classe IC ou K, por serem estritamente crescentes, preservam
relacées de ordem, isto é, se a € K ou a € K, entdo:

r1 <ry & a(r) < ary),
r1<re & a(r) <a(rg),

@ Além disso, dada a existéncia de funcdo inversa da mesma classe, para o caso
em que a1, as € K ou K, tem-se que

ai(r) < as(r2) & ayt(ai(r)) < apt(as(r)),
a1(r) < as(r) & r < O(,l_l((l’g(TQ)).
ai(r) < as(r2) & ayt(ai(r)) < agt(az(r)),
a1(r) < as(r) & re > na;l((}rl(rl)).
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Funcdes de Comparagio

Funcdes de Classe K e K: propriedades lll

@ Uma dltima propriedade interessante, que nos remete a uma espécie de
“desigualdade triangular” (n3o é este o caso):

a€el, r,reel0,+00) = alr+r) < al2r)+ a2r).

Prova:

)

Se ry > ro = a(ry + ra2) (r1+71) = a(2r)
Se rg >r; = a(ry + o) (r2 4+ 12) = 2r2)
a(ry + 1) < a(2r) + a2rs).

0
0

v v

<a
<«

Y
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

Lema ([Khalil, 2002], Lema 4.3)

Seja V : D — R uma fung¢do continua (V € C°), e definida positiva, isto é,

V(z) > 0, Vx # 0, com V(0) = 0, cujo dominio D C R™ contém a origem z = 0.
Seja B(0,r) € D uma bola fechada de raio r > 0. Entdo existem funces

a1,y € K, definidas em [0,r], tais que

ar(|lz]]) < V(z) < ax(|l2])), Vo € B(Or).

Se D =R", as fungdes a; e oy estario definidas em [0, +00) e as desigualdades
acima ser3o vdlidas para x € R™. Além disso, se V(z) é radialmente ilimitada,
entdo pode-se escolher que a1, s € K.
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Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

Abaixo apresenta-se um esbo¢o da prova do lema anterior:

@ Inicialmente, considere a construcdo da seguinte fun¢do auxiliar:

ar(fJz) =~ nf  V(z)

T {l=lI<lzl<r)

Como V(2) € C°, e o infimo estd sendo buscado em uma regido compacta (o
anel fechado ||z|| < ||z]] <), pelo Teorema de Weierstrass, os extremos (de
fato, o méximo e o minimo) de uma fung3o continua em um dominio
compacto sempre existem, e a;(||z||) estd bem definida para 0 < ||z|| < r.
Graficamente:
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

o E possivel mostrar que a;(||z||) é uma fun¢do continua, definida positiva, e
ndo-decrescente (ndo é estritamente crescente), e ainda, por construg3o,

ar(fJz]l) <V (z).

@ A partir de a;(||z]]) podemos obter uma fun¢do o (||z||) € K, como
mostrado a seguir.
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

@ Para se obter uma fungdo oy (||z||) € K a partir da fun¢go aq(||z]|), pode-se
recorrer a diferentes técnicas. Por exemplo, pode-se escolher:

]
—alllzl), YO < zf <,

ar(flz]]) =

como func3o estritamente crescente, definida positiva, continua, e tal que
aq(|lz]]) < a1 (||z])),V||z|] < r. Outra possibilidade seria:

ar(f[z]l) = Aar (=[] + (1 = A) [kaa ([J2[)], 0 <k <1,

em que A = @ para 0 < ||z|| < r. Trata-se da combinag3o convexa de

a1(]|z]|]) e de sua cdpia “atenuada” kaq(||z||).
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

@ De maneira similar, pode-se definir uma fun¢3o auxiliar

as([[z]]) = sup V(2),
ENEE

que serd definida positiva, continua, e ndo decrescente, enquanto satisfaz

as(|[z]) > V(z), YO < |zl <

V(x)
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

@ De maneira similar, pode-se definir uma fun¢3o auxiliar

as([[z]]) = sup V(2),
ENEE

que serd definida positiva, continua, e ndo decrescente, enquanto satisfaz

o(Jlzl) > Vix), VO<|z|| <7

y - /el
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Funcdes de Comparagio

Funcoes Definidas Positivas e Funcoes de Classe

o Para se obter uma fung¢do as(||z||) € K, pode-se sugerir a seguinte
combinag3o convexa entre as(||x||) e a uma cépia “amplificada” dela mesma:

as([lz]]) = (1 = M) [az(llz[)] + (A) [kaz([l2])], &> 1,

em que A = 12l para 0 < ||z < r.

r o1
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Funcdes de Comparagio

Decrescent Functions

@ No caso de fungdes V (t,x) definidas positivas, continuamente diferencidveis,
mas variantes no tempo, n3o se tem garantias de que seja possivel
encontrar az(||z]|) > V(t,x), ¥t > 0 e Vz € [0;7].

Compare estes casos:
Q V(ta) =27 +a3+t Vo € R?, V¢t > 0.
Q V(t,x) = (z3 + 23)(2 +sint), Vo € R?, Vt > 0.

@ Quando é possivel encontrar uma fun¢do continua e definida positiva W (z)
(n3o precisa ser de classe K), tal que

V(te) <W(zx), Yt>0, VzeR"

dizemos, em Inglés, que V (¢,x) é uma Decrescent Function.

@ Por outro lado, ndo ha dificuldades em se encontrar o (||z||) < V(¢,z), com
a1(]|z]]) € K, pois basta modificar ligeiramente a fungdo auxiliar para

ar(fl=ll) = V(t.2).

= min
{t20; [|z][<[|z|I<r}
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Funcdes de Comparagio

Importancia das Funcoes de Classe K

A importancia das propriedades e fatos associados as classes K e K, de fun¢des
estd em se poder estabelecer rela¢cGes do tipo:

0 0 fr— . <
{xegm B~ fredsvio <l = 2| < ay'(e).

ar(flzl) < V(z) < ao(ll2]),
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Funcdes de Comparagio

Importancia das Funcoes de Classe K

A importancia das propriedades e fatos associados as classes K e K, de funcdes
estd em se poder estabelecer relacSes do tipo:

r€Q., Q={zeX;V(z)<ch

{al(wll) < V(z) < as([lz]]),

lz]l < a3 (o),

T2

2
[

T1

r=ay"'(c)
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Funcdes de Comparagio

Funcoes de Classe KL

Definicdo (Fungdo de Classe L)

Uma fun¢do 8 : [0,a) x [0,400) — [0, +00] é de Classe KL, se, ao se fixar o
argumento s = sg em 3(r,50), obtém-se uma fungdo de Classe K em relacdo a r;
e, ao se fixar o argumento r = o em 3(rp,s), obtém-se uma funcio continua e
decrescente (ndo-crescente) em relacdo a s, e que converge para zero quando
s — 00!

e B(r,s0) € K, para todo sg € RT constante.
e, também, com ry € [0, a),

@ 51 < 83 = f(r0,51) > B(ro, s2), para todo rp € RT constante.

o lim, ;o B(ro,s) = 0, para todo ry € RT constante.

Exemplos:

@ Decaimento exponencial: 3(r,s) = re=2%|z(0)]|.

° B(T’S) = 37”;.—&-1'

Leonardo A. B. Torres (PPGEE/UFMG) FCNL: Conceitos Matematicos Margo de 2023 56 /76



de Comparagdo

Funcoes de Classe KL
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Funcoes de Classe KL

ﬁ(T,SQ) S < 81 < 82
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Funcoes de Classe KL

5(7",83)
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Funcoes de Classe KL
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Funcoes de Classe KL

/6(T075) A TO
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Funcoes de Classe KL

B(r1,s), ro <71
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Funcoes de Classe KL

B(ra,s), ro <11 < To
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Funcoes de Classe KL

B(rs,s), rog <11 <T9 < T3
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Funcdes de Comparagio

Funcoes de Classe KL

B(ry,s), To <11 <To <T3<Ty
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Funcdes de Comparagio

Funcdes de Classe KCL: Resultado Importante

Lema ([Khalil, 2002], Lema 4.4, pag. 145)

Considere a seguinte equagdo diferencial ordindria, escalar, e correspondente a um
sistema auténomo:
z2=—a(z2), z(tg) = 20,

em que « € IC, estd definida no intervalo [0,7), e tem a propriedade adicional de
ser Localmente Lipschitz. Neste caso, para todo zy € [0,r), a EDO acima tem
solugdo z(t) definida Vit > ty. Além disso,

z(t) = o(z0,t — to),

onde o(-,-) é uma fungdo de classe ICL definida em [0, 1) x [0, 4+00).
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Section 7

Lema da Comparacao
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O Lema da Comparacdo |

Pode-se estudar a existéncia das solucdes de EDOs, investigando a existéncia e
evolugdo no tempo de limitantes superiores para as normas das solugdes
procuradas. Para isso, pode-se usar o lema abaixo.

Lema (Lema da Comparacio, versdo simplificada)

Suponha que a fungdo escalar diferencidvel v(t) satisfaca

d
di’lz < g(tﬂ)), U(t()) < Uo, Vv € W te [t07T)7

sendo g(t,v) continua em t e Lipschitz em W, em que [ty,T') € o intervalo
maximal de existéncia da solugdo de

w=g(tu), u(ty) = ug,
supondo que u(t) € W, Vt > to. Entdo,

v(t) <wu(t), Vte [to,T).
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Lema da Comparaco

O Lema da Comparacao |l

e Em [Khalil, 2002] mostra-se o caso mais geral em que v(t) n3o precisa ser
uma funcdo diferencidvel. A condic3o a ser satisfeita é que sua derivada
superior a direita, ou derivada de Dini superior a direita, deve ser tal que

Dto(t) < g(t,v(t)), sendo que

To(t) = limsu —U(t+5) —v(®)
Drole) = 15—>0+p [ 0 } ’

e {521,%7&0 {IM_W)} } '

Se v(t) é uma funcdo diferencidvel, tem-se que

(o2

_dv

Dtolt) = =

t=t*
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O Lema da Comparacgéo Il

o Exemplo de utilizacdo. Considere o sistema:
= f(x) = —(1+ 2%z, x(0)=x.

A solugdo existe e é dnica em algum intervalo [0,¢1), pois f(z) é localmente
Lipschitz em torno da condicdo inicial. Mas podemos provar que a solugdo
existe para todo t > 0, apesar de f(z) ndo ser globalmente Lipschitz:

d dv

v=2? = @ _ 2ui = —2x2 — 22*, ‘ < —2v,
dt dt

= —2u, u0)=up=(r0)*> = wu(t)=e ug.

Portanto, pelo Lema da Comparacao,
v(t) <u(t) = 22(t) <e*(x0)? = |x(t)] < e o),

e a solucdo é definida e limitada Vt > 0.
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Desigualdades Interessantes

Desigualdades Interessantes |

@ Cauchy-Schwarz:
Tyl < ll2lllyll, Vay e R

Exemplos de utilizag3o:

‘41‘1 + 3LQ| S 5||£E||,
32| < 3||z],

‘fL‘l + 229 — 3$3| < 14“1‘”

Prova répida: 2"y = ||z||||y| cos®, e |cosd| < 1.
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Desigualdades Interessantes

Desigualdades Interessantes |l

e Dado z = [z, 2]
2, .2
rit+ay 1, o
r1re < ———= = —||z||%.
2y < TEZE 2y
Prova rdpida: 22122 = — (21 — 22)% + 2% + 23 = 23170 < 27 + 23
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Desigualdades Interessantes

Desigualdades Interessantes |ll

@ Dados a,b € R:
Va2 + b2 < |a| + |b|.

Prova rapida: a® + b2 < a2 + b2 + 2|al|b| = (|a| + |b])>.
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Espaos de Hausdorff

Espacos de Hausdorff

Definicdo (Espago de Hausdorff)

Um Espaco Topoldgico (X,T) no qual é possivel “separar pontos”, encontrando
para quaisquer dois pontos distintos = # y vizinhangas U, > « e Uy 3 y que ndo
se tocam; i.e. tais que U, N U, = 0); é chamado de Espaco de HausdorfF.
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Conjuntos Compactos: caso geral

Conjuntos Compactos: caso geral |

Definigdo (Cobertura Aberta)

Uma Cobertura Aberta C de um subconjunto S C X, em relacdo ao Espaco

Topoldgico (X,T), é qualquer cole¢do de conjuntos abertos tais que a unido dos

mesmos contém (ou cobre) S:

C={C.},Ca €T, Sc|JCu

Defini¢do (Subcobertura Aberta Finita)

Uma Subcobertura Aberta Finita é uma colec3o finita de elementos de uma
Cobertura Aberta, cuja unido também contém (ou cobre) S:

C.={Ci},Cr€Ck=12,...n<o0, SC|JC
k=1
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Conjuntos Compactos: caso geral Il

Definicdo (Conjunto Compacto)

Um conjunto S C X é Compacto, se toda Cobertura Aberta de S possuir uma
Subcobertura Aberta Finita.
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Fungées Continuas: caso geral

Funcdes Continuas: caso geral

Definicdo (Fungdo Continua)

Uma fun¢3o (ou aplicagdo) f: X — Y, de um Espaco Topoldgico (X,7T5) em
outro Espaco Topolégico (Y,7y), é continua, se para todo conjunto aberto
V CY, o conjunto Imagem Inversa de V, definido por

FHV) ={z € X; f(z) € V},

é um conjunto aberto de X; i.e. f~1(V) € T.

@ Note que a continuidade da fung¢do depende intrinsecamente das topologias

definidas nos conjuntos dominio X e contra-dominio Y.
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