FCNL: Introducdo

Fundamentos de Controle N3o Linear:
Sistemas Dinamicos Nao Lineares — Conceitos
Fundamentais

Leo Torres

PPGEE/UFMG

Mar¢o de 2023

Leo Torres FCNL: Introducdo



FCNL: Introducdo

@ Visio Geral e Objetivo

© Conceitos Fundamentais

© Comportamentos N3o Lineares

@ Existéncia e Unicidade de Solugdes
© O Lema da Comparagdo

© Dependéncia Continua das Solugdes de uma EDO

Leo Torres FCNL: Introducdo



FCNL: Introducdo
Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo |

Nesse curso iremos estudar sistemas dindmicos descritos por:

% = f(t,x,u),
Yy = h(t,x,u),

em que x = z(t) € X C R" sdo as varidveis de estado (varidveis internas,
varidveis de memdria, varidveis auxiliares), u = u(t) € R™ é o vetor de
entradas (sinais que podem ser manipulados arbitrariamente),
y = y(t) € RP sdo sinais de saida, e ¢t € [0, + 00) = R € a varidvel
tempo continuo. Portanto, os sistemas serdo:

@ Definidos no tempo continuo, Vt > 0.

@ De dimens3o finita (n < o).

@ Descritos por meio de equacdes diferenciais ordindrias, usando

Representacdes em Espaco de Estados.
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Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo Il

Interpretacao escalar das equagdes vetoriais anteriores:

i?1 = fl(t,xl,xg,...,xn,ul,uz,...
. i'Q = fQ(t,IZ’l,CL’Q,--.,$n,U1,U2,...
z=f(teu) <

Tn = fultyw1,To, ..., Ty, uy,Usg,. ..

emquexGR" fi: R*x{XCR”}meeRexZER

i=1,2,....nur €ER, k=1,2,...,m; ie.
Z1 U
€2 U2

r=1|.1, u =
Tn Um,
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Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo Il

Similarmente,

Y1 = h1(t,a:1,x2,...,xn,ul,UQ,...

Ya = h2(t,£171,132,...,In7U1,U2,...
y=h(t,xu) < )

Yp = hp(t,z1,22,. .., Tn, U1, Uz, ...

emque h; : RT x {X CR"} xR™ - R, i=1,2,...,p; i.e.
Y1
Y2

y=1.

Yp
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Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo IV

Neste contexto, Sistemas Dindmicos Lineares e Invariantes no Tempo
(LTI) s&o apenas um caso bastante particular:

dz

= f(ta)+gltan, | % = A(p(()e+ Ble(e(t)u,
y = h(tz)+d(tr)u, = Clp(z®))z + D(p(x(t)))u,
Nonlinear but affine in u quasi-LPV
T 1
(011; = f(tzu), % = A(p(t))z + B(p(t))u,
y = h(tzu), y = Clp®)z+ D(p(t))u,
Nonlinear/Generic Linear Parameter Varying (LPV)
1
ilif Az + Bu, % A(t)x + B(t)u,
y = Cz+ Du, y = C(t)xr+ D(t)u,
Linear Time-Invariant (LTI) Linear Time-Varying (LTV)

Leo Torres
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Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo V

No caso de sistemas lineares e invariantes no tempo (SLIT), A € R™*™,
B e RY™™m (C e RP*™ e D € RP*™ s3o constantes.

O caso SLIT é t3o particular que até se tem algo muito raro em se
tratando de sistemas de equacdes diferenciais: a expressdo analitica da
evolucdo dos estados ao longo do tempo, a partir de uma condi¢do inicial
z(to) = zo:

t
x(t) = et +/ 6A(t7T)Bu(T)dT,
0

em que et =T + At + L At? + L At> + - E, consequentemente

¢
y(t) = CeMag + / CeA'=") Bu(r)dr + Du(t).
0
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Visdo Geral e Objetivo

Nosso Objeto de Estudo VI

Ao longo do curso de Fundamentos de Controle N3o Linear, iremos
estudar a estabilidade de diferentes sistemas dinamicos, em ordem
crescente de complexidade:
@ Sistemas auténomos: & = f(z);
@ Sistemas ndo autdnomos: & = f(¢,x);
© Sistemas perturbados:
0 @ = f(z)+g(t), lgt.2)|| < ~lzll, v > 0;
@ &= f(z)+g(tx) [l9(t2)]| <6,0<6 <oo;
@ Sistemas com entradas u limitadas: & = f(z,u), [u(t)| < My,
0< M, < oc;

@ Sistemas com entradas u limitadas e com saidas y (sinais especificos
escolhidos como sendo de especial interesse): & = f(x,u),
y = h(z,u), Ju(t)]] < My, 0 < M, < .
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Conceitos Fundamentais

Sistemas Dinamicos Auténomos e Nao-autonomos |

@ Quando existe uma Representacdo em Espaco de Estados para o
sistema em que a varidvel tempo ¢ n3o aparece explicitamente na
equac¢do dindmica, dizemos que o sistema é auténomo ou invariante
no tempo:

i=f(z) ou &= f(zu(x)).
Neste caso, a lei acima que determina o futuro do estado x por
meio da especificacdo de sua taxa de variacdo # nao muda com o

tempo, e nossas conclusbes sobre a evolu¢ido do sistema
independem do instante inicial (ou de partida) da nossa anilise.
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Conceitos Fundamentais

Sistemas Dinamicos Auténomos e Nao-autonomos |

@ Caso contrario, se
i=flta) ou = f(zu(at) ou &= f(tau(r)),

diz-se que o sistema é ndo-auténomo ou variante no tempo. Neste
caso a lei que determina a evolucdo do estado muda ao longo do
tempo, e precisamos ficar atentos ao instante inicial da nossa andlise.

Um truque (as vezes (til)

Um sistema ndo auténomo pode ser transformado em um sistema
auténomo ao custo de se introduzir mais uma variavel de estado com
uma condicdo inicial apropriada:

Leo Torres FCNL: Introducdo



FCNL: Introducdo

Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizacao |

Definition (Pontos de Equilibrio)

Dado um sistema dindmico expresso por
&= f(tz),

sendo x € R™ e ¢ > ty, um ponto de equilibrio x4 desse sistema é um
vetor constante tal que

&= f(t,zeq) =0, Vt>to.

Portanto, se o estado inicial coincidir com um ponto ponto de equilibrio,
o estado ndo evoluird, i.e. z(tg) = Teq = T(t) = Teq, YVt > to.
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Lineariza¢ao Il

Sem perda de generalidade, poderiamos sempre considerar que zoq = 0.

Para ver isso, suponha que z.q 7 0. Neste caso podemos usar uma
translacdo de coordenadas z = = — x, € escrever:

T = f(t733)7
Po= d= [tz + Teg) = f(1,2);

tal que z,q = 0 é um ponto de equilibrio do novo sistema

z= f(t,Z).
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizacao Ill

Considerando que f: X CR" X R™ - R"e h: X CR"” x R™ — RP
s3o fungdes diferencidveis; i.e. f,h € C'; o comportamento Linear Local
do sistema

&= f(z,u),
y = h(z,u),
em torno de um ponto de equilibrio, determinado por * = Teq € U = Ueq,

pode ser obtido via expans3o das fun¢des n3o lineares f(-) e h(-) em
Séries de Taylor, com truncamento das séries nos termos de ordem 1:

0 0
f@w) =~ (et + 9| (o= tea) T (4 ),
T eq\_;,/‘—’ u eq\T—/
oh
h(zu) ~  h(Teqstieq) + Iz (T = Zeq) +87 (U — Ueg) -
Flea oz Hlea 5
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizagao IV

Na expresséo anterior, os termos correspondem a

g
ox

af
ou

eq

eq

ofr
61)1
of2
811

Ofn
L Oxq

[9f1
6U1
Ofa

8’[1,1

Ofn

L Ouq

ofr
BIQ
9f2
an

Ofn
(92?2
of
8ug
8f2

U2

Ofn
8u2
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Oxy T=Teq,U=Ueq
Of1
U,
ofy

Oum,

Ofn

Oum T=Toq,U=Ueq
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Conceitos Fundamentais
Pontos de Equilibrio e Linearizagao V

e, similarmente,

[Ohy  Ohy ., Oha
oxq Oxo 0Ty
Ohso Ohso .. Oha
oh dzr1  Ozo Oxnp
al, = | =¢
eq : ; . :
oh, 0h,  0Ohy
L Oz1 Oxa 0Tn | t=t0q,u=tieq
'8h1 6h,1 . 8h1
o 9 o
ohy oOhs __ Ohy
8h o Ouq u2 OUm _ D
ou eq : : . :
oh, Oh,  Ohy
L Ouq Oug Oum

T=Teq,U=Uecq

Note que as matrizes A, B, C e D s3o matrizes constantes, pois seus
elementos s3o fun¢des avaliadas em um ponto de equilibrio especifico em
torno do qual a andlise estd sendo realizada.
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizagao VI

Neste caso, reescrevendo a equagao anterior, temos que

&= f(z,u) & f(TeqsUeq) + AdT + Bu,
y= h(x,u) h(xeqaueq) + Cox + Dou.

Q

Reconhecendo que:
o 4(sz) =4 (v —2eq) = %(x) =2, pois Teq é uma constante.
o Pela definigdo de ponto de equilibrio: f(Zeq,teq) = 0.
® 0Y =Y — Yeq = Y — "(ZTeq;lleq)-

Podemos ecrever finalmente que:

d ;
E((M) ~ Adx + Biu,
oy = Cox + Déu,
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizacao VII

Note que o sistema (1) representa um Sistema Linear Invariante no
Tempo (SLIT), em relagdo as chamadas “varidveis desvio":

@ Desvio do estado de equilibrio: dx.
@ Desvio da entrada de equilibrio: u.
@ Desvio da saida observada na condi¢do de equilibrio: §y.

Neste contexto, é mais facil entender o significado de “condicdes iniciais
nulas”. A propriedade de se ter “condicGes iniciais nulas”, na Andlise
Linear Local de um sistema dindmico n3o linear, indica que o sistema
encontrava-se inicialmente em equilibrio:

dx(to) = 0,0u(to) = 0 e dy(ty) = 0.
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Conceitos Fundamentais

Pontos de Equilibrio e Linearizagao VIII

Neste caso, podemos usar a Transformada de Laplace £{-} para obter a
Funcdo de Transferéncia G(s):

em que s € C, e G(s) é uma matriz de fun¢des racionais da varigvel
escalar s (frequéncia complexa).
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Comportamentos Nio Lineares

Sistemas Dinamicos e o Principio da Superposicao

Os Sistemas Dindmicos N&o Lineares (SDNL) s&o estudados porque
todos os sistemas dinamicos, na pratica, sdo nao lineares em alguma
medida, isto é, ndo obedecem ao Principio da Superposicdo de Efeitos.

u(t) =uy(t) == SNL f=—> y(t)=u1(t)

Figura: Sistema N3o Linear genérico.

A Superposicio de Efeitos é o resultado de se ter as seguintes
propriedades simultaneamente satisfeitas:

o Aditividade: u(t) = ui(t) + ua2(t) = y(t) = y1(t) + y=2(¢);
e Homogeneidade: u(t) = auq(t) = y(t) = ay1(t), Va € R.
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Comportamentos Nio Lineares

Sistemas Dinamicos e o Principio da Superposicao

Os Sistemas Dindmicos N&o Lineares (SDNL) s&o estudados porque
todos os sistemas dinamicos, na pratica, sdo nao lineares em alguma
medida, isto é, ndo obedecem ao Principio da Superposicdo de Efeitos.

u(t) = us(t) =P SNL f=—=p y(t)=12(t)

Figura: Sistema N3o Linear genérico.

A Superposicio de Efeitos é o resultado de se ter as seguintes
propriedades simultaneamente satisfeitas:

o Aditividade: u(t) = ui(t) + ua2(t) = y(t) = y1(t) + y=2(¢);
e Homogeneidade: u(t) = auq(t) = y(t) = ay1(t), Va € R.
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Comportamentos Nio Lineares

Sistemas Dinamicos e o Principio da Superposicao

Os Sistemas Dindmicos N&o Lineares (SDNL) s&o estudados porque
todos os sistemas dinamicos, na pratica, sdo nao lineares em alguma
medida, isto é, ndo obedecem ao Principio da Superposicdo de Efeitos.

u(t) = ayuy(t) + aguo(t) =———pf SNL fe——p y(t)Fa1y:1(t) + azy2(1)

Figura: Sistema N3o Linear genérico.

A Superposicio de Efeitos é o resultado de se ter as seguintes
propriedades simultaneamente satisfeitas:

o Aditividade: u(t) = ui(t) + ua2(t) = y(t) = y1(t) + y=2(¢);
e Homogeneidade: u(t) = auq(t) = y(t) = ay1(t), Va € R.
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Comportamentos Nio Lineares

Principio da Superposi¢do

Note que, de acordo com essa definicdo, mesmo os Sistemas Lineares
Invariantes no Tempo (SLIT) apresentam comportamento

“verdadeiramente linear”, apenas se considerarmos condicdes iniciais
apropriadas:

t
yi(t) = Ce*ao + C/ e Buy (7)dr + Dua(t),
LTI = ©

t
ya(t) = Ceao + C’/ e Bus(7)dr + Dus(t),

Se CeAtx, # 0, entdo a saida devido a soma de duas entradas n3o
correspondera a soma das saidas devidas a cada uma das entradas:

y1(t)+y2(t) # CeAtxo—i—C/ A1 p [u1(7) + w2 (7)] d7+D [u1 (1) + u2(7)] .
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Comportamentos N3o Lineares

N3o Linearidades Comuns |

@ Em todos os problemas reais de Engenharia é ficil encontrar a
presenca de elementos que irdo impedir a obediéncia ao Principio da
Superposicdo Efeitos.

@ E particularmente comum encontrar diversas fungdes n3o lineares
tipicas, como mostrado a seguir.
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Comportamentos Nio Lineares

N3o Linearidades Comuns Il

© Saturagao:

Todos os sistemas reais tém limites praticos para os valores de

entrada e os de saida. A inclinagao a = w

max —Umin ’
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Comportamentos Nio Lineares

N3o Linearidades Comuns Il|

@ Saturagdo suave (fun¢do suave sigmoidal — “na forma de S”; i.e.
com derivadas de todas as ordens, que aproxima a funcao de
saturac3o):

fw) A
Lmax T T T
Y/
—
u
2
— .
min

Exemplo: f(u) = Ltanh(ku). Obs.: esta aproximagdo é
frequentemente utilizada quando a diferenciabilidade da fun¢do nao
linear é uma propriedade importante nas provas matematicas.
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Comportamentos Nio Lineares

Nao Linearidades Comuns |V

© Zona Morta:
flw) A

y “l/

min

/| o

max

Observagdo interessante: f,ona morta (%) = 0 — foaturacao (U)-
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Comportamentos Nio Lineares

Nao Linearidades Comuns V

@ On-Off ou do tipo Relé:
fw) A
L

max

<

‘min

Observagdo interessante: freis(t) = fsaturacao() quando
Umax = Unin = 0, isto é, a — 00, em que a = w

max —Umin
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Comportamentos Nio Lineares

Nao Linearidades Comuns VI

@ Relé com Histerese:

fu) A
L
max - |
| A =
Umin Umwc
> L.

Note que é necessdria mais uma varidvel de “memdria” para se
conseguir determinar quando haverd a transicdo do valor negativo
para o positivo e vice-versa.

Leo Torres
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Comportamentos N3o Lineares

Nao Linearidades Comuns VII

@ Folga (backlash):

sentido positivo

flw) |

Cursor I

I u
q—:—» Pega mével
J o ! Sfiw)

al, “ ==

Muito comum em sistemas mecanicos em que sao empregadas
engrenagens e outros acoplamentos entre partes méveis.
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Comportamentos Nio Lineares

Nao Linearidades Comuns VIII

@ Limitagdo de Taxa de Variagdo (Rate Limit):
A

Upy (1)

<. { % [ (0]
—

t

Muito comum em atuadores que se movem em resposta a
comandos, mas que tém velocidade limitada para responder (e.g.
superficies de controle em aeronaves). Um possivel modelo seria:

Tty = sat {u —un}, T =0,
u;1(0) = u(0).
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Comportamentos Exclusivamente Nao Lineares

@ Existem comportamentos dindmicos que sdo impossiveis de serem
observados em Sistemas Lineares.

@ Nesse sentido, a expressio Comportamentos No Lineares visa
indicar que tais comportamentos s6 podem ter sua origem em
sistemas dindmicos n3o lineares subjacentes.
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Comportamentos Nio Lineares

Comportamentos Exclusivamente Nao Lineares

@ OscilagBes periddicas sustentadas (ou Ciclos-limite).

o= r(l- T2>7 .
6 = 1, S Eherrn
N i
x1 = rcos(d), osl
xe = rsin(d).

N3o importa a condi¢do inicial, o sistema
sempre ird exibir uma oscilagdo periédica
com a mesma amplitude e frequéncia em
regime permanente.

o5

Um ciclo-limite é uma trajetéria fechada -

isolada (na vizinhang¢a do ciclo-limite n3o o
Stable Limit-Cycle

hd outras trajetdrias fechadas) no Espago
de Estados.
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Comportamentos Nio Lineares

Comportamentos Exclusivamente Nao Lineares

@ Escape em tempo finito.

1
= a(t)= —0
2(t) = 7
= lim z(t) = —o0.
t—1
MATLAB Warning: Failure at t=9.999964e-01.

Unable to meet integration tolerances without reducing
the step size below the smallest value allowed
(1.776357e-15) at time t.

> In ode45 at 309

Um dos sinais do sistema diverge (vai para
+00) em um intervalo de tempo finito.
Por exemplo, isso também ocorre para
toda familia de sistemas © = cz™, ¢ > 0,
m > 1, com m impar, para toda condi¢do
inicial (0) # 0. Prove!

Leo Torres
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© _ Initial Condition
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05
t(s)

Finite Escape Time
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Comportamentos N3o Lineares

Comportamentos Exclusivamente Nao Lineares

@ Multiplas regides de atracao

{i: = 0,4z(1 —x — by), N

¥y = 0,6y(l —y—4x).

Exemplo paradigmatico de espécies x e y
em competi¢do.

Muiltiplos comportamentos em regime
permanente, dependendo da condigcdo
inicial. Neste exemplo, tem-se 2 pontos de
equilibrio estaveis: (0;1) ou (1;0).

Uma espécie prevalece sobre a outra,
dependendo da proximidade da condigdo

inicial a um ou outro ponto de equilibrio.

Leo Torres

Competing Species
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Comportamentos Nio Lineares

Comportamentos Exclusivamente Nao Lineares

o Oscilages n3o-periddicas sustentadas, com dependéncia sensivel as
condigdes iniciais: Caos.

& = 10(y — x),
y = x(28—2)—y, =
z = xzy-— %z.

“Qual seria a influéncia do bater de asas
de uma borboleta no Brasil em
tempestades em Nova York?”

Em outras palavras, sistemas cadticos sao

aqueles em que pequenas mudangas nas

condigdes iniciais conduzem a
comportamentos muito diferentes em um

Lorenz System: Chaotic Attractor
futuro ndo muito distante.
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Comportamentos N3o Lineares

Chaos: sensibilidade as condicGes iniciais

Exemplo: Sistema de Lorenz.

— o = [1;1;10]
7 = [1.01;1.01; 10]

—

0 5 10 15 20 25
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Existéncia e Unicidade de Solucdes

Existéncia e Unicidade de Solucdes |

Sob certas condigBes, hd uma e somente uma trajetdria (solugdo) para
um conjunto de equagdes diferenciais com uma determinada condi¢ao
inicial. Entretanto, tais condigGes nem sempre sdo satisfeitas. Por
exemplo, note que

tem 2 possiveis solu¢des, igualmente vélidas: z(t) =0, e z(t) = (%t)3/4.

1

Gréfico da fun¢do f(z) = /z. Note o
que lim,_,q %(I) — 00 e, portanto,
ndo é diferencidvel em x = 0, apesar
de ser uma fungdo continua.

Leo Torres FCNL: Introducdo



FCNL: Introducdo
Existéncia e Unicidade de Solucdes

Existéncia e Unicidade de Solucdes Il

Theorem (Existéncia e Unicidade Locais: Condi¢des Suficientes)

Seja f(t,z) uma funcdo continua por partes em t, parat € [to,t1], e
localmente Lipschitz em x. Ent3o existe algum valor real 6 > 0 tal que
a equagdo difirencial

z = f(t,l‘),

com x(tg) = xo, tem uma tnica solugdo no intervalo de tempo
t € [to,to + 9], em que to+ 9 < ;.

Continua por partes em t significa que hd um nidmero finito de
descontinuidades isoladas em f(t,z), para cada x fixado, e t € [to, t1].
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Existéncia e Unicidade de Solucdes

Existéncia e Unicidade de Solucdes Il

Theorem (Existéncia e Unicidade Globais: Condi¢des Suficientes)

Seja f(t,x) uma funcdo continua por partes em t, para t € [to,t1], e
globalmente Lipschitz em relacdo a x. Entdo a solugcdo da equagao
difirencial

z = f(taz)a

com z(tg) = xg, existe e é dnica no intervalo de tempo t € [to, t1].
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Existéncia e Unicidade de Solucdes

Existéncia e Unicidade de Solucdes IV

O que é a propriedade de ser “Lipschitz continua”?

@ Ser localmente Lispchitz em x significa que existe uma constante
L,,, com 0 < L, < oo (chamada constante de Lipschitz) tal que

Hf(t7ma)_f(taxb)||§ LJIY() ||xa_$b||7 v93117117\) S Br(élr())>Vt € [t07t1}7

sendo B,(zo) = {z € R"| |x — 20| < r}. Neste caso a constante
L, é um valor valido somente na vizinhanc¢a da condi¢do inicial,
vizinhanga esta definida pelo conjunto B,.(zg) (bola fechada de raio
r, centrada em ).

@ Ser globalmente Lipschitz em x significa que
||f(t7xa) - f(twrb)H S LHxa - l’b”, V(L‘a,lljb S R”7Vt S [t07t1]7

sendo 0 < L < oo a constante de Lipschitz valida Vz,,zy, € R™.
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Existéncia e Unicidade de Solucdes V

-

Br(xg) ={x e R"| ||z — x0|| < r}

By(z0) = {z € R" | [l — wol| <7}

Figura: Bolas aberta e fechada no plano Euclidiano. Estas definicdes podem ser
facilmente estendidas para R™ = espaco Euclidiano n-dimensional.
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Existéncia e Unicidade de Solucdes VI

Note que a propriedade de ser Lispchitz (localmente ou globalmente em
x) é muito importante para se ter garantias de existéncia e unicidade de
solugdes.

Algumas informag¢bes importantes sobre esse aspecto s3o:

@ Funcdo Localmente Lipschitz em relagdo a z: a desigualdade

1/ (t2a) = f(t0)l] < Lay |20 —

é satisfeita para valores em torno do ponto xq, para cada t e, por
isso, a constante de Lipschitz pode depender do ponto xy em
particular, mas n3o depende de ¢ (diz-se que é uniforme em relacdo
at).

@ Funcdo Lipschitz em um conjunto W C R™: a funcdo é
localmente Lipschitz para todo ponto zg € W, com
uma mesma constante L que n3o depende do ponto xy.

© Funcdo Globalmente Lipschitz: fun¢do Lipschitz no conjunto
W =R".
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Existéncia e Unicidade de Solucdes VII

Além disso, deve-se observar que:

@ Ser uma funcao continua é condicao necessaria para ser
localmente Lipschitz.

@ Ser uma funcao continua, e diferenciavel por partes, com
derivadas limitadas em todo o dominio, é condicao suficiente
para ser globalmente Lipschitz. No caso em que x € R", a norma da
matriz Jacobiana associada ao campo vetorial f(z) deve ser
limitada, isto é,

ofi Ofr ... Oh

oz, Oxo Ox .y,

Of2 2 ... f2
af 6:E1 612 8xn
— || = . . . < Q.
Ox . :

Ofn Ofn ... Ofn

oz, Oxzo Oxp,
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Exemplo de fungdo Lipschitz Continua n3o-diferencidvel (mas
diferencidvel por partes, com derivadas limitadas em cada parte):

()
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Existéncia e Unicidade de Solucdes IX

Theorem (Existéncia e Unicidade Globais: Condi¢des Suficientes usando

Conjuntos Compactos Invariantes)

Seja f(t,xz) uma fungcdo continua por partes em t, e localmente
Lipschitz em relacdo a x € D, em que D C R™. Seja W um subconjunto
compacto de D, tal que xg € W, e sabe-se, de alguma forma (veremos
como mais tarde), que todas as possiveis solucdes de

z= f(t,l‘), 1‘(t0) = Zo,

ndo podem deixar o conjunto W. Entdo existe uma dnica solugcdo que é
definida Vt > tg.
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Existéncia e Unicidade de Solucdes X

@ No contexto de um Espaco Euclidiano, compacto = limitado (existe
uma bola de raio finito que contém o conjunto) e fechado (os
pontos de fronteira, que formam a borda ou casca do conjunto,
pertencem ao conjunto).

@ Aqui se usou o resultado de poder se mostrar que f(t,x) é Lipschitz
no conjunto compacto W, se for localmente Lipschitzem D D W.
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[lustrando o Teorema...
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[lustrando o Teorema...
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[lustrando o Teorema...
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Uma maneira de se mostrar que o conjunto W n3o pode ser abandonado,
caso a trajetdria do sistema esteja em seu interior, é provar que 0s
vetores velocidade do campo vetorial sobre sua borda apontam para
dentro do conjunto fechado e limitado (compacto) W.
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Existéncia e Unicidade: Outra Abordagem

@ Pode-se estudar a existéncia das solu¢cdes de EDOs de uma maneira
alternativa, investigando a existéncia e evolu¢do no tempo de
limitantes superiores para as normas das solu¢des procuradas.

@ Se for possivel mostrar que a norma da solugdo é limitada durante
certo intervalo de tempo, mostra-se que a solucdo existe durante
esse intervalo de tempo.

@ Investigar a evolugdo do limitante superior da norma pode ser mais
facil do que investigar a evolug3do dos estados na EDO original, pois
esse limitante é um escalar, e pode-se fazer uso do chamado Lema
da Comparagao.
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O Lema da Comparacdo |

Lemma (Lema da Comparacio, versio simplificada)

Suponha que a varidvel escalar v(t) obedeca a seguinte EDO:
0= h(tw) <g(tw), telte,), YveW CR.

E a funcdo g(t,u) seja tal que se conheca a solucio de uma outra EDO
escalar

uw=g(tu), u(to) =up €W CR, wug>v(ty), tE€ [to,T),

em que g(t,u) é continua em t, e Lipschitz em W C R em relacdo a u,
sendo [tg,T) o intervalo maximal de existéncia da solucdo que n3o
abandona o conjunto W C R, i.e. u(t) € W, Vt € [ty,T).

Nesse caso, u(t) serd um limitante superior para v(t), ou seja:

u(t) <wu(t), Vte [t,T).
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O Lema da Comparacgdo |l
o Exemplo de utilizacao. Considere o sistema:
i=flr)=—(1+2%z, x(0)=x0cR. (2)

A solucdo existe e é tinica em algum intervalo [0,¢1), pois f(z) é
localmente Lipschitz em torno da condicdo inicial. Mas podemos
provar que a solugdo existe para todo ¢ > 0, apesar de f(x) ndo ser
globalmente Lipschitz:

v=1? = % =2 =222 — 221, — < -

0= —2u, u0)=up=(r0)*> = wu(t)=e ug.
E, pelo Lema da Comparagio, sabemos que v(t) < u(t). Portanto,
o) Sult) = PO <Ml = o) < el

e concluimos que a solugdo de (2) é definida e limitada V¢ > 0.
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Dependéncia Continua das Solucdes |

@ Uma vez que se tenha assegurada a existéncia e unicidade das
solugdes do sistema

= f(t,z,0); x(0) = wo;

em que 6 € RP s3o pardmetros constantes, pode-se investigar de que
forma as solugdes sdo alteradas devido a diferentes pardmetros e
condicdes iniciais.

@ Sob certas condi¢gdes, como mostrado no teorema a seguir, pequenas
alteragcbes nos pardmetros ou nas condi¢des iniciais tendem a
produzir pequenas alteracdes nas solugdes durante intervalos de
tempo finitos.
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Dependéncia Continua das Solucdes Il

Theorem (Dependéncia Continua dos Pardmetros e das Condigdes

Iniciais)

Seja f(t,z,0) uma funcdo continua em (t,x,0) e localmente Lipschitz em
relacio a x em [to,t1] x D x {||0 — 6o|| < ¢}, com D C R™ um conjunto
aberto e conexo, supondo uma constante de Lipschitz escolhida
independentemente dos valores de (t,0). Seja x(t,00,20) a solucdo de

z = f(t,x,00), com x(ty) = xg € D. Suponha que esta solucdo esteja
bem definida e pertenca a D para todo t € [tg, t1].

Entdo, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, para

2o — ol <6 e[| — b <,

existe uma dnica solugcdo x(t,0,%0) definida em [to,t1], com
x(to,0,20) = &g, que satisfaz

||$(t,0,i‘0) = x(t,@o,xo)H <€, Vt e [to,tl].
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Mais sobre o Lema da Comparacao |

e Em [Khalil, 2002] mostra-se o caso mais geral do Lema da
Comparagdo em que v(t) é uma fungdo continua, mas ndo precisa
ser uma func3o diferencidvel, i.e. ndo estd definida % em todo

ponto.
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@ A condi¢do a ser satisfeita no caso mais geral é que sua derivada
superior a direita, ou derivada de Dini superior a direita, deve ser tal
que Dto(t) < g(t,v(t)), sendo que

to(t) = limsu —U(t +9) —v(®)
b (t) B 15—)0"’p |: Y :| ’

~ lim - v(t+6) —v(t)
B l—>0 {5«,%;50 { 0 } } .

Se v(t) é uma fungdo diferencidvel, tem-se que

_dv

D*olt) = =

t=t*
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e Novamente, se formos capazes de obter a solu¢do de @ = g(t,u),
sendo que
Dtv < g(tw)

é satisfeita durante o intervalo de existéncia da solugdo u(t), entdo
ainda teremos
v(t) < ult).
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