ELTO072 — Introducao ao Controle
Automatico de Aeronaves
Bloco 4

Prof. Leo Torres

Abril, 2024

Prof. Leo Torres



Conteudo

Estabilidade Estatica

Estabilidade Dindmica
m Analise Linear Local
m Matriz de Sensibilidade Modal

Prof. Leo Torres



Section 1

Estabilidade Estatica




Section 2

Estabilidade Dinamica

Prof. Leo Torres



Estabilidade Dinamica |

m Para analisar a resposta dinamica da aeronave em torno de uma
condicao de equilibrio de voo, vamos considerar o modelo completo
de corpo rigido, porém desconsiderando as varidveis associadas as
posicoes Norte e Leste, e lembrando que a altitude h = —pp:

( )
= Usinf — Vsin¢cosd — W cos ¢ cosb,

= P+ Qtanfsin¢ + Rtanf cos ¢,

= (Qcos¢ — Rsin ¢,

= Q(sin¢)/(cos ) + R(cos ¢)/(cosb),

RV — QW + Fx/m,

= —RU+ PW + Fy/m,

= QU —-PV+F,/m,

= Jxz [Jx - Jy + JZ] PQ+

= [Ja (Jo = Jy) + JZ]) QR+ Jo My + Jiu My,
(J» — Jx) PR — Jx,(P? — R?) + My,

[Jx (Jx — Jy) + J2,] PQ+

_sz [Jx - L]y + Jz} QR + sz]\/[X + JXMZ.
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Estabilidade Dinamica |l

m Alternativamente, usando Vir, a e B ao invés de U,V e W:

( )
h =Vt (cosacossinf — sin B sin ¢ cos 6
—sinacos B cos ¢pcosb),
& = P+ Qtanfsin¢ + Rtan6 cos ¢,
6 = (Qcos¢ — Rsin ¢,
$ = Qsing)/(cos8) + R(cos¢)/(cosb),
Vr = % [Torop cos(a + ar) cos 8 — D] + g1,
& = [~Tpropsin(a + ar) — L] /(mVr cos B)+
_ g3/ (Vi cos ) + Qu / (cos B), )
B = [~Tprop cos(a + a)sin 8 — C| /(mVir)
' +92/(Vr) — Rw,
FP = sz [v]x - Jy + ']Z] PQ+
— [z (Jo = Jy) + JZ,] QR + JaMy + Jyz Mz,
JyQ = (J,— Jx) PR— Jxs(P? — R?) + My,
TR = [Jx(Jx—Jy) + JZ] PQ+
—Jxz [Ix — Jy + J2] QR + Jxz My + Jx M.
. J
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Visao Geral do Problema |

m Note que as equagdes (1), ou equivalentemente (2), quando
consideramos as expressdes das Forcas e Momentos (varidveis em
cor azul), discutidas anteriormente, podem ser representadas por
uma unica equagdo vetorial do modelo completo:

em que os estados (o vetor de estados) sdo:
Bi=[h 6 0 v UV W P Q R], ou
Bi=[h ¢ 06 v Vo a § P Q R],
e as entradas (varidveis manipuladas) s3o:

i=[6. 0 & 6] .
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Visao Geral do Problema Il
m Além disso, é usual representarmos os sinais medidos, que
posteriormente serdo usados pelos controladores automaticos em
malha fechada, como

Por exemplo, se formos capazes de medir a pressdo dindmica ¢ (e.g.
usando um Tubo de Pitot), a velocidade angular de rolamento P
(e.g. usando um girdmetro), e a deflexdo dos ailerons d,, entdo

T=1[n v ) eR

L 1
Yy = Hl(iL',’LL) = gp(h)v'l% = H1(£C1,£C5),
Y2 = HZ(:?vﬁ) =P= HQ(:EB)?
Y3 = H3(Z 1) = 6 = H3(us).
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Visao Geral do Problema IlI

m A presenca de Z no lado direito de (3) se deve a possivel
dependéncia das forcas e momentos aerodindmicos de & e 3, quando
se quer capturar fendmenos aerodindmicos transitorios.

m Para analisar a estabilidade dindmica da aeronave, vamos considerar
o comportamento dindmico em torno de condi¢des de equilibrio de
Voo, a partir de aproximacoes lineares.

Prof. Leo Torres



[ Jelolele]

Subsection 1

Analise Linear Local
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Condicao de Voo de Equilibrio |

m Por defini¢do, a Condigdo de Equilibrio de Voo (também
conhecida como condicdo de Trimagem) corresponde a uma situagio
em que, com as entradas mantidas constantes, as varidveis de estado
permanecem constantes, isto é, a partir de (3):

[ 0= F, (£°9,0,7°) ] (5)

em que
Z° é o vetor de estados constante da condi¢do de equilibrio.
%4 é o vetor de deflexdes de superficies e comando de tragcdo
constantes da condi¢do de equilibrio.
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Condicao de Voo de Equilibrio Il

m Note que (5) corresponde a resolucdo de um conjunto de equagdes
algébricas nao lineares, em que
1 eR" n=10,
% e R™, m =4,
e o nimero de equagdes € igual a n. Isto é, o nimero n + m de

varidveis a se determinar é maior do que o nimero n de equagdoes
que devem ser satisfeitas.
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Condicao de Voo de Equilibrio Il

m Portanto, o problema de encontrar uma condicdo de equilibrio pode
ter ou n3o uma soluc¢do, e se tiver solu¢do, podera haver infinitas
solugdes.

Para ver como isto é possivel fisicamente, considere as
situacoes-exemplo:

m Para uma mesma altitude, podemos ter um angulo de ataque maior
ou menor, com uma forgca propulsiva correspondente maior ou menor
para vencer o arrasto, dependendo da velocidade Vi, isto é, a
solucdo de (5) ndo é dnica.

m Para velocidade V1 = 0, e altitude h = 1km, pode n3o ser possivel
manter a aeronave nesta condi¢do de voo pairado (e.g. aeronave de
asas fixas, com forga propulsiva menor do que a forga peso). Neste
caso, portanto, n3o existiria solugdo para (5).
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Condicao de Voo de Equilibrio 1V

Do ponto de vista computacional, a solugdo de (5) pode ser buscada por

meio da resolu¢cdo de um Problema de Otimizacao, com restricdes de

igualdade e de desigualdade associadas a condicdo de equilibrio buscada:

(

(

F9,@°9) = arg min |[F. (&, 0, @)

T,
S.t.:  (e.g. voo reto e nivelado para altitude e velocidade escolhidas)
h = const.,
$=0, ,
—T <0< E, S < 5, < 5,
T <<, 6o " < ba < 631,
V1 = const., Ot < 6y < 6
—%<O¢<%, Ot < by < o
B =0,
P=0,Q=0,R=0.

~
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Condicao de Voo de Equilibrio V

O problema de otimizagdo apresentado no slide anterior pode ser
resolvido usando uma série de algoritmos diferentes [2, 3, 4, 5], vérios
deles implementados em pacotes de calculo numérico bem conhecidos,
como
= MATLAB:
W trim (Iink).
W findop (Iink).
m Steady State Manager.
m Python (Control Systems Library):
B find_eqpt (Iink).
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Condicao de Voo de Equilibrio VI

Uma vez determinada a condi¢do de equilibrio (£°4,%°%), a ela
corresponderd um conjunto de sinais medidos, que também serdo
constantes ao longo do tempo, dados por:
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Analise Linear Local |

m Suponha que tenha sido encontrada uma condicdo de equilibrio que
satisfaca (5).

m Para analisar a estabilidade dindmica da aeronave para pequenos
desvios desta condicdo, vamos definir varidveis “desvio da
condicao de equilibrio”:

4 4 —eq
0r =7 — %9,
0u =1 —u

)

de forma que, a evolugdo do desvio dos estados de sua condi¢do de
equilibrio pode ser investigada a partir de

%(55): i(f-f%):di” = 7.
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Analise Linear Local Il

m Portanto, a partir de (3), temos que

(6%) = F, <5§:‘ e, % (5%) , 5t + W) :

d
dt
e isto nos permite usar a expansdo em Série de Taylor da fung¢do

vetorial Fi.(+), truncando a mesma até os termos lineares, assumindo
que 60X e du sdo pequenos desvios, tal que

d
pr (0%) = F, (£°4,0,4°) +
OF, . OF,
0T +

o eq or

0u.

eq

ﬁ( ot

{ d 55)] + OF
eq
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Andlise Linear Local Il
m Portanto, a partir de (3), temos que

d . Sy meq Do oo

p (6%) = F, <5:c + 2% 7 (6%), 01 + ueq) ,
e isto nos permite usar a expansdo em Série de Taylor da fungdo
vetorial F(+), truncando a mesma até os termos lineares, assumindo
que 0% e O sdo pequenos desvios, tal que

d 0 (por definicao)

& (07) ~ Fo (59567 +

Fe L OF d . F. _
a_, 5z+6. — (67) +8T 0.
or eq OF |oq dt ou eq
— — —

A E B
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Analise Linear Local IV

m Consequentemente,

(1~ B) & (67) ~ A0¥ + B,
E
4 (o) ~ (B A) 57 + (B7'B) o
t —— ————

e tem-se um Modelo Linear e Invariante no Tempo para
descrever como o desvio da Condi¢do de Voo de Equilibrio evolui ao
longo do tempo:

d
= (68) ~ 40T + Bou (7)
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Analise Linear Local V

De forma semelhante, considerando os valores constantes de equilibrio
para os sinais medidos dados por (6), podemos escrever que

oy=y—yg
= H.(Z,

~ HAZ5T +

ﬁ)y,

5ii — .

eq

Portanto,

[ 5ij ~ C6% + Dol ] (8)
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Analise Linear Local VI

Algumas observagoes:

Note que se supds que a matriz £ = 1 — E seja invertivel. Isto é

razodvel para aeronaves, pois é comum ter-se E = (0, de modo que
FE~1.

As matrizes constantes obtidas anteriormente s3o dadas por:

OFc 1 OF. 1 OFc 1
oxq Oxo e ox.,
OF¢ 2 OFc 2 . OFc 2
8}::3 — A= 0%'1 Bo.vz aafn c R™X".
3x eq . . . .
OFcn  OFcn OFc,n
oxq TCEQ e Wn r=xed,i=1u°d
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Analise Linear Local VII

0F,
ou

Il
o]
Il

eq

OF.
oF

I
[es]
I

eq

aF‘c,l
ouy
OF. 2
Ouy

aFc,n
Ouy

6F‘c,l
Ot
OF¢ 2

01

6FC,7L
LA

8F‘c,l
Ous

OFc 2

Ous

OF¢ n
Ous

aF’c,l

5]
Oy

0o

aFc,n
0o

OF: 1

OUm
OF:,>
O

e R’ﬂ/xm

aFc,n

Oum d g=gzea

OFc 1
Otn,
OFc 2

Oin c Ran
aFc,n

Oty Jd g=Fea g=iea
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Analise Linear Local VIII

'8Hc,1 ch,l 8Hc,1‘
axl BIQ 6zn
OHc2  OHcp2 OHc >
ch —C = oz Oxa 0Ty
O |, : : :
OH¢ p OH¢ p OH: p
L Oz, Oz oxy, J
_8HC,1 ch,l 8HC,1‘
6U1 6u2 aum
OH¢ 2 OH_: 2 OH¢ 2
ch ouy Ous OUm
= = D =
ol eq : : :
OH¢ p OH: p OH: p
L Oup Ous Oy

€ RpPx™,
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Analise Linear Local IX

Todas as derivadas parciais necessdrias para se obter as matrizes A,
B, E, C e D s3o elas mesmas funcdes dos estados e das entradas,
mas estamos interessados somente nos seus valores especificamente
na Condicdo de Voo sob anilise, isto €, quando ¥ = ¥ e & = 4 °%.
Por isso as matrices s3o constantes.

B E possivel obter o Modelo Linear Local, formado por (7) e (8), por
meio de procedimentos numéricos que estimem as derivadas parciais
na condi¢cdo de equilibrio:

m No MATLAB, por exemplo, é possivel linearizar um sistema dindmico
n3o linear que esteja representado no ambiente Simulink, usando a
ferramenta “Model Linearizer”. Para saber mais sobre o algoritmo
usado pelo MATLAB, veja este artigo.

® Em Python, existe a biblioteca Python Control Systems Toolbox, que
contém a fungdo “linearize”.
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Modelo Linear Local: Resposta Temporal |

m A partir da equacdo (7), que descreve como os desvios da Condicdo
de Voo de Equilibrio evoluem aproximadamente ao longo do tempo,
sabemos que (verifique que esta é a solucdo da equacio):

t
SZ(t) ~ eMoE(0) + / AN B sE(r)dr,  t>0 (9)
0

em que 6Z(0) é o desvio inicial da Condig3o de Voo de Equilibrio, e
a matriz resultante da operacdo exponencial é dada por:

E

1

At 2,2
=1+ At+ A%+ 4+
¢ 2 k!

Abtk (10)
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Modelo Linear Local: Resposta Temporal Il

m Note que a exponencial de matriz acima é uma generalizacdo da
definicdo usual para uma varidvel escalar. Isto é, para At = at € R:

1 1
at:1+at+§a2t2+~~+gaktk+~-~

m De fato, a exponencial de matriz conta com as seguintes
propriedades “esperadas’ (cuidado, nem todas as propriedades sdo
tdo semelhantes):

eAt‘t:O — e(Onxn) — 1.

-1 — — —
[eAt} —e At<:>eAte At:e AteAt:]]“

G (@) = A+ A%t G AT = At =M AL

dt
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Modelo Linear Local: Resposta Temporal I

m A partir da expressdo (9), podemos determinar a evolugdo dos
desvios dos sinais medidos de seus valores de equilibrio, usando (8),
para todo ¢t > 0:

t
67 (t) = Ce'6z(0) + / Cer*T B §i(r)dr + Déa | (11)
0

Note que, considerando a resposta ao impulso para condicdes iniciais
nulas como H(t) = Ce* B 4+ Dégirac(t), a expressio acima
corresponde a

Sy(t) =~ CeST(0) + H(t) = dii(t),

em que * representa a operacao de convolucido de dois sinais.

Prof. Leo Torres



Analise de Estabilidade |

m Observe que o desvio §Z(t) em (9) pode convergir para um valor
constante ou divergir, dependendo das caracteristicas da matriz A,
devido a exponencial em (10):

m Se Ju(t) = 0, entdo
62(t) ~ e*'61(0),
e a exponencial determinard a convergéncia ou divergéncia da
resposta natural da aeronave a partir de desvios iniciais ndo nulos
da condi¢do de equilibrio: §Z(0) # 0.

m Se §Z(0) = 0 e du(t) é uma variacdo de amplitude limitada (e.g. um
degrau, ou um pulso), entdo

t
OE(t) ~ e [ / e*A*Baﬁ(T)dT] :
0

e a exponencial determinard a divergéncia ou convergéncia da
resposta forcada da aeronave.
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Analise de Estabilidade Il

m Para ver isto com mais clareza, vamos considerar um caso mais
simples em que a matriz A seja diagonalizdvel, isto é,

AV =VA & A=VAV

em que
® A matriz A é formada pelos autovalores de A:

)\1 0 0 0
0 X 0 --- 0

A=|0 0 X3 - 0 . MECi=1,2,...,n.
0 0 0 - A

m A matriz V tem como suas colunas os autovetores de A:

V:[171 Uy --- 1771], v, eC"i=1,2,...,n.
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Analise de Estabilidade 11l

m A equagdo AV = VA é equivalente a:

A1 0 0 0
0 X 0 0
Al B O] = [0 7] |0 0 A 01,
0 0 o0 An
[Aﬁl AUy - Aﬁn] = [)\1171 AoV - Angn] )

AT, = Nv;, i=1,2,...,m,

sendo a ultima expressdo uma consequéncia direta da definicdo de
autovalores \; e de seus correspondentes autovetores v;.
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[elelole]

Analise de Estabilidade IV

m Neste caso, ao assumirmos que é possivel encontrar um conjunto de
n autovetores L.I. (Linearmente Independentes), a matriz V ! existe
(pois V € R™*™ tem n colunas L.I.), e temos que

A=VAV
A2 =VAVTIWWAV L = VA2V L,
A= A2A=VANVIVAV I = VAV L,

AF = VARV L
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Analise de Estabilidade V

Portanto, a expressdo (10) da exponencial de matriz se torna

1
M =14+VAV!+ 5VA%&QV* + .-

=V

[ 1
]1+At+§A2t2+-~- v
feMt 0 o - 0
0 e 0 .. 0
0 0 e 0 |y-1,
0 0 0 e et

de forma que e* — 0 se todos os autovalores de A tiverem parte
real negativa (pois e*i* — 0 nesse caso, para cada \; € C). Se
algum autovalor tiver parte real positiva, |[e4t| — oc.
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Analise de Estabilidade VI

Embora esse seja um caso em particular, quando a matriz A é
diagonalizével (bastante comum, diga-se de passagem), é possivel
mostrar que a conclusdo abaixo é geral para todo caso:

m A Aeronave sera estavel, no sentido de que desvios dZ(t) dos
estados de sua Condi¢cdo de Equilibrio de Voo convergirdo para zero
quando §u(t) = 0, ou convergirdo para valores constantes para
desvios da entrada de equilibrio §4(t) # 0 limitados em amplitude,
se todos os autovalores da matriz A tiverem parte real
estritamente negativa.

m Se algum autovalor de A tiver parte real positiva, a Aeronave
sera instavel naquela Condi¢do de Voo de Equilibrio.
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Analise de Estabilidade VII

mE importante notar que, caso algum autovalor de A tenha parte
real zero, mesmo que todos os outros autovalores de A tenham
parte real negativa, a linearizacdo do comportamento dindmico da
Aeronave n3o sera suficiente para determinar a estabilidade da
Condi¢3o de Voo de Equilibrio, do ponto de vista tedrico.

Entretanto, em geral esse caso é tratado como uma situagdo tdo
indesejada quanto a de instabilidade garantida pela existéncia de um
autovalor com parte real positiva, tendo em vista a falta de garantia
de estabilidade para o comportamento linear local.
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Subsection 2

Matriz de Sensibilidade Modal




Autovalores: Modos de Resposta

m Note que a matriz de autovetores V' associada aos autovalores da
matriz A,

S - S n
Vz[vl Ug - vn}, v, €eC"i=1,2,...,n,

supondo que é possivel encontrar n autovetores L.l., pode ser usada
para se obter uma representacdo bastante interessante da dindmica
linear local:

ész%%@@,

- > o_ 1r—1lg¢=

(SJ?—VZ, 7=V 6% => %V_lAéf—l—V_lBéﬁ,
~V1AVZ+ V!B

Como A = diag{\1,)\a, ..., A} = VLAV, isto significa que

[ Z~AZ+ VBT } (12)
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Prova da expressao para a resposta de um SLIT |
Vamos mostrar que, se
d " L S
pr (0%) = AéZ + Bou, 6%(0) = 6Zy,
entao

t
OE(t) ~ eM0T + / AT B sa(r)dr,  t>0.
0

Para t = 0, veja que 6Z(0) = eA06%) = 164 = 6.

Considere que §Z(t) pode ser escrita como

t
OZ(t) ~ eMoTy + et / e ATBéd(r)dr,  t>0.
0
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Prova da expressao para a resposta de um SLIT Il

A partir da express3o anterior, a derivada temporal da resposta
satisfaz:

d t
- (07(1)) ~ Aet5zy + Aett / e 7B §i(r)dr
0

+ et [efAtB sa(t)],
~ AdE(t) + Bu(t).

E, portanto, a resposta apresentada é a solucdo da equagdo diferencial
% (0Z) = AdZ 4+ Bdi, com §Z(0) = 5.
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