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Section 1

O Modelo de Corpo Rigido




Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento |

Conforme visto anteriormente, o modelo de corpo rigido, ou de 6 graus
de liberdade, da aeronave, considerando as aproximacdes de Terra Plana

(Flat Earth), campo gravitacional constante, e distribuicdo de massa

constante, é dado por:

«tp _ frd
pcrn/tp - Ctp/frdvcm/tp7

® = H (2) wiig/up»

. frd _ ~ frd frd
vcm/tp - _wfrd/tpvcm/tp

. frd

\

+ iFfrd
m )

_ (rfrd\T1 [ ~frd frd, frd
wfrd/tp - (J ) |:_wfrd/tp (J wfrd/tp

)+Mfrd].

v

Este modelo representa um corpo rigido sujeito a uma forca externa

resultante F™ e a um momento externo resultante M9,
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento Il
As variaveis de estado deste modelo s3o:
m Posicao Norte, Leste e “-Altitude"do c.m.:

pzlfn/tp: [pN PE pD]T

[ Angulos de Euler:
T
P = [QS 0 1/)] .

m Velocidade de Translagdo do c.m. em relagdo a origem do
Referencial Fp, representada no Referencial Fgq:
o~ U v W],

cm/tp

m Velocidade Angular da aeronave em relagdo ao Referencial F,,
representada no Referencial Fyq:

Wil =[P @ B
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento |11

Expandindo as equag¢des vetoriais do modelo (1), temos:

pn = Ucosfcosy+
V(- cos ¢ sint) + sin ¢ sin 6 cos 1))+
W (sin ¢ sint + cos ¢ sinf cos 1),
pg = U-cosfsiny+ (2)
V' (cos ¢ cos 1) + sin ¢ sin 6 sin 1))+
W (— sin ¢ cos 1) + cos ¢ sin 0 sin )
pp = —Usinf+ Vsingcost + W cos¢cosb.
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento IV

) P + Qtanfsin ¢ + Rtan6 cos ¢,
0 = Qcos¢— Rsing, (3)
v o= Qg+ RIS
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento V

= RV -QW + I,
—RU + PW + 2, (4)
QU — PV + L=,

=<
|
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento VI

TP = Julh—Jy +J]PQ+
=4 (. = Jy) + JZ] QR + J, My + J; M,
J,Q = (J,— Jo) PR~ J(P?— R?) + M,, (5)
TR = [J(Jx—Jy)+ J2,] PQ+
_JXZ [Jx - Jy + JZ] QR + JXZ]\/IX + JXMZ
em que
T =J.J,—J2.
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Modelo de Corpo Rigido — Detalhamento VII

S3o as forcas e momentos externos resultantes que dependem, além das
varidveis de estado, de varidveis manipuladas pelo piloto ou pelo sistema
de controle automatico, tais como:

do: deflexdo do profundor.

0a: deflexdo dos ailerons.

0,: deflexdo do leme.

A J;: comando de tragdo (throttle).

H ...
m Forca Externa e Momento Externo Resultantes:
(6676d56r56t5 .. ) M (66754761‘)6(3) .. )
Ffrd = (6ea(sa56156ta .. ) 5 Mfrd == Al (5e 6‘135r35t7 . )
F, (0¢,04,0:,0t, - - .) JVI (0ey0a,0r,0¢, - - .)
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Section 2

Forcas e Momentos Externos
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O®000

Forcas Externas |

Note que
N

Zf;xt/i = .]F(;xt = -’T::frderda

i=1

e o vetor forca externa pode ser decomposto da seguinte maneira:

- = = —
fext = faero + fprop + fpeso-

Forga Forca
Aerodinamica Peso

For¢a

Propulsiva

Cada componente acima é mais facilmente representada em um
referencial especifico:

- - w - - frd - - "
faero = ]:WFaerm fprop = ]:frdF fpeso = ]:tPFpI;so'

prop’



O®000

Forcas Externas Il

m No caso da Forca Aerodinamica:

Resultant force

-D
w — p—
F aero ~ C
—L N
"k,
* Aerodynamic Center
sendo

D a forga de arrasto (Drag).
H C a forca lateral ou de vento cruzado (Crosswind).
L a forga de sustentagdo (Lift).
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O®000

Forcas Externas Il

m Para a forca propulsiva, considerando uma aeronave de asas fixas e
propulsdo contida no plano de simetria y = 0 do Referencial Fyq:

T
frd
Foiop=10
T,
sendo

Ty a componente z da forca propulsiva (Thrust).
T, a componente z da forca propulsiva. Frequentemente T, = 0.

Na figura acima, Tx = Tprop cos(ar) e T, = —Tprop sin(ar), onde

Torop = || forop |l




O®000

Forcas Externas IV

m Para a forga peso:

0
t
F pr()eso = 0
mgp
sendo

gp = 9,80665m/s”.
H m a massa total da aeronave (considerada constante em nosso
modelo simplificado).
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[ele] le]e]

Momentos Externos |

De forma similar a forca externa, o Momento Externo
N
v, v, 7 frd
E Mext/i = Mext = FaM
i=1

também pode ser decomposto como (a forca peso ndo produz qualquer
momento em rela¢do ao c.g.):

— — —

Mext = Maero + Mprop .

Momento Momento da
Aerodindmico Forga Propulsiva

Diferentemente do caso das componentes de forca, é usual representar
todos os momentos no mesmo Referencial do Corpo Fq:

— —

i frd g frd
Maero = ]:frdM Mprop = ]:frdM

aero’ prop*
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[ele] le]e]

Momentos Externos |l

m Para o Momento Aerodindmico, temos que:

Pitching Rolling Yawing
A7
/ ey |
<z
8 - 7
M = |m <T
aero — a ‘? 3
n oo
Lateral axis Longitudinal axis Vertical axis
sendo

£ o momento de rolamento (Rolling Moment).
ma 0 momento de arfagem (Pitching Moment).
n o momento de guinada (Yawing Moment).
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[ele] le]e]

Momentos Externos IlI

m Para o Momento devido a Forca Propulsiva, quando a linha de agdo
desta forca n3o passa pelo c.g., temos usualmente que:

Center of Lift

Balancing
Tail Load

frd
Mprop = |Mp Angle of Attack
n \N'\“d - l/ \Pitch up due
P “E\aﬁ“a rust Conter of to Thrust

Gravity

sendo

myp 0 momento de arfagem devido a forca propulsiva.
i n, o momento de guinada devido a forcas propulsivas assimétricas
P
em aeronaves com mais de um propulsor.




[ele] le]e]

Momentos Externos IV

Contabilizando as contribuicdes de todos os propulsores para o
Momento devido a For¢a Propulsiva, temos que

Nprop
=

Mprop = Z (Pprop,k — Tem) X fl;rop,k (6)
k=1

em que
Tprop,k € @ posi¢do associada ao k-ésimo propulsor, geralmente
expresso no Referencial Estrutural ]?est.
H f;mp,k é a forca exercida pelo k-ésimo propulsor, geralmente
expressa no Referencial do Corpo Fha.

s

E importante lembrar que

-1 0 O
Cfrd/est =10 1 0= C*est/frd-
0 -1
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Combinando Forca Aerodindmica e Momento Aerodinamico |

m Embora seja uma pratica comum representar as contribui¢des de
forcas separadamente, para cada aerofélio e para cada parte da
aeronave, no cdmputo total das forcas aerodindmicas, seguiremos o
livro-texto [6] e representaremos o efeito combinado como:

Forca Aerodindmica Resultante Total aplicada ao Centro de
Referéncia Aerodindmico (Aerodynamic Reference Point) — AeroRP.
H Momento Aerodindmico sobre a aeronave separado do momento
criado pela Forca Aerodindmica Resultante Total referenciada acima.
Desta maneira podemos escolher um ponto arbitrario, como ponto
de aplicacdo da Forca Aerodindmica Resultante Total, para ser o
Centro de Referéncia Aerodindmico.

Quando o c.g. coincide com o AeroRP, o Momento Resultante
Total é o Momento Aerodinamico.
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Combinando Forca Aerodindmica e Momento Aerodinamico Il

m Caso o c.g. n3o esteja sobre o AeroRP, entdo precisamos somar ao
Momento Aerodindmico a contribuicdo do momento originado pela
Forca Aerodindmica Resultante Total aplicada fora do c.g.

TAeroRP/cm = TAeroRP — Tem

frd _ frd ~frd frd
aero total — Maero + TAeroRP/crnFa‘ero' (7)
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Forcas e Momentos Aerodinamicos

m Conforme ja vimos, as componentes da Forca Aerodindmica e do
Momento Aerodindmico podem ser representadas como

W
Faero

Mfrd

aero

-D Cp
—-C| = —qSw Cco s
—L CL,
/ bCy
ma| = q@Sw |¢Cm |
n bC,,

em que a Pressdo Dindmica ¢ = %pVT2 depende da densidade do ar
p e da velocidade da aeronave em relacdo a atmosfera

Ve=VvU2+VZ4+ W2 S,

é a drea de referéncia da asa, b é a

envergadura da asa, e ¢ é a corda média da asa.
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Forcas e Momentos Aerodinamicos |1

m Os coeficientes aerodindmicos sdo na verdade fungdes multivaridveis
que comumente s3o representadas em Tabelas Aerodindmicas:

Cp = Cp(a,B8,M,h0, .. .),
CC = CC(aaﬂaMahvérv .. ')7
Cr, = Cr(a,8,M,h,0, . . .),

Co = Co(a,8,M 1,0, . . .),
Cm = Cm(aaﬁaMah750, . '),
Cpn = Ch(a,8,M,h,6, . ..),
em que M é o nimero de Mach, h é a altitude, e d., 6, e 6, sdo

deflexdes de profundor, aileron e leme, respectivamente (a titulo de
exemplo).
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Section 3

Equacoes de Translacao no
Referencial do Vento
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Usando Vr, a e 3, ao invés de U, V.1V |

m As componentes U, V e W da velocidade de Translagdo do c.m. em
relacdo ao solo, quando n3ao ha movimentos da atmosfera em

relacdo ao solo (ventos), sio também as componentes do vento
relativo neste caso:

frd

Vem/tp = Cfrd/w (avﬁ) U(V;Vm/tpa
U cacff —casf —sa| |Vr
V9= s8 cf 0 01,
w sacf —sasf ca 0

e, portanto,

U = Vrcosacos 3
V =Vrsin g (8)
W = Vrsinacos 8
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Usando Vr, a e 3, ao invés de U,V,IV Il

m Por outro lado,

Vr=vVU24+V2Z2+ W2

a = atan2 (W, U)

[ = asen (“/i)
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Usando Vr, a e 3, ao invés de U, V.1V 1l

m De fato, podemos obter diretamente a evolu¢do das varidveis Vr, «
e B, ao invés das componentes U, V e W, observando que

,Ufrd

cm/tp — Cfrd/wv

cm/tp?

e considerando a dindmica de translag3o:

. frd _ ~ frd frd 1 frd
vcm/tp - wfrd/tp cm/tp + EF ’
d -t 1
_ rd frd = gofrd
dt <Cfrd/wvcm/tp) - wfrd/tp cm/tp + mF ’
- w o W _ ~ frd frd 1 frd
Cfrd/wvcm/tp + Cfrd/wvcm/tp - wfrd/tpvcm/tp +—F.
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Usando Vr, o e 3, ao invés de U,V.IV IV

Multiplicando a esquerda a equagdo anterior por Cy, /q, temos que:

: w . W _ ~frd frd
C(w/ﬁrdCyfrd/w'ucm/tp + vcm/t;p - - w/frdwfrd/tpvcm/tp

1
+ 7cw/frderda
m

~ . ~ frd
wx/frdtvzvm/tp + Uzvm/tp == (Cw/frdwfrd/tpcfrd/w) ”va/tp
1
+—F",
m
O /traVem/tp T Vem/tp = ~@hd/tpVom/tp T EFW, (10)

onde se usou o fato de que Cw/frdCfrd/w = Qy/frd.
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Usando V1, a e 3, ao invés de UV.IW V

Por outro lado, pode-se mostrar que

—dasin g
C’W/frdcvflrd/w = G)X/frd = wg/frd = |-« (EOS ﬁ s
Vi
’bzvm/tp = 0 )
e, portanto,
Vi
&')X/frdv‘cﬂm/tp + ’bzvm/tp = ﬁVT : (11)
&V cos B8
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Usando Vr, a e 3, ao invés de U, V.1V VI

Considere também que

w _ frd
Wed/tp — Cw/frd (Ol,ﬂ) Wird/tp>
w _ frd
wfrd/tp - CZaﬁ C}H—Ot wfrd/tp’
P, cacS sf  sacS P

vii = [—casB cB -—sasf| |Q] . (12)
R, —s 0 cx R
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Usando Vr, a e 3, ao invés de U,V.IV VII

Em relacdo a Forca Externa, temos que

FY"=F,  + Cw/frngi)p + Cw/frdcfrd/thgéso’

—D] Tprop cos(a + ar) cos mgi
FV = |-C| 4 |-Tpopcos(a+ar)sin 8| + |mga|, (13)
—L| —Tprop sin(a + ar) mgs
em que
(91 0
g2 | = Oz,,B C ] Ox,¢ C. ,0 0
193 gp
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Usando Vr, o e 3, ao invés de U,V,IV VI

Substituindo as expressdes (13), (12), (11) em (10), temos um

conjunto alternativo ao das equacdes (4):

7

. 1
VT = a [Tprop COS(O& + aT) COSﬂ o D] + 9
. 1
B = i [FTorop cos(a + ar) sin § = C
g2
22 _R
+ Vi W
. 1 1
&= reosf |~ Toropsin(a +ar) — L]

L9 Qw
Vrcosf  cosf
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