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Section 1

Referenciais e Matrizes de Rotacao
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Referenciais em Engenharia Aeroespacial

m Como vimos anteriormente, hd um nimero significativo de
referenciais usados em Engenharia Aeroespacial. Alguns deles s3o:
ECI (Earth-Centered-Inertial),
ECEF (Earth-Centered Earth-Fixed),
NED (North-East-Down) e seus derivados: TP (Tangent Plane) e
LVLH (Local-Vertical Local-Horizontal),
@ FRD (Forward-Right-Down),
B W (Wind),
[@ S (Stability), e
RE (Referencial Estrutural).

m Essa profusdo de referenciais se deve a facilidade de se representar
certas grandezas vetoriais (posicdo, velocidade, aceleracdo, forcas e
momentos) em um dado referencial especifico.

m Entretanto, precisamos saber representar a mesma grandeza vetorial
em qualquer referencial para sermos capazes de relaciond-las.
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Usando Diferentes Referenciais

Aqui vemos dois possiveis referenciais
ortonormais, com a mesma origem, que
podem ser usados para descrever o mesmo

vetor 7
i} B} B} B} s R YA }
U= Ux ATA + Uy AYA + Uz, AZA, U
U = vx,BTB + VyBYB + Uz, BZB, gn
de modo que podemos definir
v v Z
A x,A B x,B Ta
vE = vyals U= | UyB | Za
Uz, A Uz,B ZA

como as representacdes de U nos
referenciais A e B, respectivamente.
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Usando Diferentes Referenciais

Vamos definir “vetrizes”, i.e. matrizes de
vetores [1]:

Fa=[Ta ¥a Za],

~ U Ya
= — — B
Fe=[%s s 78], Y )
de modo que podemos dizer, de forma s
compacta, que
. Ux, A
- ]_- A _ = — — f
UV=J AV = |TA YA ZA Uy A | A
Uz,A - ZB
ZA
Ux,B
— = B = - o
v = ]:B’U = [:L’B yB ZB] Uy, B
Uz,B
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM |

m Para relacionar as diferentes representacdes v e v" do mesmo

vetor ¥, note que cada vetor em Fp pode ser representado por uma
combinacdo linear de vetores em F 4, isto é:

T = Cyx x,a/BTA + Cxya/BYA + Cx z,A/BZA,
Ui = Cyx,a/BTA + Cyya/BYa + Cyza/BZA,
7 = Cpxa/BTA + Coya/BYa + Cppn/BZa.

em que os coeficientes C; ; A/p, com i,j € {x,y,z}, devem ser
determinados para indicar como FB pode ser representada por Fa.
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM Il

m Como os vetores que formam F 5 sdo ortogonais e tém norma
unitdria, conseguimos encontrar qualquer um dos coeficientes acima
usando um produto interno apropriado. Por exemplo:

Cyun/B = 2805 = ZA [Cyxn/BTa + Cyya/pia + Cyua/pZal
0 0 1

= Cy,x,A/B 2T A +C ,y,A/BM +C ,z,A/B% ’

IZallllgnll co8(824,45) = co8(024 um)-

Note que isto pode ser feito para se encontrar todos os coeficientes
Cija/B, com i,j € {x,y,z}. Portanto, todos os coeficientes sao

cossenos de dngulos entre um vetor do referencial F o e outro vetor
do referencial Fg.
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM Il

m De forma compacta, temos que:

ST = ST — ST =
[LUB YB ZB]Z[xA YA ] YaTB YAYB YAZB
=T = ST = ST =
Iy N ZA LB z B ZA 2B
Fr Fa A AY A

Matriz de Cossenos Diretores: C4/p

Note que podemos fazer a seguinte definicdo de “produto interno
para vetrizes":

ST = =T ST - T
—T = —T — —T - _ —T — — - _ BT T
UrTs UAUs Uaze| = |UA| [Ts U ZB] = FaFs,
ST = ST - ST = ST
e, portanto,
P =Fa (FiFs).
——
Ca/B
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM IV

m Como resultado desta andlise, vemos que

.7'-A’UA

*]

Falo

e, portanto,

com

Ca/p

Ca/B

_cos(chA o5)

= FpoP =  Favt =Fa (foB) B,
i B
=Fa[Ca/pv”],
ot = CA/B'UB
=T - =T — —T - _ BT £
yArmB y[_?_yB yl_lx_ZB = FAFsB,

o8(0y 5 ,25)
COS(GZIA ,ZB
08(0:4,2)

COS(OQCA,ZIB)
o8Oy, s )
cos(0: 5 ,y5)

(9yA o)
08(0z5 25

ZA,TB
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM V

m E também interessante notar que, seguindo nossa definicdo de
“produto interno de vetrizes”, por causa do carater ortonormal dos

nossos referenciais temos que:

L f;:Tc’A f;ng ;E’;ZA 1 0 0
FaFaA= |ypZ YalUa YpaZa| =1=1({0 1 0],
ZZ:T:A Z’X@}’A ZXZA 0 0 1

de forma que outra deducdo possivel para a matriz de transformacio
Ca/B da representagdo no referencial g para a representagdao no

referencial F 5 é:

<y

=]:A’UA=]:B’UB,
ST = A T = B
fA.FAU :.FA.FB’U s

’UAZCA/B’UB, CA/B:]}I]?B~
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM VI

m Além disso, seguindo os mesmos passos anteriores, mas trocando os
papéis dos referenciais, e lembrando que o produto interno é
comutativo (e.g. 7, #a = A7), é claro que

ST =
Cg/a = FpFa,
zT 5 -y 2T
TpTA TpYA TprRA
_ —T = —T — —T =
= y]%xA y}%yA y]%ZA )
ZpTA  ZpYA ZpRA

= (Casp) "

m [sto significa que, conhecida a Matriz de Cossenos Diretores C'y,
basta tomar a sua transposta para se obter Cg /4.
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[e]e]e] lelelelele}

Matriz de Cossenos Diretores — DCM VII

m Ao mesmo tempo, para todos os vetores coluna v, v®, que

representam o mesmo vetor ¥ em diferentes referenciais, tem-se que
A B
v = CA/B'U ,
A
=Cas (Cp/av®) = CapCi/a =1,

e, portanto,
-1 T
A/B T Cp/a = Cyp-

Isto é, toda DCM tem uma inversa, e esta inversa é muito
facilmente obtida como sendo a matriz transposta da DCM.
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Matrizes de Transformacao: Interpretacao

Uma outra interpretacdo muito interessante para cada coluna de uma
Matriz de Cossenos Diretores:

Cp/a = |UpTAa Up¥r UgZa
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Matrizes de Transformacao: Interpretacao

Uma outra interpretacdo muito interessante para cada coluna de uma
Matriz de Cossenos Diretores:

Cp/a = |[UgTA| Up¥a UgZa
ST T o ST o
ZB TA Zp YA Zp ZA

Projecdo de Z's na
base F .

Prof. Leo Torres



Matrizes de Transformacao: Interpretacao

Uma outra interpretacdo muito interessante para cada coluna de uma
Matriz de Cossenos Diretores:

Cp/a = |[UgTA| |Ug¥a| UgZa
ST T o ST o
ZB TA Zp YA Zp ZA

Projegéo de T na
base 7. Projegdo de 7o na
base F .
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[e]efe]e] Teolelele}

Matrizes de Transformacao: Interpretacao

Uma outra interpretacdo muito interessante para cada coluna de uma
Matriz de Cossenos Diretores:

_ |77 —T =T

Cp/a = |[UgTA| |Ug¥a| |Us 2
ST T o ST

ZpTA| |FBYA| | 7B *A

Projecdo de Z's na
base F. Projecdo de ya na
base F. Projecdo de Z; na
base F.
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O0000@®000

Matrizes de Rotacao |

m As matrizes de transformacdo entre referenciais ortonormais s3o, de
fato, Matrizes de Rotacao, pois os vetores dos referenciais mantém
entre si angulos de 90° e as orientagdes relativas. Portanto, a Unica
transformacgdo possivel é uma rota¢do em torno de algum eixo.

m Além disso, como todos os vetores de ambas as bases F 5 e Fg tém
norma unitdria, note que a norma de um vetor qualquer 7, ndo
importa em que referencial ele foi representado, continua a mesma:

- 2 - T/
= - () (7).
T 27 2 T
:'UA ]_'X]:A,UA:,UA 'UA: H'UA||2
- 2 - T/
1 [ = (P (o).

= o8 FLFpoB =B B = H'UBHQ.
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Matrizes de Rotacao Il

m Outra forma de se ver isso é:

[oP]* = [|Ca/av™|",
= ’UATCE/ACB/A]?L
AT A
=v" lv",
[0 = [lo*[)"-




Matrizes de Rotacao Il

m De fato, toda Matriz de Rotagdo R é tal que:

R'"R=RR" =1,
det{R} = +1.
m Matrizes que tém as propriedades acima pertencem ao Grupo
Especial de Matrizes Ortogonais no espaco tridimensional,

comumente denotado por SO(3). Isto é, se R é uma matriz de
rotacdo, entdo R € SO(3).
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O0000@®000

Matrizes de Rotacao IV

m A palavra grupo tem um significado preciso em Matematica.
Trata-se de um conjunto de elementos que:

Quando combinados usando uma operagdo bindria (multiplicagdo de
matrizes) produz um novo elemento do mesmo conjunto:

Ri,Rs € SO(3), entdo R1R2 = Ri2 = R{3R1> = (R1R2)TR1R2 =
R; R{ RiRy = Ry Ry = 1.

det{Ri2} = det{R1R2} = det{R1} det{R2} = +1. Portanto

Ri2 € SO(3).

Existe um elemento neutro da operacdo bindria: 1 € SO(3).

Para todo elemento do grupo, existe um elemento inverso, isto é, se
R € SO(3), existe Rinv € SO(3) tal que RRiny = RinvR = 1.
Sabemos que Ripy = RT, e que R' € SO(3).

ﬂ Associatividade: Rl, Rz, Rs S 50(3) Rl (RzRg) = (Rle)Rg.

Prof. Leo Torres



Matrizes de Rotacao Padrao |

m Em Engenharia Aerospacial é comum utilizarmos um conjunto de
transformacgdes padrdo de rotac3o.

m Rotacdo em torno do eixo Z de 9 radianos:

cos(¢)  sin(y) 0
Cp/a =Cpy = |—sin(y) cos(y) 0
0 0 1
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Matrizes de Rotacao Padrao II

m Rota¢do em torno do eixo Y de 6 radianos:

cos(d) 0 —sin(d)
CB/A =Cyp = 0 1 0
sin(d) 0 cos(#)
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Matrizes de Rotacao Padrao IlI

m Rotag¢do em torno do eixo X de ¢ radianos:

1 0 0
Cp/a = Cxp= |0 cos(¢) sin(¢)
0 —sin(¢) cos()
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Matriz de Rotacgao tp — frd |

A partir dos trés angulos de Euler definidos anteriormente, a Matriz de
Rotac3o para a transformacdo de representacdes de vetores no referencial
Fp para o referencial do corpo Fq é dada por

Ofrd/tp((bvoa'l/)) = CX,¢C agCZﬂ/”

em que, por convengdo, consideramos ¢ € (—m,x], 0 € [—7/2,7/2] e
¢ € (—m,ml:

clcyp cOsp —s0
Crrayip(#,0,9) = | —cogsyp +sgsicyy)  coep +sgsOsty  sped (1)
spsy) + cpsfcyp  —sopc + copsfsy  copch

As fungdes “seno” e ‘“cosseno” foram abreviadas pelas letras “c” e “s”, respectivamente.
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Matriz de Rotagao tp — frd Il

m Note que, a despeito da complexidade aparente da matriz Ctq /p,
como Cgaytp € SO(3), sua inversa é simples de ser calculada:
—1 _ _ T
Cfrd/tp - Ctp/frd - Cvfrd/tp'
m Além disso, dada a Matriz de Rotagdo Cfq /¢, Sempre podemos
calcular os angulos de Euler a partir de seus elementos:

¢ = atan2(cas3,c33),
0 = —asen(c13), (2)
¥ = atan2(ci2,c11)-

em que c;; é o elemento (i,j) da matriz Cq tp.-

Prof. Leo Torres



Matriz de Rotagcdo w — frd

Usando as transformagdes de rotacdo padrdo, mas agora considerando as
transformagdes necessarias para se obter o referencial F, a partir do
referencial Fq, vemos que

T
Cfrd/w(aaﬁ) = (CZ,BC}’,(—OL)) =C, ,aCz,(—B)a

cacfB —casf —sa

Cfrd/w(aaﬂ) = SB CB 0 (3)

sacf —sasf ca

As fungdes “seno” e “cosseno” foram abreviadas pelas letras “c” e “s”, respectivamente.
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Section 2

Cinematica de Corpos Rigidos
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(o] lelele]e}

Derivadas Temporais de Vetores |

m Considere o vetor 9(t), representado em um referencial Fi:
(1) = vk B(O)TB(t) + vy ()7 (E) + v,B(E) 7 (1)-

m A derivada temporal de um vetor 7(f) é outro vetor #/(t), que é
definido por

e, evidentemente, isso nos leva a concluir que

U(t) = 0y p(8) s + g8 ()75 + 0,8(t) 73
+ vx B( ) ( ) + vy B (t)?jB(t) + vz,B(t)gB(t)’

onde est3o incluidas as possiveis mudangas de dire¢do (jd que as
magnitudes sdo constantes) dos vetores diretores do referencial Fp.
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(o] lelele]e}

Derivadas Temporais de Vetores Il

m Assim, vemos que hd duas possibilidades para se considerar:

Derivada temporal vista do referencial F g, onde os vetores g, Ui e
Zp sdo constantes, e sé a parte relativa as variagles das
componentes de v® importam:

B . _ . = . = =
U(t) = 0x,B(t)TB + Uy,8(t)Us + U,B()Z8 = Fpob.

Derivada temporal vista de outro referencial F A, em relagdo ao qual
a orientac3o espacial do referencial g estd mudando ao longo do
tempo:

AL . _, . ~ . =
U(t) = 0x,B(t)TB + Vy,B(t)yB + Us,B(t)ZB

+ v B ()5 (£) + vy ()75 () + vap(t) 75 (1),

A -
2= B = B
=Fsv + Fpv .
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(o] lelele]e}

Derivadas Temporais de Vetores lll

A -
m Mas qual o resultado de se calcular Fg?
Para entender isto, considere que cada vetor diretor em Fr pode
mudar apenas sua orienta¢ao em relacdo a Fa a0 longo do tempo,
ndo sua magnitude. Além disso, 7', yp e Zp mantém a
ortogonalidade entre si durante todo o tempo, pois estdo
rigidamente ligados entre si formando um triedro direito. Portanto:

Tp = dp/a X Tp,

Y = @p/A X b,

Zp = Dp/a X 7,
em que, por definicdo, &g, € o vetor velocidade angular do
referencial fB em relacdo ao referencial fA. De forma compacta:

A - 5
Fp = wB/A X FB.
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(o] lelele]e}

Derivadas Temporais de Vetores IV

m Note que a forma compacta faz sentido, pois:

A ., . . .
]:B’UB = Ux,B (t)fB (t) + vy B (t)gB (t) + V2,8 (t)ZB (t),
= vx,B(t) (Fp/a X T8) + vyB(t) (Fp/a X 75) +
+vz,B(t) (C‘_})B/A X ZB) )

= dp/a X [0xB(O)75(1) + vy ()75 (1) +v,5(1) (1),
A - N
.FB’UB = QB/A X FBUB.
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(o] lelele]e}

Derivadas Temporais de Vetores V

m Combinando este resultado com os anteriores, temos que

i) *

1
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(ele] lelele}

Teorema do Transporte |

Theorem (Teorema do Transporte)

A derivada temporal de um vetor v como vista de um referencial F A,
A-
representada por U(t), é dada por:

3(t) = Pi(t) + B ya x 5(1) (4)

B Ve - — - .
em que v(t) € a derivada temporal do vetor v como vista do referencial
Fp ed B/A € o vetor velocidade angular do refencial Fpem relacdo ao
referencial F A-

m E importante notar que a equagdo (4) é uma equagdo vetorial, em
que os vetores ndo estdo representados em nenhum referencial em
particular, apesar de os referenciais Fa e Fp serem mencionados.
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(ele] lelele}

Teorema do Transporte Il

m Para operacionalizar a equagdo (4), precisamos representar todas as
grandezas vetoriais em um unico referencial. Usando a
distributividade do produto vetorial e da soma de vetores, podemos
escrever que:

U(t) = Fpo® + dp/a x FpoP,

- | .5
=FB |0 +wg/A><'vB
~—_—

A,
HB
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(ele] lelele}

Teorema do Transporte Il

m Portanto, com todos os vetores representados no referencial Fg,
temos finalmente que:

BB = 6B+ wB , x oP (5)

em que Ai;B é a representacdo, no referencial .fB, da derivada
temporal do vetor 7(£), como vista a partir do referencial F 5; e
WE/A ¢ a representacdo no referencial ]?B da velocidade angular do
referencial JEB em relacdo ao referencial ]:"A.

, . .B B.p . , B - N -
Além disso, note que ¥~ = ¥, isto é, ¥~ € igual a representacio,
no referencial fB, da derivada temporal do vetor ¢ como vista a
partir do mesmo referencial Fb.
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(ele] lelele}

Teorema do Transporte IV

m A importancia da expressdo (5) para nds é que com ela seremos
capazes de calcular a derivada temporal da velocidade da aeronave
em relacdo a um referencial inercial fA, e todas as grandezas
estardo representadas no referencial do corpo ]:"B (que n3o é
inercial).
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A Matriz Produto Vetorial |

m Considere dois vetores @ e b, e a operacdo “produto vetorial” entre

axb= (fBaB) X (]?BbB) =Fgp (aB X bB).

eles:

m Note que:

al x b® =

aP x b® =

ayx by ayb, — a,by
ay| X |by| = | azbx — axb,
a, b, axby — ayby
0 —a, ay by
a, 0 —ax| |by| =a"b".
—ay Gy 0 b,
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000800

A Matriz Produto Vetorial Il

m Portanto, podemos definir uma operagdo que cria, a partir da
representacido v® de um vetor, a chamada Matriz Produto
Vetorial:

e 0 Uz Uy
vB = Uy = 8= | v, 0 —uy (6)
Uy, —vy Uy 0
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A Matriz Produto Vetorial Ill
m Observe que a matrix ot é anti-simétrica, isto é,

T
B = _ (513) 7

e que, naturalmente,
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000800

A Matriz Produto Vetorial IV

m Além disso,
aP x b® = CB/A (aA X bA) )
a” b® = Cp aa’ b*,
a® b® = Cg/aaCap b,

e, portanto,

[ a® = Cpa @" Cfy ] (7)
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000800

A Matriz Produto Vetorial V

m Observe que, usando (6), podemos reescrever (5) usando apenas
operacdes usuais (soma e produto) de matrizes e vetores:

A.B_.B, ~B _B
vV =0 +wB/A'U s

em que
P 0 -R @

wpa=|Q| — @pa=|R 0 -P

-Q P 0
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000080

Cinematica de Rotacdo: Matriz de Rotacao |

m Considere um vetor qualquer ¥ fixo/constante no referencial 75 —

referencial este que gira em relacdo a um referencial F 5. Sabemos
que:

U=Fpvh=Fpo® = ovt= CA/B'UB.
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000080

Cinematica de Rotacdo: Matriz de Rotacao Il

m Portanto, considerando apenas as representacdes do vetor nos
diferentes referenciais, vemos que

0
’l')AZCA/B’UB-i-CA/B}l?B( ZOA/B’UB. (8)

m Ao mesmo tempo, usando a expressdo (5) referente ao Teorema do
Transporte,

% = Ca/m <A1'7B) ;

0
'[)A:CA/B ,’bj +wg/AX’UB

] (9)
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Cinematica de Rotacdo: Matriz de Rotacao IlI

m Comparando (8) e (9), e usando a Matriz Produto Vetorial, vemos
que

(CA/B) v = (CA/B‘Z’E/A) vP,
para qualquer vetor constante v®. Portanto:
Casp = Ca/@p)a-

m Por outro lado, transpondo as matrizes na equagdo acima:

C/I/B = (CA/B‘I’E/A)T = (‘:’E/A>T O/I/B = _‘:’E/ACB/A-
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Cinematica de Rotacdo: Matriz de Rotacao IV

m Lembrando que C"Z/B = C’B/A, finalmente podemos escrever que

[ Cp/a = —@p/aCB/A ] (10)

e esta equagdo mostra como os 9 elementos da matriz de rotagdo
Cg/a mudam ao longo do tempo, dependendo da velocidade

angular do refencial F em relacdo ao referencial F .
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Cinematica de Rotacao: Angulos de Euler |

m Alternativamente a expressdo (10), representando
9 equagdes diferenciais (pois Cg /s tem 9 elementos), podemos
relacionar a mudanga de orienta¢do espacial de um corpo rigido ao
longo do tempo, devido a sua velocidade angular ndo nula, com as
derivadas temporais dos angulos de Euler.
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00000e

Cinematica de Rotacao: Angulos de Euler Il

m As contribuicoes de cada uma das variagcoes ¢ 0 e 1[1 para a
velocidade angular do referencial Fp em relacdo ao referencial Fa,
ocorrem em diferentes referenciais intermedidrios associados a
sequéncia de rotacdes necessdrias para se obter fB a partir de Fa:

P & 0 0
wg/A =|Q| =10 +Cxe |0| +Cx6Cyo 0 R
R 0 0 (U

onde as transformag¢bes padrdo foram utilizadas seguindo a
sequéncia 3-2-1: Cg/p = Cx 43Cy 0C, y-
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00000e

Cinematica de Rotacao: Angulos de Euler 11l

m A equagdo anterior pode ser reescrita como

P 10 —siné ¢
Q| =10 cos¢ singcosf| = |0],
R 0 —sin¢ cos¢cosf ¥

e, no caso em que cosf # 0, a relacdo acima pode ser invertida, de
forma que

é 1 singtanf cos¢tand| [P

6| =10 cos ¢ —sinf Q (11)
i in ¢ ¢

(U 0 cos 0 cos 0 R
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Cinematica de Rotacao: Angulos de Euler IV

m Definindo @ =[¢ 6 o
forma compacta como

T - . .
] , @ equacdo acima pode ser reescrita de

[ b = H ()W), ] (12)

onde
1 sin¢gtand cos¢tand
H(®)= |0 cos ¢ —sind
0 sin ¢ cos ¢
cos 6 cos 6

Desta maneira, enquanto a condigdo cosf # 0 se mantiver
verdadeira, podemos representar a evolucdo da orientagdo espacial
do corpo rigido usando apenas 3 equacgdes diferenciais.
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Section 3

Dinamica de Corpos Rigidos
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Centro de Massa |

Quando investigamos um corpo composto por muitos pontos materiais,
um conceito muito til é o de posicao do centro de massa:

. m17?1 +m27?2++mN'FN
Tem = = g myTy ,
mp+mg+---+my " Miotal

onde m; é a massa do i-ésimo ponto material, e 7; é a sua posicdo.

Definindo 7 /¢y = 75 — Tem, vemos que

N N N
E MT; fem = E m;T; — E m; | Tem = 0.
=1 i=1 i=1

Mtotal
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Centro de Massa Il

De forma similar, calculando as derivadas das posi¢cdes dos pontos
materiais, vistas de um Referencial Inercial F 5, tem-se que a velocidade
do centro de massa é dada por

Ard
[E (Tcm):| = Ucm = Zm Vi |,

mtotal i—1

—

- A o N N
com #; =" [4 ()], e, consequentemente, cOMO T e = ¥; — Ve,

N
E MU jem = 0.
i=1
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Momento Linear Total |

O conceito de Centro de Massa (c.m.) é instrumental para a aplicagdo
das Leis de Newton.

Considere o Momento Linear Total de um conjunto de pontos materiais,
com respeito a um Referencial Inercial, definido por

N N
Liotal = E 4 = E MUy,

i=1 i=1

N

= Zmi ('(7cm + ﬁi/cm) )

i=1

iVi/em = MtotalUcm-

N N
= E m; 77cm + E
=1 3
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Momento Linear Total Il

Usando a 22 lei de Newton, a derivada temporal do Momento Linear
Total como vista de um Referencial Inercial F 5 é dada por

AL;Z (Et‘)m)] B gA[dt ( )] wa

onde ﬁ é a for¢a resultante, aplicada em cada i-ésimo ponto material, e
que pode ser escrita como a contribuicdo das forcas internas impostas
por outros pontos materiais, e possivelmente de uma forca externa
aplicada aquele elemento de massa, tal que

f;: ﬁ/,+ﬁ/z++fN/l + fT;Xt/i
——

Forgas internas agindo no ponto material ¢ Forga Externa
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Momento Linear Total Il

a |a; g . g .
Da 37. lei de Newton, sabemos que a forca f;/; que o j-ésimo ponto
material exerce sobre a i-ésima particula é tal que

fipi=—Fis;-

Portanto, na derivada temporal do Momento Linear Total, a contribuicdo
das forgas internas desaparece:

A d /- N . . B N )
[E(ftoml)}:Zfi:“.—i_f/i—’_”'—i_f/j+"':Zfext/iu
i=1 i=1

e somente as contribuicdes das forcas externas permanecem.
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Momento Linear Total IV

Em resumo, temos que

[ aotal = mtotalﬁcm ] (13)

d

A
5 ()| =2 (14)

g=il

A derivada temporal do Momento Linear Total de
um conjunto de pontos materiais, como vista de um
Referencial Inercial F A, € igual a soma das forcas
externas aplicadas sobre os pontos materiais.
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Equacao Dinamica das Forcas |

A partir das equagdes (13) e (14), para uma forca externa total

N
Zfext/i = ]:frd (Ffrd) )
1=1

podemos escrever, no caso de uma aeronave em que a massa total ndo
muda ao longo do tempo, e considerando que o Referencial Fy, é
Inercial, que:

tp
ot = Fra (mo'™d) = {% (mvfrd)] _ i,

0
e ¢ (,Ufrd) +m (tp,l-)frd> _ Ffrd7

tp . 1
N ,vfrd _ _Ffrd.
m
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Equacao Dinamica das Forcas Il

Usando o Teorema do Transporte (5), vemos que a expressdo anterior é
igual a

P.frd _ .frd frd frd L fa

U =0+ Whqpp XV = EF ;

e, usando a Matriz Produto Vetorial (6), finalmente temos que

1
,l-)frd _ _&gg/tpvﬁd + Evard (15)
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Momento Angular e Torque

Dentre as contribuicdes de Euler para a Mecanica dos Corpos Rigidos, os
seguintes conceitos podem ser destacados:

® Momento Angular: uma extensao da ideia de Momento Linear, dado
por

A
hp = p X by = 7p X [MmTp] =Tp X M (Erp> ,
onde F o é um Referencial Inercial, e 7, é o vetor posi¢do de um

ponto material em relagdo a um ponto de referéncia e, portanto, o
Momento Angular depende da definicdo de um ponto de referéncia.

m Torque: uma extens3o da ideia de for¢a, dado por:
T =1Tp X f,

que também depende da definicdo de um ponto de referéncia.
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Momento Angular Total |

O Momento Angular Total de um corpo rigido, visto como uma cole¢do
de N pontos materiais rigidamente conectados uns aos outros, pode ser
computado como a soma de todos os Momentos Angulares de seus
pontos materiais:

- -
Ti/o X MiVi/o
1

- N —
Hozzhi/o:

N
i=1 =

A ar

onde ;/, = Tifo
i/o dt

respeito ao ponto de referéncia o.

), e 7j/o € o vetor posi¢do do ponto material i com
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Momento Angular Total Il
Quando escolhemos o Centro de Massa — c.m. como o ponto de

referéncia, podemos calcular a derivada temporal do Momento Angular
Total H¢, quando vista de um Referencial Inercial Fa:

A - 0
on \ _NNp s +iﬁ wm (s
dt - ) iUi/cm . i/cm i dt i/cm |

(2a Lei de Newton)
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Momento Angular Total 11l

Portanto,
A

= N
dHcm - g
dt = ;’ri/cm X fi~

Nesta dltima expressao, ﬁ é a for¢a resultante agindo no i-ésimo ponto
material, a qual pode ser escrita como a soma das contribui¢bes de forcas
internas entre pontos materiais e possivelmente uma forca externa
aplicada aquele ponto material em particular, tal que

fi= fi/i"‘fg/i'i"'"i'fN/i + f:zxt/i

Forcgas internas agindo no ponto material ¢ Forca externa
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Momento Angular Total IV

De acordo com a 32 lei de Newton, para cada forca interna f;/i agindo
na i-ésima particula, haverd uma forca f;/j = —f;-/i agindo na j-ésima
particula de massa pontual, de modo que

A, L
dH . > . o
( d; ):"'+7“i/cm><fj/i+"'+7“j/cmXfi/j+"'7

:"'+7:;/cmxfj"/i+"'_lf’j/cmXﬁ/i—i_"'a
s (Figem = Fijem) X fifit -

Assymmdo que a forga interna _fj/i da j-ésima part|c1_J|a age sqbre a
i-ésima particula ao longo da direcdo do vetor de posicdo relativa
Tij =Ti =75 = Ti/em — Tj/cm, t€M-se que

(7 fem — T /em) % fiji = 0.
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Momento Angular Total V

A partir desta hipdtese, vemos que

Y ad al S

=1 =1

Y ad all
( Cm) ZTz/cm X fext/z ZMieXt (16)
=1

A derivada temporal, vista de um Referencial Iner-
cial F A, do Momento Angular Total em relacdo ao
c.m. € igual 3 soma dos torques externos aplicados,
calculados em relagdo ao c.m.
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Momento Angular e Tensor de Inércia |

O Momento Angular Total de um corpo rigido, com referéncia a seu
c.m., considerando a velocidade dos pontos materiais observada de um
Referencial Inercial F o, pode ser calculado como:

N
Hem = E hz/cm E Ti/cm X MiV;/cm>

=1

AT jom
i/cm — Zrl/cm m; (%)7

S

'Mz ﬁ'Mz Ik

S
Il
=

Ti/cm X My [WB/A X ’ri/cm] .

onde (/A € a velocidade angular do referencial 7 em relagdo ao

referencial F o, e o Teorema do Transporte foi usado no ultimo passo:
A, B, o .
Ti/cm(t) = 7/cm t) +WB/A X Ti/em-
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Momento Angular e Tensor de Inércia Il
A expressdo anterior pode ainda ser reescrita como

N
Hey = 5 —MiTi/ecm X [ri/cm X wB/A] )
=1
a qual conduz a seguinte representacdo do Momento Angular Total no

Referencial Fg:

N

H]C3m = Z {_mir?/cm X |:r7lB/cm x wg/A] } ’
i=1
N
B [=B
= Z {_miri/cm [ri/cme/A] } )
1=1
N 2
HcBm = Z —my; (FZB/cm> wg/A
=1

Prof. Leo Torres



000000800

Momento Angular e Tensor de Inércia Il

Em se tratando de um corpo rigido com uma quantidade nao enumeravel
de pontos materiais, cada um deles com massa m; = dm = p(x,y,2)dV,
em que p(z,y,z) é a densidade do material do corpo na posigdo

L 2Jem = [z y Z]T e dV = dxdydz é o elemento diferencial de
volume, temos, ao invés do somatério, uma integracdo no volume, tal
que:
2 B
{/// T, y7z/cm) p(x,y,z)dz dy dz} WE/A (17)
JB
em que
5 o [P +2?) Sley) o —(w2)
~(Fprem) = | @) @) ()
—(x2)  —(yz)  (®+y?)
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Momento Angular e Tensor de Inércia IV

Portanto,

HP, = J%wg), (18)

em que o Tensor de Inércia em relacdo aos eixos do Referencial Fg,

Jx *ny *sz T
JP= =Ty Sy —dy| =",
_JXZ _Jyz Jz

é uma matriz simétrica e definida positiva. Uma matriz é definida
positiva quando

(v®) " BB >0, VoP #£0,

. - e, L . -1
e toda matriz definida positiva € invertivel, i.e. a inversa (JB) sempre
existe.
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Momento Angular e Tensor de Inércia V

E importante notar que o Tensor de Inércia, uma vez definidos os eixos

do Referencial Fp, sé depende de como a massa do corpo estd
distribuida em torno desses eixos, isto &,

Jx = ///V(y2 + 22)p(z,y,2)dx dy dz, — Momento de Inércia em torno de x
Jy = ///v(ac2 + zz)p(z,y,z)dz dy dz, — Momento de Inércia em torno de y
Jz = //V(z2 + y2)p(m,y,z)dm dy dz, — Momento de Inércia em torno de z
Ixy = ///V(zy)p(z,y,z)dz dy dz, — Produto de Inércia xzy
Ty, = //V(yz)p(w,y,z)dw dydz, — Produto de Inércia yz

Jxz = /// (zz)p(z,y,z)de dy dz, — Produto de Inércia zz.
v

Veja que as coordenadas (z,y,z) dos pontos materiais, no Referencial
FB, ndo mudam ao longo do tempo e, por isto, a matriz JB é constante.
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Momento Angular e Tensor de Inércia VI

Caso seja necessario calcular o Tensor de Inércia J* em relacdo a um
outro Referencial F 5 (isto é, em relacdo a outros eixos), podemos
considerar (7) e escrever:

_B -~ A T
Tw,y,z/cm - CVB/Arav,y,z/CmCVB/A7
2 2
_B _ A T
= <rm,y,z/cm) - CB/A (rz,y,z/cm> C’B/A’

de modo que, usando a expressdo (17), vemos que

JB:CB/A JAC]—gr/A@JA:CA/B JBCZ/B (19)
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Tensor de Inércia de Aeronaves |

A grande maioria das aeronaves tem o plano y = 0 no Referencial Fq
como plano de simetria:
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Tensor de Inércia de Aeronaves Il

Isto faz com que qualquer produto de inércia que dependa das

coordenadas y seja igual a zero: Jyy = Jy, = 0. O Tensor de Inércia,
portanto, pode ser comumente escrito como

Jx 0 _sz

. 1 Jyz 0 Jxz
Jird — 0 Jy 0 o ( Jfrd) = 0 JLy 0
_sz 0 Jz sz 0 Jx
(20)
em que I' = J.J, — J2,.

Além disso, como é usual uma distribuicdo de massa quase simétrica em

torno dos planos z =0 e z = 0, tem-se Jy, < min{Jyy, Jyy, Jsn}, €
frequentemente se considera Jy, = 0.
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Equacao Dinamica dos Momentos |

A partir das equagdes (16) e (18), para um torque (ou momento) externo
total

N
ZMext/i = Fid (Mfrd) )
=1

podemos escrever, no caso de uma aeronave em que a distribuicdo de
massa ndo muda ao longo do tempo, e considerando que o Referencial
Fip € Inercial, que:

7 ya frd e frd frd
Hcm = ]:frdH = ]:frd (Jr wfid/tp) )

" d frd, frd frd
= |:£ (J wfrd/tp):| =M"".
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Equacao Dinamica dos Momentos II

Usando o Teorema do Transporte (5), vemos que a expressdo anterior é

igual a
tp d frd d
frd  frd frd frd
[a (Jr wf;d/tp>:| = {% <Jr wfid/@)]*‘
frd frd,  frd frd
wf;d/tp x J* wf:d/tp =M" ’
0
frd
_ ' i rd) wfrd + Jfrd . frd +
= 7 frd/tp Wird/tp
frd frd frd frd
Wiy X T Whap = MU
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Equacao Dinamica dos Momentos IlI

Usando a Matriz Produto Vetorial (6), finalmente temos que

frd [« frd _ ~ frd frd, frd frd
J (wfrd/tp) - _wfrd/tp (J wfrd/tp) + M ;

o 1T rd\ —1 ~ I T T T
wﬁrg/tp = (Jf d) |:_w§rzii/tp (Jf d“’?rﬁ/tp) + Mf d:| (21)
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Modelo Matematico de uma Aeronave
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O Modelo Dinamico de Corpo Rigido |

Para obtermos o modelo dindmico da aeronave, vamos usar as expressoes
anteriores, considerando as seguintes hipdteses:

A massa da aeronave é constante: 1 = 0.

A distribuicio de massa da aeronave é constante: 4 (Jd) = 0.
A aeronave é um corpo rigido sem partes moveis.

A Aproximagdo de Terra Plana (Flat Earth):

O Referencial Fy;, € inercial.
A aceleragdo da gravidade é constante.
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O Modelo Dinamico de Corpo Rigido Il

Definindo a posi¢do do c.m. da aeronave em relagdo a origem do

. = t . ~
Referencial F, como pcfn/tp, a velocidade da aeronave em relacdo ao
solo sera

tp <tp _

«tp _ vtp
pcm/tp - pcm/tp — Yem/tp?

tal que

ﬁg’n/tp = Ctp/frdv(f:l;g/tp' (22)
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O Modelo Dinamico de Corpo Rigido Il

Combinando as expressdes (22), (12), (15) e (21), temos o modelo de
corpo rigido, ou de 6 graus de liberdade, da aeronave, considerando a
terra plana (Flat Earth):

.

.tp
pCm/tp

P
« frd
Vem/tp

. frd
Werd /tp

_ frd
= Ctp/frd'vcm/tpa
_ frd
=H ((ﬁ) wfrd/tp?

_ ~ frd frd 1 frd
- _wfrd/tpvcm/tp + EF )

_ (frd\TL [ ~frd frd, frd
- (J ) |:_wfrd/tp (J wfrd/tp

) +Mfrd} .

J/

(23)

Note que este modelo pode ser usado para representar qualquer sistema

mecanico que possa considerado um corpo rigido sujeito a uma forca
externa resultante F™ e a um momento externo resultante M.
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O Modelo Dinamico de Corpo Rigido IV
As varidveis de estado deste modelo sdo:
m Posicao Norte, Leste e “-Altitude"do c.m.:

P =[x P pp]’

m Angulos de Euler:
.
e=1[0 0 | .

m Velocidade de Translagdo do c.m. em relagdo a origem do
Referencial Fp, representada no Referencial Fgq:

P [/ T 1

cm/tp

m Velocidade Angular da aeronave em relagdo ao Referencial F,,
representada no Referencial Fyq:

widp =[P @ R
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