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Sistemas N3o Lineares: SLITs 4+ Fun¢des N3o Lineares

O Método da Func¢do Descritiva — MFD




Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Sistemas de Hammerstein e de Wiener |

E comum encontrar sistemas n3o lineares resultantes da associa¢do entre
um Sistemas Linear Invariante no Tempo — SLIT e uma func3o n3o
linear. Duas classes bem conhecidas sdo os:

m Sistemas de Hammerstein

Voot Y s Y

m Sistemas de Wiener

u% SLIT y f(x) HW

Em muitos casos as funcdes n3o lineares sdo estdticas, i.e. sem memdria.
Nos casos acima, f(-) representa uma fun¢do n3o linear.
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Sistemas de Hammerstein e de Wiener |l

Por exemplo, dois casos tipicos encontrados em controle s3o:

m Sistemas com saturagdo da varidvel manipulada (o que sempre
acontece na pratica):

—= —= G(S) —

Saturacédo
na Entrada

m Sistemas em que se emprega um instrumento de medi¢cdo com
caracteristicas estaticas nao lineares:

U% G (S) y — w

Sensor
N&o Linear
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener

‘_?__{ CTRL H f(x) H Planta T ﬁ?——{ CTRL H Planta H f(x)
F\"JD FI|[I'0
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em

Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein

Sistemas de Wiener

f(x)

CTRL }—) Planta }—){ f(x)

]

CTRL

é@é

Filtro

=

Planta

Filtro

L

Leonardo A. B. Térres
ACSNL - Fung3o Descritiva



Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener
f(x) Filtro % CTRL }—> Planta
CTRL |={ Filtro |=— Planta f(x)
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener

f(x) 0 —)Oa{ Filtro H CTRL }—){ Planta
+
CTRL H Filtro H Planta }——g;o { f(x)

L
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Analise de Estabilidade em Malha Fechada

Quando consideramos a Estabilidade Interna de sistemas de controle em
Malha Fechada, temos os seguintes casos:

Sistemas de Hammerstein Sistemas de Wiener
+ +
0 SLIT 0 SLIT
f(x) f(x)

Ou seja, ambos os casos conduzem ao mesmo problema de Anélise de
Estabilidade Interna.
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Fung¢des Nao Lineares Tipicas |

Saturag3o:

2
E
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Fung¢des Nao Lineares Tipicas |l

Saturacdo suave (funcdo suave sigmoidal — “na forma de S”; i.e.
com derivadas de todas as ordens, que aproxima a funcdo de
saturagdo):

f(u) A
I-max T T T
4
—
u
2
— L
I-min

Exemplo: f(u) = Ltanh(ku). Obs.: Esta aproximaggo é
frequentemente utilizada quando a continuidade da funcdo n3o
linear é um elemento importante nas provas matematicas.
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Funcoes Nao Lineares Tipicas IlI

Zona Morta:
f(u) A

! %

min

/| a

Observagdo interessante: f,ona morta (%) = QU — foaturacao (U)-
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Fung¢des Nao Lineares Tipicas IV

On-Off ou do tipo Relé:
f(u) A

L

max

c

min

Observagdo interessante: freie(4) = fsaturacao(w) quando
Umax = Umin =0.
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Fun¢des Nao Lineares Tipicas V

Relé com Histerese:

Umin Umax

c

min
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Sistemas Nao Lineares: SLITs + FungGes Nao Lineares

Algumas Fung¢des Nao Lineares Tipicas VI

@ Folga (backlash):

sentido positivo

f(u) A

Cursor
! Peca mével
/é—% a I ! (u)
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

O Método da Funcao Descritiva — MFD

O Método da Fungdo Descritiva é uma forma de se investigar a existéncia
de ciclos-limite em sistemas que podem ser considerados como sendo
formados por uma conex3o de realimentacdo entre um SLIT e uma
fungdo estatica n3o-linear.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

O Método da Funcao Descritiva — MFD

MFD

O Método da Fungdo Descritiva é uma forma de se investigar a existéncia
de ciclos-limite em sistemas que podem ser considerados como sendo
formados por uma conex3o de realimentacdo entre um SLIT e uma
fungdo estatica n3o-linear.

Considere o seguinte caso:

0 SLIT y

SNL
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

O Método da Funcao Descritiva — MFD

MFD

O Método da Fungdo Descritiva é uma forma de se investigar a existéncia
de ciclos-limite em sistemas que podem ser considerados como sendo
formados por uma conex3o de realimentacdo entre um SLIT e uma
fungdo estatica n3o-linear.

Considere o seguinte caso:

H4 apenas um Unico subsistema Nao Linear;

0 SLIT y

SNL
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

O Método da Funcao Descritiva — MFD

MFD

O Método da Fungdo Descritiva é uma forma de se investigar a existéncia
de ciclos-limite em sistemas que podem ser considerados como sendo
formados por uma conex3o de realimentacdo entre um SLIT e uma
fungdo estatica n3o-linear.

Considere o seguinte caso:
H4 apenas um Unico subsistema Nao Linear;

o suT y O SLIT é tal que age como uma espécie de

- filtro que atenua fortemente qualquer outra

componente de frequéncia presente que n3o
s seja a componente fundamental associada ao
ciclo-limite cuja existéncia quer se investigar.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Ciclos-limite |

Um ciclo-limite é uma trajetéria no Espaco de Estados que é uma curva
fechada isolada. Por ser uma curva fechada, considerando-se verdadeiras

as condi¢des para unicidade das solugdes, a trajetdria necessariamente
precisa ser periddica.

Note que um SLIT autdénomo
T = Az,

cuja matrix A tem autovalores puramente imagindrios, com
multiplicidade m = 1, é tal que para cada condi¢3o inicial 2(0) havera
uma oscilacdo sustentada correspondente a uma curva fechada no Espaco
de Estados. Entretanto, essas curvas n3o sdo isoladas e por isso n3o sio
consideradas ciclos-limite.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Ciclos-limite Il

H3 pelo menos 3 tipos de ciclos-limite:

Estaveis (as trajetdrias se aproximam do ciclo-limite, para todas as
condi¢des iniciais préximas),

Instaveis (as trajetdrias se afastam do ciclo-limite, para todas as
condic¢des iniciais préximas), e

Semi-estdveis (as trajetdrias podem se aproximar ou afastar do
ciclo-limite, dependendo da condigdo inicial, mesmo sendo préxima a
curva fechada).
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFED — Investigando Ciclos-limite: |deia Principal

/\/
WV
W

O SLIT é visto como um filtro passa-baixas que atenua fortemente todas
as componentes harmdnicas do sinal de entrada periddico
v(t) =v(t +T), a exce¢do da componente fundamental.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

A Funcao Descritiva — Formulagao |

A partir das hipdteses feitas sobre o subsistemas n3o linear e linear, vé-se
que o impacto da ndo linearidade na malha fechada estd relacionado a
producdo da componente fundamental.

Funcéo Descritiva

-
componente !
fundamental |

i

Asen(ot)

A relago entre um sinal senoidal y(t) = Asen(wt) e a componente
fundamental do sinal v(t) é chamada de Fungdo Descritiva.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

A Funcao Descritiva — Formulagao Il

Partindo-se da hipétese de que v(t) = v(t + T'), este sinal pode ser
representado pela Série de Fourier:

+oo
u(t) = Z C(n)el*mt, W=

n—=—oo

1 T/ —jwnt .
C(n) = T/_m”(t)e dt;  C(n)=a(n)+jb(n) € C. (1)

Sabendo que v(t) é um sinal real, tem-se que

T/2 ' * T/2 '
C*(n) = {%/ v(t)e_]‘”"tdt} = %/ v(t)e?"Mdt = C(—n).

—-T/2 —T/2
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

A Fungao Descritiva — Formulacao Il

Logo, combinando-se os pares

C(n)e’*™ + C(—n)e " = C(n)e™" + {C(n)e/*"}",
= 2a(n)cos(wnt) + 2b(n)sen(wnt),
= M,sen(wnt + ¢,),

em que

On

Il
o
-+
o
=]
N
oo —
=18
S|3
S— | ~—
~
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

A Funcao Descritiva — Formulagao IV

Para n =1 (componente fundamental), lembrando que
a(n) = Re{C(n)} e b(n) = Im{C(n)}, a componente senoidal tera
amplitude e fase:

My = 200(1)] = y/2a(1) + 26()],
o= ()
em que
2a(1) = 2 [T17, v(t) cos(wt)dt,
(1) = 2 [0, v(t)sen(wt)dt.

com v(t) a saida do subsistema n3o linear excitado por uma sendide pura
dada por Asen(wt).
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

A Funcao Descritiva — Formulacao V

Fungdo Descritiva — Definicao

A Funcdo Descritiva de um subsistema nao linear é dada pela razao:

Myed®r  2b(1) + j2a(1)

N(Aw) = Aei0 A )

()

que representa a relagdo entre magnitude e fase dos sinais de entrada e
de saida, considerando-se que o sinal de entrada é uma sendide
Asen(wt), e computando-se apenas a componente fundamental do sinal
de saida correspondente.

Leonardo A. B. Térres
ACSNL - Fung3o Descritiva



O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Calculo da Fungao Descritiva — Casos Especiais |

m Se o subsistema n3o linear é representado por uma fungdo n3o linear
f () invariante no tempo (todos os casos vistos anteriormente, a
excecdo dos casos de histerese e folga), entdo

T/2

2a(1) = —/ ) cos(wt)dt,

T/2

T/2
= —/ f(Asenwt) cos(wt)dt,
T/2

2a(1) = ; f(Asend) cos(6)db. (3)

—T
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Calculo da Funcgao Descritiva — Casos Especiais |l

De forma similar,

T2

2b(1) = —/ t)sen(wt)dt,

T/2

T/2
= —/ f (Asenwt)sen(wt)dt,
T/2

2b(1) = — f(Asenf)sen(6)d6. (4)
Tr — T
Isto significa que para este caso especial a Fun¢do Descritiva n3o
depende da frequéncia do sinal de entrada, mas apenas de sua
amplitude:

N(Aw)=N(4), N(A)eC,
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Calculo da Func¢ao Descritiva — Casos Especiais ||

m Se além disso, a func3o n3o linear é impar, i. e. f(z) = —f(—x),
que é um caso bastante representativo em aplicacdes praticas (vide
funcBes ndo lineares anteriormente apresentadas), tem-se que

2a(1) = — f(Asenf) cos(8)df = 0,
™ —T
pois f (Asen(#)) cos(f) = — f (Asen(—6)) cos(—0) serd também
uma fungdo impar, integrada em um intervalo simétrico. Portanto, a
Fungdo Descritiva terd sua imagem no conjunto dos niimeros reais:

N(Aw)=N(A) = = 21 [;7 f(Asenf)sen(8)do,

em que N(A) € R.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MED - Analise |

Partindo-se das hipdteses anteriormente declaradas, o sistema em malha
fechada pode ser representado aproximadamente por:

G(s) ~y

N(A,w)

em que o subsistema n3o linear foi substituido pela Fun¢do Descritiva
N(A,w) e o SLIT estd representado por sua Fungdo de Transferéncia
G(s).
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Anilise I

Note que a Equacgdo Caracteristica correspondente ao lago de malha
fechada mostrado na figura anterior pode ser obtida de:

Y(jw) = =G(jw)N(Aw)Y (jw) < Y(jw)[1+G(jw)N(Aw)] =0.

Como essa expressdo deve ser vélida para Y (jw) = Ae/*t, Vw > 0,

conclui-se que
1+ G(jw)N(Aw) =0,

e, portanto,

G(jw) = N(qu,w)

E importante notar a semelhanca com a Equac3o Caracteristica
G(jw) = —1, comumente encontrada ao se analisar a estabilidade do
sistema em malha fechada, a partir do diagrama de Nyquist de G(s).
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MFED — Anélise Ill

O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

De fato, ao invés de se buscar contabilizar os envolvimentos do ponto -1,
no plano G(jw), busca-se os envolvimentos no sentido horario de algum
ponto Wlw), para algum valor de amplitude A e algum valor de

frequéncia w.

Nyquist Diagram

Imaginary Axis
=

Real Axis

Na figura ao lado, em
vermelho estio
representadas as curvas
correspondentes a Wlw)
para diferentes valores de
frequéncia, variando-se
em cada curva o valor da
amplitude A.




O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD - Estabilidade dos Ciclos-Limite

Em alguns casos pode ocorrer mais de um cruzamento entre o diagrama
de Nyquist do subsistema linear e o negativo inverso da Fun¢ao
Descritiva. No caso abaixo considere, para fins de argumentac3o, que

G(s) é um SLIT estavel.
Note que o cruzamento em p; representa

b Im uma condi¢do de ciclo-limite que n3o pode

ser observada na pratica. Caso a amplitude

P BN inicial da oscilacdo seja grande o suficiente
! SUCNS tal que ha um envovimento de —1/N(A,w),

; o aumento da amplitude ird conduzir a
Re oscilagdo naturalmente para o ponto po.
Caso po seja ultrapassado, a estabilidade do
sistema forcard a amplitude a descrescer,
conduzindo o sistema novamente para ps.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Observacdes Importantes

m O Método da Fungdo Descritiva para previsdo de existéncia de
ciclos-limite (oscilages) em malha fechada é um método
aproximado. N3o se tem garantias de que ele fornecera a resposta
correta. De fato, sabe-se que a resposta serd sempre um pouco
imprecisa, pois parte-se da hipdtese de que na entrada do subsistema
n3o linear ha apenas uma sinal senoidal perfeito.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Observacdes Importantes

m O Método da Fungdo Descritiva para previsdo de existéncia de
ciclos-limite (oscilages) em malha fechada é um método
aproximado. N3o se tem garantias de que ele fornecera a resposta
correta. De fato, sabe-se que a resposta serd sempre um pouco
imprecisa, pois parte-se da hipdtese de que na entrada do subsistema
n3o linear ha apenas uma sinal senoidal perfeito.

m Embora se tenha enfatizado o caso SISO, ha extensées da técnica
para sistemas MIMO.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Observacdes Importantes

m O Método da Fungdo Descritiva para previsdo de existéncia de
ciclos-limite (oscilages) em malha fechada é um método
aproximado. N3o se tem garantias de que ele fornecera a resposta
correta. De fato, sabe-se que a resposta serd sempre um pouco
imprecisa, pois parte-se da hipdtese de que na entrada do subsistema
n3o linear ha apenas uma sinal senoidal perfeito.

m Embora se tenha enfatizado o caso SISO, ha extensées da técnica
para sistemas MIMO.

m A técnica é as vezes chamada de Método do Equilibrio Harménico
(Harmonic Balance), apesar de haver divergéncias sobre a
propriedade de se usar esse nome (vide [3]), uma vez que Equilibrio
Harmonico é uma técnica correlata ao MFD, usada em Eng.
Elétrica, mas é algo diferente.

Leonardo A. B. Térres

ACSNL - Fungdo Descritiva



O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Exemplo de Aplicagao: Relay Auto-tuning

Na inddstria existe um algoritmo de sintonia automatica de controladores
PID de grande sucesso comercial — o Método de Auto-Sintonia via Relé
(Relay Auto-tuning) — cujo fundamento é o MFD.

P
—_3:'>%<: > 1

Relé 3
) —* C(s) =02 . " G(s) Y ®
B Controlador u(e) Planta

desconhecida

Com a chave na posi¢do 1, utiliza-se o relé na malha fechada do sistema
de controle para se conseguir informagdes acerca do ganho critico K., e
da frequéncia critica f., correspondentes ao limiar de estabilidade do
sistema quando controlado por um simples controlador proporcional.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Exemplo de Aplicagao: Relay Auto-tuning

Os dois pardmetros K., e f.; podem ser usados, por exemplo, para
se sintonizar K, T} e Tq de um controlador PID, usando a Tabela
fornecida no Método de Ziegler-Nichols de Malha Fechada [1].
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Exemplo de Aplicagao: Relay Auto-tuning

Os dois pardmetros K., e f.; podem ser usados, por exemplo, para
se sintonizar K, T} e Tq de um controlador PID, usando a Tabela
fornecida no Método de Ziegler-Nichols de Malha Fechada [1].

K., e f. sdo obtidos medindo-se a amplitude das oscilagcdes na
saida da planta, e o periodo do sinal chaveado na saida do relé. Isto
é, supBe-se que haverd oscilagdes ao se colocar o relé na malha (o
que pode n3o ocorrer).
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Exemplo de Aplicagao: Relay Auto-tuning

Os dois pardmetros K., e f.; podem ser usados, por exemplo, para
se sintonizar K, T} e Tq de um controlador PID, usando a Tabela
fornecida no Método de Ziegler-Nichols de Malha Fechada [1].

K., e f. sdo obtidos medindo-se a amplitude das oscilagcdes na
saida da planta, e o periodo do sinal chaveado na saida do relé. Isto
é, supBe-se que haverd oscilagdes ao se colocar o relé na malha (o
que pode n3o ocorrer).

A ocorréncia de oscila¢Ges e a relagdo entre seu periodo e f.,, bem
como a relacdo entre sua amplitude e K, podem ser determinados
usando o MFD.
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

MFD — Exemplo de Aplicagao: Relay Auto-tuning

Os dois pardmetros K., e f.; podem ser usados, por exemplo, para
se sintonizar K, T} e Tq de um controlador PID, usando a Tabela
fornecida no Método de Ziegler-Nichols de Malha Fechada [1].

K., e f. sdo obtidos medindo-se a amplitude das oscilagcdes na
saida da planta, e o periodo do sinal chaveado na saida do relé. Isto
é, supBe-se que haverd oscilagdes ao se colocar o relé na malha (o
que pode n3o ocorrer).

A ocorréncia de oscila¢Ges e a relagdo entre seu periodo e f.,, bem
como a relacdo entre sua amplitude e K, podem ser determinados
usando o MFD.

A grande vantagem de se usar o método de Auto-sintonia via Relé
estd em ndo se precisar ajustar um controlador proporcional para
levar o sistema em malha fechada ao limiar da estabilidade —
situacdo bastante perigosa e por vezes indesejadal
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Exemplo: Relay Auto-tuning |

m Considere que a planta (desconhecida) é dada por:
1

Gls) = s(s+1)(s+2)

m A Fungao Descritiva associada ao Relé pode ser obtida lembrando-se
que para uma entrada senoidal pura do tipo u = Asen(wt), a saida
f(u) do relé serd uma onda quadrada de mesma frequéncia w e
amplitude igual a amplitude Lyax (assumindo-se Lyin = —Lmax):

f(u)
L

max

'min
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Exemplo: Relay Auto-tuning |l

m Lembrando que a funcdo n3o linear do tipo Relé é invariante no
tempo e impar, sabemos que a Fung¢do Descritiva s6 dependera da
amplitude da entrada u (n3o dependerd da frequéncia), e terd
valores reais.

m A Funcido Descritiva, portanto, serd dada por

Nee(4) = %51) = %/j f(Asenf)sen(6)d6,

1 [/° "
= [/ — Linaxsen(6)do +/ Lmaxsen(a)da] )
A | J_, 0

2 T 4Lmax
= A_W/() Lmaxsen(G)dG—; 1
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O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Exemplo: Relay Auto-tuning |l

m Analisando o diagrama de Nyquist de G(s), juntamente com os
valores de m = —%ﬁ, para A € (0;00):

vé-se que haverd um cruzamento que corresponde exatamente ao
ponto em que a fase de G(jw) é 180°, e a magnitude de G(jw) é
igual ao inverso da margem de ganho.

Leonardo A. B. Térres
ACSNL - Fung3o Descritiva



O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Exemplo: Relay Auto-tuning 1V

m Portanto, medindo-se a amplitude da saida do SLIT, que ¢, em
principio, uma boa aproximagdo do valor A (vide hipdteses sobre o
efeito de filtro passa-baixas para o SLIT), e conhecendo-se o valor
de Lyax, tem-se uma aproximacao do valor do ganho critico:

1 :| o é Lmax
Nrelé(A) '

Kcr%{ T ox A

m Além disso, a oscilagdo exibida terd o mesmo valor de frequéncia em
que a fase de G(jw) é 180°, que é exatamente a frequéncia critica.
Portanto, medindo-se o periodo T} do sinal produzido pelo relé (é
provavelmente mais facil de se medir o periodo a partir desse sinal),

tem-se que:

Wer
— ~
Ja=5-=

2w

Leonardo A. B. Térres
ACSNL - Fung3o Descritiva

=)



O Método da Fung¢do Descritiva — MFD

Exemplo: Relay Auto-tuning V

m Consultando a Tabela do Método Ziegler-Nichols de Malha Fechada,
podemos sintonizar um controlador P, Pl, ou PID (pode ser
encontrada em [1], pag. 298, Tabela 13.1):

Tipo K, T; Ty
P 0,5K ¢, -
Pl | 045K | Ter/1,2 -

PID 0,6 K, Ter/2 | Ter/8

E importante lembrar que as indicacdes de pardmetros na tabela
acima n3o garantem desempenho e estabilidade satisfatérios em
todas as situacgdes, pois a tabela foi construida considerando casos
especificos nos quais pode n3o estar incluido o tipo de planta a ser
controlada. E claro que existem outras Tabelas de sintonia
correspondentes a outros métodos que poderiam ser usadas.
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