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1 Série de Fourier

A série de Fourier é uma forma de escrever sinais periédicos como uma soma infinita
de exponenciais complexas. Representamos essa série a partir da seguinte expressao:

+00 +oo
x(t) = Z ay ekt x[n] = Z agelkeon
k=—0o0 k=—00

Sendo wp a frequéncia fundamental do sinal, podendo ser calculada pela seguinte
expressao:

2m
Wo = —
T
sendo T o menor periodo possivel do sinal.

O coeficiente a; nos da a informacao de quanto uma determinada frequéncia in-
fluéncia no sinal, ou seja, quanto menor for o a, a frequéncia kwy ird influenciar
menos na construgao do sinal e o inverso também ¢é verdade. Sendo esse coeficiente
expresso pela seguinte expressao:

1 +T ) 1 )
ap = ? /_T x(t)e*]wotdt ap = ? n_z: x(t)e*]won

Quando tratamos o coeficiente a; como uma fungao obtemos o espectro das frequéncias
que sao multiplos inteiros da frequéncia fundamental do nosso sinal.

1.1 Condigoes para a Existéncia da Série

Para ser possivel expressar um sinal periédico por uma Série de Fourier ele precisa
apresentar as seguinte 3 condicoes:

1. Integralidade absoluta.

+T +T
[ el < o S Jalk]] < o

T k=—T

2. Ntmero de méaximo e minimos finitos em um intervalo.

3. Numero finito de descontinuidades em um periodo.
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1.2 Convergéncia

A Série de Fourier para um sinal x(t) converge para x(t) nas continuidades do sinal
e para as descontinuidades a Série converge para a média dos limites laterais da
descontinuidade.

1.3 Propriedades
1.3.1 Linearidade

A Série de Fourier é uma funcao de transformacao linear, ou seja, uma soma de
entradas ponderadas gera na saida uma soma ponderada das saidas de cada entrada.

y(t) ST, a,
z(t) 25 b,

Ay(t) + Bz(t) Sy Aay, + B

1.3.2 Deslocamento no tempo

Ao encontrar a Série de Fourier para um sinal x(t) deslocada obtemos os coeficientes
ay relacionados a funcao multiplicado por um termo de deslocamento.

SF  _s
x(t —tg — e Jhwoto g

1.3.3 Derivacao no Tempo
Ao encontrar a Série de Fourier para a derivada de um sinal x(t) obtemos os seguintes

coeficientes ay.

d
%[E(t) EEN Jkwoay
1.3.4 Integragao no Tempo

Ao encontrar a Série de Fourier para a integral de um sinal x(t) obtemos os seguintes
coeficientes ay.

sr. 1
t)dt
/x() —>jkw0ak
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1.3.5 Relacao entre Multiplicacao e Convolugao
Essa relacao nos diz que a multiplicacao de dois sinais x(t) e y(t) é igual a convolugao

dos termos a; da Série de Fourier dos dois sinais.

+oo

o) y(t) = > arby -

T=—00

1.3.6 Relacao de Parseval

Essa relacao nos diz que a poténcia de um sinal periddico serd igual a energia dos
coeficientes aj de sua Série de Fourier.

+oo
/ Ofdt= 3 ol

o0 k=—00

1.3.7 Mudanca de Escala de Tempo

Ao encontrar a Série de Fourier de um sinal x(t) com tempo dilatado ou contraido
obtemos os mesmos termos aj do sinal x(t), porém a frequéncia fundamental é
multiplicada pelo coeficiente de mudanca de escala de tempo.

+o0
_ 2 akefjk(ozwo)t

k=—o00

1.3.8 Simetrias

Ao realizar a Série de Fourier de um sinal x(t) podemos observar algumas simetrias
nos termos ay, analisando algumas caracteristicas de x(t). Sendo estas as relagoes de
simetria abaixo.

1. Para um sinal x(t) real e par, ao encontrar a Série de Fourier os termos ay
serao valores reais.

2. Para um sinal x(t) real e impar, ao encontrar a Série de Fourier os termos a
serao valores puramente imaginarios.

3. Para um sinal x(t) apenas real, ao encontrar a Série de Fourier os termos a
terao tanto a parte real quando a parte imaginaria, de forma que:

ax = By + jC
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By, = sinal par

Cy = sinal impar

Representando os termos a, como uma exponencial complexa obtemos as se-
guintes relagoes:

a, = Apel%
Ay = sinal par

0, = sinal impar

1.4 Exemplo
Dada a onda quadrada expressa pela seguinte expressao:
_ 17 < ‘Tll
2(t) = {o, Ty <t < |T|
x(t+T)=xz(t)

Para calcular a Série de Fourier deste sinal na forma:

+oo

x(t) = Z apelFwot

k=—o0

E necessario calcular o termo ak por meio da seguinte expressao:

1 +T )
T / x(t)e 70t dt
-

Sendo os limites de integracao justificados pelo fato de que para valores de t entre
T e T} o sinal vale 0, ou seja, nao influencia na integral. Desenvolvendo a expressao
anterior obtemos:

1 _efjkonl 67j]€0J0T1
ar = =(— + —
S Jkwo Jkwo

1 e JkwoTh e—JkwoTi

= _T jk(JJo B jk‘UJO
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Utilizando a identidade abaixo:

1 ) )
senf) = — (1 — e79%)
2

Conseguimos encontrar a seguinte expressao para os termos ak.

27 sen(jkwoT)
ay = = ————~
"TTT k0T

Dessa forma, a Série de Fourier para o sinal analisado é dado por:

=L 27 sen(kwoTl) s
t) = I Ty L)
«T( ) Z T jk:on1 ¢

k=—o00

2 Transformada de Fourier

A partir da Série de Fourier conseguimos descrever o comportamento de sinais
periédicos na frequéncia por meio dos coeficientes ak, porém nao é possivel fazer
essa descricao com sinais nao periddicos. Assim, para sinais nao periddicos utiliza-
mos a Transformada de Fourier.

2.1 Definicao

De forma geral, a Transformada de Fourier é o coeficiente ak da Série de Fourier
sendo calculado com o periodo tendendo para o co. Realizando a transformada
obtemos o espectro de frequéncias completo do sinal original sendo possivel observar
as frequéncias que mais influenciam em sua construcao. A expressao usada para
realizar a transformada é a seguinte.

X (jw) = /_ T et

o0

Para realizar a transformada inversa, ou seja, voltar para o sinal original utilizamos
a seguinte expressao.

1 [t .
x(t) = — X (jw)e 7 dw

—0o0



O

Série e Transformada de Fourier

2.2 Transformada de Fourier para Sinais Peridédicos

Anteriormente foi dito que utilizamos a Transformada de Fourier para calcular o
espectro de frequéncias de sinais nao periédicos, porque nao é possivel encontrar a
Série de Fourier desses sinais e consequentemente nao é possivel analisar os coefici-
entes ai. Porém também é possivel calcular a Transformada de Fourier para sinais
periédicos passado os coeficientes a; do eixo k para o eixo w. Importante ressaltar
que quando analisamos os termos a, como funcao estamos observando a influéncia
do termo k para a construcao do sinal, sendo este termo intimamente ligado com as
frequéncias que compoem o sinal pois a influéncia de k é proporcional a influéncia
da frequéncia kwy. Para realizar a transformada e observamos a influéncia de cada
frequéncia em vez da influéncia de cada k utilizamos a seguinte expressao.

“+o0o
X(y) = Z 2magd(w — kwy)
k=—0o0
2.3 Condicoes para a existéncia da transformada

Para um sinal x(t) apresentar Transformada de Fourier ele deve ter as seguintes
caracteristicas.

1. Ser absolutamente integravel.

/_ e ()dt < 0o S Jolk]l < oo

o0 k=—00

2. Ter um nimero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo finito.

3. Ter um numero finito de descontinuidades em qualquer intervalo finito e, ainda,
cada descontinuidade deve ser finita.

2.4 Propriedades
2.4.1 Linearidade

A Transformada de Fourier é uma funcao de transformacao linear, ou seja, uma
soma de entradas ponderadas gera na saida uma soma ponderada das saidas de
cada entrada.

2(t) = Az(t) + By(t) 5 Z(jw) = AX (jw) + BY (jw)
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2.4.2 Deslocamento no Tempo

Ao fazer o deslocamento no tempo de um sinal sua transformada recebe uma expo-
nencial como fator de deslocamento.

2t —to) L eI X (jw)

2.4.3 Deslocamento em Frequéncia

Ao aplicar um fator de deslocamento na entrada é possivel fazer um deslocamento
na frequéncia da seguinte forma.

etz (1) Ly X (j(w — wp))

2.4.4 Derivagao no Tempo

Ao fazer a derivagao de um sinal a sua transformada é multiplicada por jw.

dn

() 7 (o) X ()

2.4.5 Integracao no Tempo

Ao fazer a integracao de uma funcao no intervalo de —oo a t faz com que sua
transformada seja dividida por jw e acrescida de um termo relacionado as condigoes
iniciais do sinal.

/ t z(t)dt L % + 7X(0)5(w)

—00

2.4.6 Mudanca de Escala de Tempo

Ao fazer uma dilatacdo ou contragao do tempo de um sinal obtemos a seguinte
alteracao na transformada.
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2.4.7 Relagao entre Convolucao e Multiplicacao

Essa propriedade nos diz que a convolugao de dois sinais no dominio do tempo é
igual a multiplicacao das transformadas dos dois sinais.

z(t) xy(t) = X(jw) - Y (jow)

2.4.8 Relacao de Parseval

Essa relagao nos diz que a energia de um sinal é igual a energia da transformada na
frequéncia dividida por 27.

+o0 ) 1 +oo ) )
/ o (0) Pt = 5 / X (jo)Pdow

o

2.4.9 Dualidade

Essa propriedade nos diz a rela¢do entre a transformada de um certo sinal x(t) com
o seu equivalente na frequéncia X(jw).

z(t) T X (jw)

X(jt) D 2ma(—w)

2.4.10 Simetrias

Ao realizar a Transformada de Fourier de um sinal x(t) podemos observar algumas
simetrias no sinal resultante analisando algumas caracteristicas de x(t). Sendo estas
as relagoes de simetria a baixo.

1. Para um sinal x(t) real e par, a sua Transformada sera real e par.

2. Para um sinal x(t) real e impar, a sua Transformada serd puramente imagindria
e fmpar.

3. Para um sinal x(t) apenas real, a sua transformada terd tanto a parte real
quando a parte imagindria, de forma que:

Re{X (jw)} — sinal par

Im{X(jw)} — sinal impar
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Representando a transformada como uma exponencial complexa obtemos as
seguintes relacoes:
. . Z .
X(jw) = [X(5)|e D

| X (jw)| = sinal par

/X (jw) — sinal impar
Por fim, também temos a seguinte relacao:
X(jw) = X*(j)

2.4.11 Exemplo

Dada a onda quadrada aperiédica a seguir:

x(t)

-T T

Figura 1: Onda Quadrada

1, |t|<T
t) = ’
z(?) {o, it > T
Podemos calcular sua Transformada de Fourier por meio da expressao para o calculo
da Transformada de Fourier apresentado acima:

X (jw) :/ x(t)e “tdt :/ e Wt dt
—o0 -T
—jwT _ jwT JwT  —jwT
X(]w) _ (& ' (& _ (& . (&
—Jw Jw

Assim:

sen(wT")

10
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X(jw)
2T
~__ I\ N\
~ \./_\1 1{’\/ ~ e
T T

Figura 2: Grafico da Transformada

3 Analise em Frequéncia de SLITs

Uma forma de facilitar a solucao de sistemas descritos por equacoes diferenciais é
o uso da Transformada de Fourier. Esse método de solucao é justificado, pois ao
realizar a transformada obtemos um sistema com equacgoes sem derivadas e integrais
por conta das seguintes relagoes:

Ao resolver o sistema no dominio da frequéncia, simplificamos o processo. Uma
vez que tenhamos a solug¢ao nesse dominio, basta aplicar a Transformada Inversa
de Fourier para traduzir essa solucao de volta para o dominio do tempo. Usar essa
estratégia oferece uma abordagem mais direta e eficiente para entender e representar
a resposta do sistema ao longo do tempo. Para demonstrar o que foi dito anterior-
mente podemos utilizar o seguinte sistema.

(1) = y(0) + a (1)

Aplicando a Transformada de Fourier nesse sistema obtemos:
X(jw) =Y (jw) + ajwY (jw)
X(jw) =Y (jw)(1 + ajw)
1
b Gy = v
T Faiw (jw) =Y (jw)

11
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Para finalizar a solucao desse sistema é necessario apenas realizar a transformacao
inversa dessa expressao. Assim, chamando H(jw) = 17— e utilizando a proprie-

. . 1. = +ajw -
dade de transformada que relaciona multiplicacao entre transformadas e convolucao
chegamos na seguinte expressao:

+o0
/_ £(r)h(t — 1) = y(b)

(e}

Importante de se ressaltar que o H(jw) é a resposta em frequéncia de um sinal sendo
dado pela transformada da resposta impulsiva.

12
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