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Numeros Complexos e Fasores

1 Numeros Complexos

Nimeros complexos é um conceito matematico que estende os numeros reais ao
adicionar a unidade imaginaria ¢ . E possivel entender melhor os niimero complexos
pelo plano complexo, considerando um nimero como composto por coordenadas:

\V?

Figura 1: Plano complexo

Em Engenharia Elétrica, como a variavel ¢ normalmente é utilizada para representar
corrente, adota-se j para representar um nimero complexo, em que:

Qualquer niimero por ser representado na forma z = a 4+ jb , em que a é parte
real e b é a parte imaginaria. Se b = 0 o niimero é puramente real e se a = 0 ele é
puramente imagindario.
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Figura 2: Exemplos da representacao de nimeros complexos

O formato z = a 4+ b é chamado de representacao retangular de um nimero. Além
desse, os niimeros também sao comumente representados na sua forma exponencial
z = Ael e na sua forma polar z = r/f. Para realizar a conversio entre os formatos
retangular e polar utilizamos as formulas:

Forma retangular Forma polar

z:a+jb z=r/0

a =1 cosl r=+va?+ b2

b=r senf 0 = tan"*(b/a)
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z=a+jh A Im
2=r20

Figura 3: Mudanca de coordenadas

Considerando z; = a; + jby = r1/60; e 29 = as + jby = ry /s, tem-se que as operacoes
matematicas bésicas de adicao e subtragao de niimeros complexos sao facilmente re-
alizadas na forma retangular:

2+ 20 = (a1 + az) + j(by + by)

21 — 2o = (a1 — ag) + j(b1 — bo)
J& a multiplicacao e divisao sao facilitadas se feitas na forma polar:
21 % 29 = (11 % 19) (01 + 09)
21/22 = (Tl/TQ)Z(el — 92)
Outro conceito importante dos nimeros complexos é o conjugado de certo nimero:

z=a+ jb — 2 =a—jb

z=r/0 — S =r/—0
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2 Fasores

Os fasores sao vetores girantes no plano complexo. Mas o que isso significa? Para
entender esse conceito, primeiramente devemos saber que essa abordagem se baseia
na identidade de Euler, uma expressao matematica que relaciona nimeros complexos
com fungoes trigonométricas. Sendo definida por:

eI = cos(0) + jsen(h)
Dessa forma, quando representarmos esse niimero complexo no plano complexo te-

remos uma componente para o eixo imagindrio sen() e uma para o eixo real cos(0).
Podemos, assim, representa-lo por meio do vetor < cos(f), sen(6) >.

Alm

sen 0

cos 0

Figura 4: Vetor representado no plano complexo

Para caracterizar o vetor acima como um fasor precisamos apenas fazer ele girar.
Para isso ¢ necessario adicionar uma forma do seno e o cosseno variar no tempo.
Para conseguirmos ter esse efeito, fazemos com que o vetor seja escrito pela seguinte
expressao:

< cos(wt), sen(wt) >

Sendo igual a frequéncia associada ao vetor e t uma variavel que representa o tempo.
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Figura 5: Fasor

Para representar o fasor também ¢é importante entender o conceito de fase. Ele nos
déa o angulo inicial do nosso vetor e sua representacao fica na seguinte forma:

< cos(wt + ¢), sen(wt + ¢) >

, sendo ¢ a fase.

Como uma analise geral, o importante de se entender sobre fasores é que ele é uma
fungao que consegue representar dois sinais (um senoidal e outro cossenoidal) e por
ser definido por uma exponencial facilita muito os calculos relacionados a intiimeras
equacoes. Um tipo especifico de equacao que sua solucao muitas vezes é feita de
forma mais tranquila utilizando fasores sao as equacoes diferenciais. Isso ocorre
porque o processo de diferenciacao e integracao é muito facilitado pelas expressoes
abaixo:

/ej(wt T o) g — L it +9)
Jw

d(ej(wt + ¢))
dt

— jwej (wt + )

Com relacao a aplicacoes, os fasores tém uma grande importancia para a Enge-
nharia Elétrica. A representacao simplificada proporcionada pelos fasores permite
uma abordagem eficiente na determinacao de grandezas elétricas, na resolucao de
equagoes complexas e na compreensao do comportamento dos sistemas elétricos.
Essa ferramenta matematica é uma grande facilitadora quando falamos sobre andlise

de sistemas de poténcia, otimizagao de redes elétricas e projeto de equipamentos
eletronicos.
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3 Exercicios

1. Expresse cada um dos niimeros complexos a seguir na forma polar e represente-os
graficamente no plano complexo, indicando o médulo e o angulo de nimero.

2.

a) 1+ 353

b) —5
c) =5—745
d) 3474

Expresse na forma retangular, indicando o as partes real e imaginéaria dos niimeros

no plano complexo.

3.

a) 3/ —30°
b) 4/180°
c) 2/%
)

d) 6/120°

Considerando z; = 3+ jv/3 e 2, = 1 + /3, faca:

a) 21 + 2o
b) 21 * 29
c) z—;

d) z5+ 2

.
)
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Resolucao

1. Sabendo que para transformar de coordenadas retangulares para coordenadas
polares podemos usar r = Va2 +b% e 0 = tan_l(%), temos:

a)

1+jV3, sendoa=1eb=+/3

r=y\124+vV3 =yvIt3=vi=2
Hztcm_l(\/Tg)ZGO"

Assim, z = 2/60°

—H,sendoa=—-5eb=0

r=+(5)2+ 02 =v25+0=125="5

0 = tan_l(_%) = 0° ou 180°, como a é negativo, temos que # sera igual a
180°.

Assim, z = 5/180°

—5—gb,sendoa=—-5eb=—5

r=+/(=5)2+ (=5)% = V25 + 25 = v/50 = 5v/2

0 = tan_l(:—g) = 45°, como ambas partes sao negativas, o equivalente serd
a 135°.

Assim, z = 5v/2/135°

34744, sendoa=3eb=4

r=V3+ 2 =0+16=25=5
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0 =tan~'(3) = 53,13°

Assim, z = 5/53,13°

172260° om

=-952180°
2,7 5253,13° Z,
Z, Z, Re
Sm— >

Figura 6: Grafico da questao 1
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2. Para fazer o processo reverso de transformacao, utilizamos as féormulas a = r cosf
e b=r senb:

a) 3/ —30°, sendor =3 e =—-30°

a =3 cos(—30°) :3**/7322,6

b =3 sen(—30°) = 3% (—

o=

)=—1,5

Assim, z = 2,6 — j1,5

b) 4/180°, sendo r =4 e § = 180°

a=4cos(180°) =4 % (—1) = —4
b=4sen(180°) =4%0=0

Assim, z = —4

c) 2/%,sendor =2e0 =73

a=2cos(Z)=2xs=1

wlx
D=

b=2sen(3) =2x

S

—1,7

Assim, z =1+ 51,7

d) 6/120°, sendo r = —6 e 0 = 120°

a=06cos(120°) = 6% (—3) = =3

b= 6 sen(120°) = 6 L2 = 5,2

Assim, z = =3 + 55,2

10
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Figura 7: Grafico da questao 2
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3. Lembrando que z; =3+ jv3 e 25 = 1 4+ j/3:

a) z1+2=(3+1)+j(V3+V3)

2+ 2=4+7(2V3) =4+53,5

21 % 29, em que z; = 3,5/30° e zo = 2/60°
21k 29 = (3’ 5 * 2)[(300 + 600)

21 % 29 = 7/90°

4= (3,5/2)£(30° - 60°)

4 =175/~ 30°

21+ j—%, em que 2* =3 — jv/3 e 25 = 2/(—60°)
2 (3,5/2)4(30° + 60°)
2 =1,75/90° = 51,75

Zi4+ 2 = (3—7V3) + (j1,75) = 3 + 50,02

23 +3]
17 1+V3]

17141,
172, 1,

171;+(2,/1)

Figura 8: Grafico da questao 3
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