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“All truths are easy to understand once they are discovetkd; point is to discover them.”
- Galileo Galilei (1564-1642)
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Resumo

Esta tese propde novas estratégias de andlise e pi¢jéto,, de sistemas robustos, com posi-
cionamento regional de polos, aplicadas a sistemas liséarariantes no tempo com dominios de
incerteza politdpicos. O método de analise de estabilidaloiesta proposto combina condi¢des sufi-
cientes por desigualdade matricial linear (LMI) e uma é¢&tsia de particdo de politopos. O método
de andlise de desempenho proposto é baseado na combinag@oritono branch-and-bound com
formulacdes de analise LMI e permite o calculo do ctgtmu ., com qualquer precisdo desejada.
O método de projeto proposto é baseado em um problema deati&d em que os elementos do
controlador, filtro ou modelo reduzido séo os parametrostid@izacédo e 0s objetivos e restricoes
de projeto séo verificados em um conjunto finito de pontosjsenconjunto inicial formado pelos
vértices do politopo, com a incluséo iterativa, quando s&ieo, de pontos interiores. O projeto é
validado para todo o politopo através dos métodos de arptigmstos. A motivacao deste trabalho
€ a busca por um método de projeto que proporcione solu¢@essngcenservadoras ou que atenda
as restricdes de estrutura ou desempenho para as quaisistégoneformulacdes LMI ou as formu-
lacBes existentes ndo resultam em solucdes factiveis. @@dlimento de projeto proposto é testado
em varios problemas de projeto de controladores, filtrodeg@o de modelos, resultando sempre em
desempenho igual ou superior aos obtidos por outras egasfgublicadas na literatura.

Palavras-chave Analise de Estabilidade Robusta, Calculo de Cuétes® H.,, Controle Ro-
busto Multiobjetivo, Filtragem Robusta Multiobjetivo, Redw de Modelos, Incertezas Politopicas,
Otimizacéo.

Abstract

This thesis proposes new strategies for analysis and siatberobustH,/H ., systems with re-
gional pole placement, considering linear time-invargrgtems with polytopic uncertainty domains.
The proposed robust stability analysis approach combineard matrix inequality (LMI) sufficient
conditions and a polytope partition strategy. The propgesrfbrmance analysis approach is based
on the combination of a branch-and-bound algorithm and LMilgsis formulations allowing the
computation of thé+, or H,, costs with any required accuracy. The proposed synthepi®agh is
based on an optimization problem where the controllerrfitie reduced model parameters are the
optimization variables and the design objetives as wellcthrestraints are verified in a finite set of
points initialized with the polytope vertex set, with therdtive inclusion, when necessary, of interior
points. The design is validated for the whole polytope by msex the proposed analysis approaches.
The aim of this work is to seek for a design approach that ples/less conservative solutions or even
consider performance/structural constraints that arehantlled by means of LMI formulations or
are not feasible. The synthesis procedure is applied taaes@ntroller, filter, and model reduction
problems achieving improved or the same performance thaar strategies.

Keywords: Robust Stability AnalysisH, and H,, Cost Computation, Robust Multiobjective
Control, Robust Multiobjective Filtering, Model Reductiorgliopic Uncertainty, Optimization.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 LMis na teoria de controle robusto

Um dos grandes desafios do projeto de sistemas de contratagsfih € garantir a estabilidade e o
desempenho dos sistemas frente as incertezas inerentepdel®s utilizados para andlise e sintese.
Tais incertezas podem ser decorrentes, por exemplo, deidia& negligenciadas da planta, de néo
linearidades e de incertezas sobre parametros do sistaeagq sdo precisamente conhecidos ou que
podem sofrer variacOes aleatérias. Existem varias forraaeanodelar sistemas incertos. Esta tese
trata especificamente de problemas de controle robustadepasdo sistemas lineares invariantes
no tempo representados por modelos no espaco de estadapai®® dominio de incerteza € um
politopo, o que engloba modelos politopicos e modelos cqreni@éncia afim de parametros incertos.
Tais modelos de incerteza sdo bastante abrangentes essatetes por serem associados a aspectos
fisicos do sistema, podendo ser obtidos do conhecimenteqies;des dinamicas do sistema ou por
meétodos de identificacdo. Esta tese aborda os seguintderpasbda teoria de controle robusto:

 analise de estabilidade robusta: verificar se todos ansést pertencentes ao dominio de incer-
teza sé@o assintoticamente estaveis ou se todos os auesvébor polos) estédo localizados em
uma determinada regido convexa do plano complexo;

» analise de desempenho robusto: verificar se todos os sistpartencentes ao dominio de
incerteza atendem as especificagées de desempenho emdernwmasi,; e H., de matrizes
de transferéncia, obtendo limitantes superiores das nse@musto garantido);

* sintese de controladores robustos: projetar contradsdoor realimentacao de estado ou saida
tal que o sistema em malha-fechada seja estavel e atendzeatfieacdes de desempenho para
todos os sistemas no dominio de incerteza;
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« sintese de filtros robustos: projetar filtros de tal formea querro entre as variaveis estimadas
e seus valores reais seja minimizado ou atenda a uma dedelandspecificacdo para todos os
sistemas no dominio de incerteza;

» aproximacao robusta por modelos reduzidos: obter apempdes de ordem reduzida de sis-
temas incertos de modo que os erros entre as saidas do medelodo e do sistema real
sejam minimizados, ou atendam a uma determinada espeédidacdesempenho, para todos
os sistemas no dominio de incerteza.

Uma das formas de caracterizar o desempenho de sistemasitd@e@m malha-fechada, de
sistemas de filtragem e de aproximacdes de sistemas porasaddlizidos € através de normas ma-
triciais de certas matrizes de transferéncia do sistemam&kmatriciais, como as normas e H.,
proporcionam uma medida da influéncia das entradas exo¢distisbios de carga, ruidos, sinais de
referéncia etc.) sobre as saidas controladas do sisteroa ¢errastreamento, sinais de controle etc.).
Controladores LQG (do inglés, "Linear-Quadratic-Gaussjdm}tante difundidos na década de 60,
podem ser vistos como um caso especial do controle GiimoDevido a caracteristica do projeto
LQG de ndo assegurar margens de estabilidade satisfaioogke, 1978), além da dificuldade de se
conhecer as propriedades estatisticas das perturbagd@=c o interesse pelo controle otifdg, a
partir do trabalho de Zames (1981). Em Doyle et al. (1989)cé@s para os problemas de controle
H, e H,, foram formuladas para sistemas no espaco de estados ateaggsacdes de Riccati. En-
tretanto, formulacdes em termos de equacdes de Riccati peeléonnar dificeis de serem aplicadas
aos problemas de controle robusto.

A teoria de controle robusto foi bastante impulsionada #érpdo final dos anos 80 quando os
problemas de controle robusto passaram a ser caractesipad@roblemas de otimizacdo convexa.
Um problema de otimizacdo convexa € um problema na forma:

minimize fy(x)

- . (1.1)
sujeitoa  fi(z) <b;, i=1,...,m,
sendo as fungéek, . . ., f.n : R — R convexas, isto é, satisfazem a condigdo
fidz + (1 = ANy) < Mfilz) + (1 = N fi(y) (1.2)

para todor, y € R? e para todd) < A < 1. Os problemas de otimizacdo convexa possuem a
propriedade de que um 6timo local corresponde ao 6timo gldeteoria de controle robusto, os
problemas séo formulados como problemas de programacaalsénida (SDP, do inglés “Semide-
finite Programming”), uma classe dos problemas de otimzag@vexa, na qual a funcdo objetivo
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é linear e as restricbes sdo na forma de desigualdadesiaiatliceares (LMIs, do inglés “Linear
Matrix Inequalities”) (Vendenbergue e Boyd, 1996):

minimize ¢’z

- (1.3)
sujeitoa F(z) >0
sendo a desigualdade matricial linear, ou LMI, definida como
d
F(x) £ Fo+ ) aiF -0 (1.4)
=1
Os dados do problema s&o o vetar R? e d + 1 matrizes simétricas fixag, . . ., F; € R™*", sendo

r = [x1,...,74" 0 vetor de variaveis de decisédo. O sinal da desigualdad&'@m - 0 significa

que F(x) é definida positiva, isto &7 F(x)z > 0, para todo: € R", comz # 0. A funcdoF(x) é

uma funcao afim dos elementos enlJma propriedade importante das LMIs é que elas definem uma
restricdo convexa, ou seja, o conjunto de solugdgse atende a restricdo é convexo. Um conjdhto

€ convexo se a linha entre quaisquer dois pontos do conjst#@empletamente contida no conjunto:
x1, 12 €C = Ar1+ (1 — ANy € Cparad < A < 1.

Uma das vantagens imediatas da abordagem por LMIs é a disjptade de softwares, comerci-
ais ou gratuitos, para a solu¢cdo em tempo polinomial dedatelde problemas de otimizagédo como,
por exemplo, o LMI Control Toolbox (Gahinet et al., 1995) e 8&DInterface (Peaucelle, Henrion,
Labit e Taitz, 2002; Sturm, 1999), ambos para uso com o MAT@\B/er outras referéncias em
Vandenberghe e Balakrishnan (1997)). A principio, carazeum problema de controle ou filtra-
gem na forma de um problema baseado em LMIs significa na arattia solugdo, mesmo que ndo
existam solucfes analiticas disponiveis (Boyd et al., 198#de-se dizer que as formulacdes por
LMIs possuem a mesma importancia na teoria de controle toljuge as equacdes de Lyapunov e
Riccati na teoria de controle moderna e as ferramentas ggaficano os diagramas de Bode, Nyquist
e Nichols, na teoria de controle classica (Doyle et al., 19B&presentar todas as especificacdes do
sistema sendo projetado através de um Unico objetivo deobert bastante restritivo. Deste modo,
outra vantagem importante da abordagem por LMIs é que, ctas@parecem na forma de restricbes
no problema de projeto, elas oferecem maior flexibilidada pambinar varias especificacdes sobre
o sistema a ser projetado (Boyd et al., 1994). A terceira tenigtica de destaque dos problemas
formulados em termos de LMIs, fundamental quando os sistemasiderados possuem dominio po-
litépico de incerteza, é que € suficiente verificar o conjaleteértices para garantir as especificacdes
de estabilidade e desempenho para todos 0s sistemas patenao politopo.



1.1 LMIs na teoria de controle robusto 4

A historia das LMIs na andlise de sistemas dinamicos combgouais de cem anos, em 1890,
quando Lyapunov publicou o trabalho introduzindo o que éeoitlo atualmente como teoria de
Lyapunov (Boyd et al., 1994). Pela teoria de Lyapunov, a egdferencial

—x(t) = Ax(t) (1.5)

€ estavel (isto €, todas as trajetdria tendem a zero) se engoBEeexiste uma matriz definida positiva
P > Otal que
ATP 4+ PA <0 (1.6)

Esta condicao € conhecida como desigualdade de Lyapummo sena LMI. Na teoria de con-
trole robusto, o usual € encontrar as variaveis na forma tlezes, como no exemplo da desigualdade
de Lyapunov (1.6). O termo LMI foi introduzido em Willems (4B para referir-se a

FUE) = ATK + KA+Q KB+CT . 0
BTK +C R
Neste trabalho, Willems refere-se a equacédo de Riccati comgargalo da teoria de sistemas lineares
e antevé que, apesar da importancia da LMI parecer ndo smiaga aquela época, seria interessante
explorar sua capacidade por meio de algoritmos computaision

Existe uma gama razoavel de especificacdes que podem setecaealas por LMIs (Boyd et al.,
1994; Scherer et al., 1997; Skelton et al., 1998). Existderehtes caracterizacdes LMI de esta-
bilidade robusta de sistemas incertos lineares invagambetempo a tempo continuo (de Oliveira,
Geromel e Hsu, 1999; Ebihara e Hagiwara, 2002a; Ramos e RO, Ebihara et al., 2005; Oli-
veira e Peres, 2005c; Oliveira e Peres, 2006) ou a tempoetbsae Oliveira, Bernussou e Gero-
mel, 1999; de Oliveira, Geromel e Hsu, 1999; Ramos e Pereq,; 20l et al., 2005; Oliveira e
Peres, 2005c; Oliveira e Peres, 2006) ou, de forma mais, gerglosicionamento de polos em re-
gibes convexas do plano complexo, denominBdestabilidade (Chilali e Gahinet, 1996; Peaucelle
et al., 2000; Leite e Peres, 2003; Gao e Xue, 2004). As noHhnasH ., € 0s correspondentes custos
garantidosH, e H., (limitantes superiores das normas no dominio de incerfgzd@m ser caracte-
rizadas por LMIs (Palhares et al., 1997; de Oliveira et 802 de Oliveira et al., 2004a; de Oliveira
etal., 2004b; Ebihara e Hagiwara, 20044a; Trofino et al., 2B@5et al., 2004; He et al., 2005; Ebihara
et al., 2005; Oliveira e Peres, 2005b; Yang et al., 2005).

Exemplos de problemas de controle robusto formulados enmotede LMI incluem a sintese de
controladores robustos por realimentagéao de estado (Bewmes al., 1989; Chilali e Gahinet, 1996;
Peaucelle et al., 2000; Apkarian et al., 2001; Ebihara ewkagi, 2002a; Ebihara e Hagiwara, 2002b;
de Oliveira et al., 2002; Wang e Wilson, 2003; Ebihara e8l04; Coutinho et al., 2005), sintese de
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controladores dinamicos de ordem completa para sistereasamente conhecidos (Scherer, 1995;
Chilali e Gahinet, 1996; Scherer et al., 1997; Masubuchi.efl8B8; Apkarian et al., 2001; Trofino,
2002; de Oliveira et al., 2002; Ebihara et al., 2004; Ebileartagiwara, 2004a) e sintese de filtros de
ordem completa para sistemas incertos (Geromel et al., B&®mel, 1999; Geromel e de Oliveira,
2001; Palhares e Peres, 1999; Palhares e Peres, 2000lreRahaeres, 2000a; Palhares e Peres,
2001; Tuan et al., 2001; Geromel et al., 2002; Liu et al., 2008 et al., 2004; Barbosa et al., 2005).
Porém, um importante grupo de problemas de controle ndoidfossiulacdes convexas baseadas em
LMIs, ndo sendo possivel a obtencéo da solucéo diretamegraginde um programa para solucéo
de LMIs. Tais problemas de controle podem recair em dessigé forma de desigualdade matricial
bilinear (BMI, do inglés “Bilinear Matrix Inequality”). Esté o caso do projeto de controladores
por realimentacdo de saida estéticos, controladores glimentacdo de saida dindmicos de ordem
reduzida, projeto de controladores dindmicos robustas, @o sem restricdes de estrutura e projeto
de filtros de ordem reduzida. As BMIs foram introduzidas na d@e controle por Safonov et al.
(1994). Uma BMI é da forma:

d h d h
Flz,y) =Fo+ Zl’ze + Zijj + ZZ%%HU =0 (1.7)
i=1 j=1

i=1 j=1

sendoz € R?Y ey € R" as varidveis &, € R"™", G, € R"™" e H;; € R™™, i = 1,...,d,

j = 1,...,h, as matrizes simétricas fixas. Observe que, fixanda BMI passa a ser uma LMI
da variavely e vice-versa. Apesar de serem convexas pava paray, as BMIs ndo sdo convexas
parar ey simultaneamente. Deste modo, ndo sdo conhecidos algsrttomo tempo polinomial para
solucéo dos problemas BMI. Os algoritmos para solucdo ddgimals na area de controle robusto
na forma de BMIs s&o, em geral, ou métodos de otimizacao Itteahando entre minimizar e y
(Grigoriadis e Skelton, 1994; El Ghaoui e Balakrishnan, 1984saki e Skelton, 1995; Grigoriadis
e Skelton, 1996; El Ghaoui et al., 1997; lwasaki, 1999; Hiailed al., 2004; Kanev et al., 2004; Yang
et al., 2005), ou métodos globais (branch-and-bound) (Gat.,e1995; Goh, 1995; Beran et al.,
1997; Beran, 1997; Tuan et al., 2000), ambos baseados na@saaecuma sequéncia de problemas
LMI. O problema de reducao de modelos também resulta em fagdes ndo convexas em termos de
BMIs tanto para sistemas precisamente conhecidos (Helomer$894; Grigoriadis, 1995; Geromel
et al., 2004; Ebihara e Hagiwara, 2004b; Kanno, 2005; Gereinal., 2005) como para sistemas
incertos (Assuncao e Peres, 1999; Wu, 1996; Wu e Jaraniii; Zrofino e Coutinho, 2004; Halevi
e Shaked, 2004).
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1.2 Motivacéo

Ao se caracterizar problemas da teoria de controle robasforma de problemas de otimizacao
convexos, baseados em LMIs, em geral se introduz algum graomservadorismo na formulacéo,
de modo que a solucédo obtida pode ser um sub-6timo do proldegiaal. Deste modo, a motiva-
cao inicial dessa tese foi: desenvolver um procedimental gerprojeto que proporcione resultados
menos conservadores que as formulacdes LMI, ou que obteshlados em casos nos quais for-
mulac6es LMI ndo apresentem solugdes factiveis, que pessplicado ao projeto de controladores
robustos multiobjetivo por realimentacdo de estado,realtacdo de saida estatica ou dinamica; ao
projeto de filtros robustos multiobjetivo e ao calculo deoapnacdes por modelos reduzidos, aplica-
dos a sistemas lineares, invariantes no tempo, a tempmaorti discreto, com dominios politépicos
de incerteza. O termo multiobjetivo é empregado aqui pdegirese aos projetos que devem atender
as especificacdes de desempehhice H,, € as restricbes de posicionamento regional de pélos. A
motivagao para o projeto multiobjetivo pode ser colocadsegminte forma (Scherer et al., 1997):

» O projeto considerando desempertig € conveniente para garantir estabilidade robusta de
sistemas incertos, para rejeicdo de disturbios na formandesom energia limitada e para
expressar especificacdes no dominio da frequiéncia tais faireode passagem e ganho em
baixas frequéncias.

» O projeto considerando desemperii9é equivalente ao controle 6timo LQG sendo util para
tratar de rejeicdo a disturbios com caracteristicas estioad, como ruidos de medicdo ou
perturbacdes aleatdrias.

» O posicionamento regional de pélos é util para garanterd@hadas caracteristicas da resposta
transitoria, como o tempo de decaimento ou o amortecimento.

Como discutido na secao anterior, o controle LQG, deserdmivds anos 60, ndo consegue lidar
de forma adequada com sistemas com modelos incertos. Requamacdes do modelo baseado
no espaco de estados podem levar a respostas transitdaiaseiate diferentes, como mostrado em
Skelton et al. (1998, pag. 34). Por outro lado, as técnicgsaleto’ ., sdo bastante adequadas para
tratar de aspectos no dominio da frequiéncia e de questdebuktez, porém, proporcionam pouco
controle sobre o comportamento transitorio e sobre a kaglio dos pélos em malha-fechada (Chilali
e Gahinet, 1996). Fica claro, a necessidade de técnicastl®leomultiobjetivo que combinem os
aspectos vantajosos de cada critério.

O procedimento geral de projeto desenvolvido nesta temglmente direcionado ao projeto de
controladores robustos, baseado em otimizagédo ndo condu@tamente no espaco de parametros
do controlador, proporciona melhores resultados qudipasti o esforco computacional demandado.
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O procedimento de projeto desenvolvido requer ferrametgagnalise robusta com determinadas
caracteristicas que nao sao proporcionadas pelas caracters LMI devido ao conservadorismo das
mesmas. Deste modo, a segunda motivacdo desta tese foi aatwalger novos procedimentos de

analise de estabilidade robusta e de desempenho rddugt®{.,, menos conservadores, para serem
aplicados ao procedimento geral de projeto proposto nesta Devido aos bons resultados obtidos
para os problemas de controle robusto, nesta tese, o pmoeetdi geral de projeto também é aplicado
ao problema de filtragem robusta e ao problema de aproxintabésta por modelos reduzidos.

1.3 Obijetivo

O objetivo desta tese € propor novas estratégias de andiseese de sistemas de controle e
filtragem robustos multiobjetivos, considerando critérite desempenht, e H,, e restricbes de
posicionamento regional de pélos. Através do procedimgeital de projeto proposto, busca-se, ndo
s6 obter resultados menos conservadores do que os obtidftspalacdes LMI baseadas na teoria
de estabilidade de Lyapunov, como também obter solu¢cbasoparasos em que as formulagées LMI
ndo sédo factiveis ou, principalmente, para os casos em gda aéo existem formulagces LMI. A
estratégia de projeto proposta pode ser aplicada paraeitéecontroladores por realimentacdo de
estado, realimentacao estatica ou dindmica de saidajqugdfiltros e aproximacao por modelos
reduzidos. Uma importante propriedade do procedimentaajetp proposto é sua flexibilidade para
incluir restricGes de ordem e estrutura.

1.4 Escopo

As estratégias de analise e de projeto desenvolvidas esstado destinadas a sistemas incertos
lineares invariantes no tempo, a tempo continuo ou disceetm dominio politdpico de incerteza.
Considere o sistema linear invariante no tempo represemgeloseguinte modelo no espaco de
estados:

dlz(r)] = Ax(r)+ Bw(r)
(1.8)
2(t) = Cx(r)+ Dw(r)

comA ¢ R B e R (€ R*=*" e D € R**™ sendo

dx(t) A . ]
T = t &R parasistemas continuos no tempo

(@)
8
—
\]
e

[>

Sfz(r)] & x(k+1), 7 £ k&N parasistemas discretos no tempo
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SejaS a matriz sistema definida como

A B
C D

S 2 (1.9)

Considere que a matriz sistema néo é precisamente conhecig@ertence a um conjunto polié-
drico convexo fechado, ou politop§: € P ¢ R +n=)x(ndnw)

No caso de modelos politopicos, o conjuf@ um politopo no espacgo de matrizes definido pelo
conjunto de todas matrizes obtidas pela combinacao comlegausV vértices:

N
P2 Co{S,,Ss,...,n} = {5(9) : S(0) = Z@Si, 0 e QM} (1.10)

=1

sendoCo{-} a casca convexa do argumento e

S A
' C; D;

i=1,....N (1.11)

os Vvértices do politopo. O vetor de coordenadas do politbpo]d; ... QN]T, pertence ao conjunto
definido como

N
QMé{QERN:Qizo,izl,...,N,Zeizl} (1.12)
i=1

O conjuntof?,,; também pode ser representado como um simplexo no espacmelesdiaV — 1:
A N—-1
QMé{QeRN‘l:Qizo,z':l,...,N—l,ZQigl} (1.13)
=1

desde quéy =1 — >~ " 6.
No caso de sistemas dependentes de parametros, a maétassistdependente afim do vetor de
parametros incertgs= [p1, ps, ... p4)’ € R%

P={S(p) : S)=So+pSi+...+piSa, pEQ} (1.14)

Se os parametros incertos variam entre valores limitesefayss € [p.,p,], sendop. e p; os
valores minimo e maximo doésimo parametro incerto, o vetppertence a um hiper-retangulo no
espacal-dimensional:
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O dominiof2, também pode ser um politopo de formato qualquer se existiestrigoes lineares
adicionais sobre os parametros, como, por exemplo, noestitalhas de sensores e atuadores ou
em aproximacoes de incertezas limitadas em norma por @zxeerpolitopicas:

Q2 {peR! 1 alp<b;,i=1,...,m} (1.16)

sendou? as linhas de uma matrid € R™*< e b; os elementos de um vetbie R™,

1.5 Metodologia

A grande maioria das pesquisas na area de projeto de sistiencasitrole e filtragem robustos é
baseada em problemas de otimizacdo convexos com funcédwvolijgear e restricdes em termos de
LMIs, derivadas das formulacdes de estabilidade de Lyapusstas abordagens de projeto séo ob-
tidas através de formulacdes de andlise de estabilidade célculo de custos garantidbs e H...
Como uma forma alternativa de projeto, nesta tese é propast@afar os problemas de controle, fil-
tragem e aproximacao em termos de um problema de otimizagHiolopetivo, cujos parametros de
otimizacao sao os préprios parametros do controladoq €ilirmodelo reduzido. No caso de sistemas
incertos, este problema requer a otimizacao do pior casondelrmero infinito de sistemas perten-
centes ao dominio de incerteza. Para viabilizar a solucéte geoblema, propde-se que as funcdes
objetivo e as restricdes sejam verificadas em um conjunto fieipontos, definido inicialmente pelos
vértices do politopo que caracteriza o espaco de incertezasdelo. A dificuldade de tal estratégia
€ que, uma vez que a formulagéo néo € convexa, consideraadasaps vértices do politopo ndo se
garante a efetiva minimizagéo das funcgdes objetivo e o aemdo das restricbes em todo o politopo.
Deste modo, é necessaria uma validacdo do resultado olatidmonesso de otimizacao para todo o
politopo. Se na validagao for verificado que o pior caso dasdes objetivo ocorre fora dos vértices
ou que alguma restricdo ndo é atendida em todo o politopmmepde pior caso sao incluidos no
conjunto finito de pontos avaliados e o processo de otimizagéapetido. Os passos de otimizagéo e
validacdo séo repetidos até que todas as restricdes sejadidas e que as funcdes objetivo convir-
jam para um valor com determinada precisao relativa. Destiborma estratégia proposta, busca-se
minimizar o pior caso das normas, e H., no interior do politopo, ao invés de se minimizar os cus-
tos garantidogt, e H.,, como ocorre nas formulacdes LMI. Para implementag&o doepimento
de projeto proposto sdo necessarios um algoritmo de otpdzadequado para tratar de problemas
nao convexos e nao diferenciaveis e um procedimento desarfile possa identificar os pontos de
pior caso no dominio de incerteza com uma determinada Aecis

Poderiam ser utilizadas formulagdes de analise LMI paridasb projeto para todo o politopo,
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entretanto, tais formulagcdes provaram ser conservadara®raso de sistemas invariantes no tempo
e, em muitos casos, ndo eram Uteis para determinar o custatigarpor ndo obterem solugdes fac-
tiveis. Deste modo, um novo problema teve que ser considleoade desenvolver uma ferramenta
de analise eficiente que permitisse a determinagéo dosschste H.,, sem conservadorismo, e
gue fornecesse o valor e a coordenada do pior caso das néfsr&d{.,, no politopo, atendendo a
uma precisao pré-determinada. Para isso, a primeiraitentai utilizar um algoritmo genético para
determinar o pior caso das norniHs e H., em todo o politopo. Como este método ndo garante a
convergéncia para o pior caso, foi necessario substitpétaim procedimento de célculo com ga-
rantia de convergéncia para o maximo global. A solucéo bgtpara este problema foi adotar uma
combinacéo do algoritmo branch-and-bound com formulat:8ésde analise. A idéia basica deste
algoritmo é a de “dividir para conquistar”. Ao se dividir olipapo, as formula¢gées LMI produzem
resultados menos conservadores. A possibilidade de datag@io da precisao do célculo é devida
a caracteristica do algoritmo branch-and-bound de utitizas funcdes que convergem para o valor
otimo, uma aproximando por valores inferiores e outra ptorea superiores ao do maximo global.
No calculo dos custo’; e H.., a funcao limitante inferior € escolhida como a norma caldalnos
vértices do politopo e de suas particdes e a funcao limitugerior € o custo garantido, calculado
com formulacdes LMI, para o politopo e suas particdes gsrada sucessivas divisdes. Se 0 po-
litopo é dividido sucessivamente até que o mesmo tenda a ato,po calculo do custo garantido
no politopo se iguala ao valor da norma no ponto, o que gaeaotevergéncia do algoritmo para o
maximo global. O namero de iteracbes necessarias do algoétlimitado pela precisédo requerida.
Esta estratégia de andlise, que combina a reducdo do cadsgsmo das formulacdes LMI pela
particdo do dominio de incerteza com uma discretizacaoidirada do dominio, também é utilizada
na verificacdo do posicionamento regional de polos.

Para implementar o procedimento de analise proposto, th@seaalgoritmo branch-and-bound,
foi necessério desenvolver uma técnica adequada de padigfolitopos de qualquer formato, em
gualquer dimenséo, que garantisse a convergéncia dotadgdsranch-and-bound de forma eficiente.
A técnica de particdo adotada nesta tese considera mathglgcgis, ou seja, a decomposi¢cao do po-
litopo em um conjunto de simplexos, que torna o procedima@malise proposto ndo so6 eficaz como
também eficiente. Conhecendo o esforco computacional ridqussr procedimentos de otimizagao
global, em especial o algoritmo branch-and-bound, a efi@éobtida pela implementacéo adotada
€ bastante surpreendente, podendo os procedimentos @ gmépostos serem considerados como
ferramentas importantes para a teoria de controle robusto.
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1.6 Estrutura da tese

O Capitulo 2 apresenta a técnica proposta de particdo de politopos quelarhental para a im-
plementacao eficiente dos procedimentos de analise deliesidd robusta e de desempenho robusto
propostos nesta tese. A particdo de politopos ird combitr@aregularizacdo de Delaunay, utilizada
para decompor politopos de forma geral em um conjunto delskop (malha simplicial), com uma
técnica de divisdo de simplexo orientada pelas arestasatggpritmo, uma importante contribuicao
desta tese, apresentado em detalhes na Secéo 2.5, foaérseate desenvolvido para a implemen-
tacdo dos procedimentos de analise propostos.

No Capitulo 3 € apresentada a contribuicdo desta tese na area de anélisesiabilidade ro-
busta. O procedimento de analise proposto, com a capadiaiientificar tanto &-estabilidade
robusta do sistema incerto, como um caso de sistema que Raesével pertencente ao dominio
politopico de incerteza, € baseado na reducéo de consesradale condi¢des suficientes LMI de
D-estabilidade pela particio do dominio politdpico de itezx e em um método “inteligente” de
grade. Exemplos ilustrativos, incluindo testes exaustigdo apresentados para demonstrar a efici-
éncia e a eficacia do procedimento de analise proposto.

O Capitulo 4 apresenta a contribuicdo desta tese na area de analiseetiepdedo de sistemas
com incertezas politopicas. E proposta uma nova estradégialculo dos custds, e H., com uma
preciséo especificada, denominados custgarantidos, baseada na combinacdo de formulacdes de
analise LMI e no algoritmo branch-and-bound. Por esta tégfi é possivel calcular o custo com
qualquer precisao requerida, o pior caso da norma no esgaigeeiteza e a coordenada do ponto
de pior caso. Varios exemplos serédo apresentados para siearaneficacia do método de célculo
proposto.

O Capitulo 5 trata da contribuicdo desta tese na area de sintese deladates, filtros e modelos
reduzidos. Neste capitulo é apresentada, em detalhespaspaale procedimento geral de projeto
multiobjetivo H»/H ., com posicionamento regional de polos, que sera aplicatfdess de contro-
ladores por realimentacéo de estado, controladores donessiacéo estatica de saida, controladores
por realimentacao dindmica de saida (de ordem completadozida e com estrutura fixa ou néo);
sintese de filtros (de dimenséao completa ou reduzida) eiapaQ#o de modelos por outros de ordem
reduzida, para sistemas lineares invariantes no tempt&inoos ou discretos no tempo, com domi-
nios politopicos de incerteza. A estratégia geral de pp@dbaseada em um procedimento iterativo
de dois passos: primeiro, o célculo do controlador, filtrermaelo reduzido, por algoritmo de otimi-
zacao, diretamente no espaco dos parametros do contrdiidmou modelo reduzido, considerando
um conjunto finito de pontos do politopo e, segundo, validali projeto para todo o politopo uti-
lizando os procedimentos de analise apresentados nos IGata 4, que determinam se existe a
necessidade de acrescentar novos pontos no conjunto fméapva rodada do procedimento.
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Nos Capitulos 6e 7, o procedimento geral de projeto é aplicado a diferentesi@mas de con-
trole e filtragem, sendo que cada capitulo apresenta vat@spos ilustrativos, com comparagao
com as estratégias existentes, e conclusdes especificapitida

O Capitulo 8 descreve a aplicacéo do procedimento geral de projeto péeagiio de modelos
reduzidos fixos ou dependentes de parametros. Exemplasdodrda literatura na area séo conside-
rados para demonstrar a utilidade do procedimento proposto

Finalmente, o dltimo capitulo apresenta as conclusdessggoarabalho até o atual estagio de
pesquisa e propostas de desenvolvimento futuro.

Em cada capitulo € apresentada uma revisao bibliografieaifisp sobre o assunto sendo tratado.



Capitulo 2

Particao de Politopos

2.1 Introducéao

Algoritmos tipo branch-and-bound (BnB) podem ser aplicadm®hlemas de otimizacao global.
A idéia bésica destes algoritmos é considerar duas fungdéarites inferior e superior que con-
vergem para o maximo (ou minimo) global do problema a medigaogdominio é sucessivamente
subdividido. Algoritmos BnB ja foram utilizados em difereataplicacées na area de controle ro-
busto, como, por exemplo: anélise de estabilidade de sast@wlitopicos (DeMarco et al., 1990),
calculo do grau de estabilidade minimo de sistemas line@gsndente de parametros (Balakrishnan
et al., 1991), calculo do valor maximo da norfi{g, de sistemas lineares dependente de parametros
(Balemi et al., 1991), célculo do pior caso da covarianciasiad® de sistemas lineares com parame-
tros incertos (Balakrishnan e Boyd, 1991), calculo dos valaréximo e minimo do ganho RMS de
sistemas lineares discretos no tempo incertos (Balemi e Bstialan, 1992), sintese de controladores
via BMI (Goh et al., 1995; Goh, 1995; Beran et al., 1997; BeraB7)9rojeto de estruturas flexiveis
com objetivo de minimizar norm&{., (Sipila et al., 1999), calculo da norma minima de modelos
LFT em um conjunto estruturado (M"Closkey et al., 2000) e padacdo de modelos de sistemas
incertos a tempo continuo e discreto (Assuncédo e Peres).1089 dos aspectos mais importantes
na implementagéo de algoritmos BnB é a técnica de particdmodnib da funcdo avaliada. Nos
trabalhos citados, os modelos de sistema analisados pogswémetros incertos que variam dentro
de determinados intervalos conhecidos. Em todos os casdgpotmo BnB € desenvolvido para
tratar especificamente da particdo de dominios na formapee-fetangulos. A estratégia utilizada
€ a de dividir o hiper-retangulo pela metade, com o cortesé&itb nas arestas de maior dimensao
(considerando variaveis normalizadas). Divisdo de hipi&mgulos séo faceis de implementar com
bom desempenho desde que elas sempre resultam em subdoooim@ mesmo formato. Entre-
tanto, um problema muito mais dificil de ser tratado ocour@nglo o dominio a ser particionado ndo

13
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possui forma retangular. Além disso, em um espaco de direhsfm hiper-retangulo possai
vértices, 0 que causa o rapido crescimento da complexidadputacional do problema de avaliar
uma funcédo nos vértices de tal objeto geométrico, a medid@igasce a dimensao do problema.

Como discutido na Sec¢éo 1.4, esta tese ira apresentar nosipsosapitulos técnicas de analise
de estabilidade e desempenho baseadas em algoritmos tipgpd&aBserem aplicadas a sistemas
incertos representados tanto por modelos por dependéimtiala parametros como por modelos
politopicos. Deste modo, o método de particdo de politopsgr empregado na implementacao dos
algoritmos tipo BnB, deve ser desenvolvido para tratar desttéacdes possiveis:

1. Modelos politépicos: simplexo coi vértices,
N—-1
Quy 2 {9: 01, O] €RN 0,20, i=1,...,N=1,) 6;< 1}
=1

2. Modelos dependentes de parametros nos quais os parapeatiem variar entre limites conhe-
cidos: hiper-retangulo coRf vértices que correspondem as combinacdes dos valoresestre
dosd parametros incertos,

Q, = {pZ p1...pd" €R? : p <pi <Dy, i=1,---,d}
3. Modelos dependentes de parametros considerando destligeares adicionais sobredpa-
rametros incertos: politopo com formato qualquer:

Qpé{p:[pl...pd]TeRd : al-Tpri, izl,...,m}

sendae! as linhas de uma matrid € R™*< e b; os elementos de um vetbie R™.

Em aplicacdes de engenharia, nas quais é necessaria apddiespacos, € comum trabalhar com
dois tipos de formas geométricas: hiper-retangulos oulsikop (Moore, 1992). Para poder tratar de
politopos com qualquer formato, englobando os trés casadas, nesta tese, o algoritmo BnB é
implementado considerando malhas simpliciais. Neste a&stratégia empregada € a de decompor
o dominio na forma de politopo em um conjunto de simplexos eaenmefinamentos posteriores sendo
realizados por uma técnica de subdivisdo de simplexos ieépeate desenvolvida. Tal escolha é
justificada pelas seguintes vantagens em considerar siospd® invés de hiper-retangulos:

1. qualquer politopo poder ser decomposto exatamente enonjunto de simplexos, o que nao
€ possivel com hiper-retangulos;
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2. um simplexo é o politopo mais simples existente, com o meamero de veértices necessario,
isto €, em um espagédimensional um simplexo possdi+- 1 vértices ao passo que o hiper-
retangulo possui? vértices,

3. umd-simplexo é definido somente pela sua lista¢lé vértices, ndo sendo necessaria nenhuma
informac&o sobre sua topologia, uma vez que qualquer spbtorded vértices forma uma
face do simplexo.

A segunda vantagem sera de especial interesse para aplo@agdgoritmo BnB neste trabalho
pois serao realizados calculos por formulacfes de anaseadas em desigualdade matriciais line-
ares (LMIs) cujos numeros de variaveis escalares de deeisi#olinhas de restricbes LMIs serdo
funcBes do numero de vértices do politopo.

Para convergéncia eficiente de algoritmos tipo BnB, ndo basta dpiper-volume seja reduzido
pelo procedimento de subdivisdo, uma vez que o volume podiete zero quando as arestas do
politopo em apenas uma das dimensodes tende a zero. O inmtpodtgne a maxima distancia entre
0s vértices do politopo tenda a zero de modo que o politopateara um ponto com a sequéncia
de subdivisbes. Mesmo na bissecdo de hiper-retanguloseés#@&m adotar estratégias para garantir
este comportamento, como € o caso na bissecdo da maior anestada passo. Deste modo, a
escolha datécnica de refinamento da malha simplicial désagem consideracao esta caracteristica
fundamental.

2.2 Defini¢cbes basicas

As seguintes definicdes serdo Uteis na apresentacdo doonuetqaérticdo de politopos proposto
nesta tese.

Definicdo 2.1 Um conjunto? = {x € R® : Az < b} € umpoliedro definido pela matriz
A € R™"™ = [ay,...,a,])" e pelo vetoh € R™. Se o poliedro é fechado entdé denominado
politopo. Um politopo também pode ser definido a partir de seu conjdeteértices{vy, ..., vy }:
P = Co(vy,...,uoxy) ={x € R" . = = Zi]\ilﬁivi, ; >0,i=1,...,N, Zi]ilgi = 1}, sendo
Co(-) a casca convexa do argumento.

Definicdo 2.2 Um conjunto de ponto$py, p1,...,pr} € denominadandependente afirquando,
para um subscrita € {0,...,k} arbitrario, porém fixo, o conjunto de vetordg; —p; : j €
{0,...,k},j # i} élinearmente independente.

Definicdo 2.3 Um d-simplexoé um politopo no espagédimensional definido paf+ 1 vértices que
sdo afim independentes. Para cada dimengaam d-simplexo € o objeto geométrico mais simples
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nessa dimensdo. Desde modo, um O-simplexo é um ponto, utnpl&sd € um segmento de reta, um
2-simplexo € um triangulo, um 3-simplexo € um tetraedro etc.

Defini¢do 2.4 Dois simplexos, o’ € R? sdocongruentesse existir um vetor de translacdoc R¢,
um escalar > 0, e uma matriz ortogona) € R%*? tal ques’ = v + cQo (Bey, 2000).

Defini¢do 2.5 SejaP € R? um politopo, o conjuntd?P;, ..., P.} de subpolitopos d® é denomi-

,,,,,

Definicdo 2.6 Umatriangularizacdode um politopd? € R¢ é uma particdo dé® em conjunto de
d-simplexos cuja unido é o politopo e a intersec¢do de qualdois simplexos do conjunto € uma
face comum (possivelmente vazia).

2.3 Triangularizacdo de politopos

Politopos de qualquer formato podem ser divididos exatéenem um conjunto de simplexos
pelo processo conhecido como triangularizacdo. Existéenetites possibilidades de triangulariza-
¢ao de um politopo, sendo interessante que os simplexodagesajam bem formatados: os angulos
entre as arestas ndo sejam muito pequenos ou muito grandste tkhbalho, no caso de modelos
dependentes de parametros, a decomposi¢de, dem um conjunto de simplexos é realizada pelo
método de triangularizacdo de Delaunay. No espaco bidioraads 0 método de triangularizagédo
de Delaunay busca maximizar o &ngulo minimo entre as angstagodas as triangularicdes possi-
veis. Um simplexo da triangularizacéo de Delaunay tem aistgpropriedade: ele determina uma
hiperesfera cujo interior ndo contém nenhum outro pontoashjuato de pontos a nao ser @s- 1
pontos que determinam o simplexo. Esta propriedade édllspela Figura 2.1 que apresenta uma
triangularizacdo de Delaunay de um politopo definido porficgs no espaco bi-dimensional, na
gual pode ser visto que os 3 vértices de cada triangulo defimemrirculo que ndo contém nenhum
dos demais pontos do conjunto. A Figura 2.2 apresenta quisasbilidades de triangularizagéao do
mesmo politopo para as quais a propriedade da triangutéiozade Delaunay ndo é atendida. Existe
uma relacao estreita entre a triangularizacéo de Delawnagncconjunto de pontos e a casca convexa
da projecdo em um paraboldide destes pontos em uma dimeaunseidos (“lifting transformation”)
(de Berg et al., 2000). Deste modo, algoritmos para calculcadaa convexa em espacadsH 1)-
dimensional podem ser usados para calcular a triangutdozde Delaunay no espa¢alimensional
de forma eficiente. Isto é utilizado, por exemplo, pela fon¢daunayn(-) do MATLAB ® que é
baseada no algoritmo Quickhull (Barber, 1996).
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Figura 2.1: Triangularizagéo de Delaunay.

Figura 2.2: Triangulariza¢cfes que nao sao Delaunay.

2.4 Subdivisdo de simplexos

Sendd? um simplexo ou tendo sido decomposto em um conjunto de skopjeela triangulariza-
cdo de Delaunay, para implementar os refinamentos postedamalha simplicial € necessario esco-
Iher uma técnica apropriada de subdivisdo de simplexo. qRegalgoritmos tipo branch-and-bound
convirjam eficientemente, € necessario que a técnica damefimo garanta que a maior distancia
entre dois vértices de cada simplexo seja minimizada a rmaeglid os volumes dos simplexos sejam
reduzidos pelas sucessivas subdivisbes, sem gerar sospiead formatados. Para isso € necessario
gue a técnica de refinamento seja estavel, o que significa guenero de classes congruentes de
simplexos (Definicdo 2.4) obtidas pelas sucessivas sudddigideva ser limitado.

Para se dividir um triangulo no espaco bi-dimensional pogenctonsideradas, entre outras, trés
estratégias diferentes: (a) bissec¢ao do triangulo ao rpela,inclusdo de um novo vértice sobre o
ponto médio da aresta de maior comprimento; (b) dividir @gulo em trés, pela inclusédo de um
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Figura 2.3: Efeito do refinamento da particdo de um triangelo esquema de subdivisao por 2.

novo vértice no centro de gravidade do triangulo; ou (c)dilivd triangulo em quatro pela inclusao
de trés novos vértices sobre os pontos médios de cada aresta.

A divisdo pela bissecdo € o procedimento mais simples sgm@sentada na Figura 2.3. Esta
figura mostra a sequéncia de particdo de um tridangulo egrolg&ngulos internos iguais°),
pertencente a classe de congruéncia numerada como 1. Nairprisnbdivisdo sdo gerados dois
triangulos de uma segunda classe de congruéncia (angtdosds iguais 807, 60° e 90°). O refina-
mento desta divisdo gera um triangulo da classe 1 e um tiliddguwma terceira classe (um angulo
interno igual al20° e dois angulos d&0°). O ultimo refinamento resulta em quatro tridngulos que
pertencem as classes 1 e 3.

A segunda opc¢do de divisdo, baseada na introducéo de uroevadicentro de gravidade do
triangulo, é apresentada na Figura 2.4. Com um refinamentb$i@ios trés triangulos de uma classe
de congruéncia diferente da classe original. E possiveeper que, com refinamentos sucessivos,
sdo obtidos tridangulos cada vez menos bem formatados, skipde da distancia entre os vértices
mais distantes do triangulo sendo refinado. Esta técnicaosérarntotalmente inadequada para ser
utilizada com o algoritmo do tipo branch-and-bound.

A Ultima opcao de divisdo, com a inclusdo de novos vérticbsescada aresta do triangulo, de-
nominada divisdo orientada pelas arestas (do inglés “ddgeubdivision”) (Edelsbrunner e Gray-
son, 2000), gera triangulos da mesma classe do triangymakjindependentemente do nimero de
refinamentos realizados, como pode ser visto na Figura 2x8er@e pela Figura 2.3 que, se for ne-
cessario dividir o triangulo em quatro pela técnica de g&sesdo necessérios trés subdivisées com
a geracao de dois triangulos na particdo inicial além dos@tr@éngulos no refinamento final.
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Figura 2.5: Efeito do refinamento da particdo de um trianguad.

E provado em Bey (2000) que o nimero de classes diferentemgiesos gerados pela divisdo
orientada pelas arestas para espakzdsnensional é limitada end! /2, valor 6timo, ao passo que,
pela bissecao, ndo existe prova que este nimero seja lom@adaso de dimensdes maiores que
d = 2. Deste modo, se o0 simplexo original € bem formatado, a diviséentada pelas arestas
ird gerar simplexos bem formatados, o que pode ndo ocor@tgmica da bissecdo, mesmo com
a particdo sobre a aresta de maior dimensédo. Devido a esteterdstica, esta técnica pode ser
considerada a mais apropriada para o refinamento da malpbcsatrequerido pelos procedimentos
de andlise a serem apresentados nos proximos dois caplinh@sdesvantagem da técnica de divisao
de simplexo orientada pelas arestas seria a sua implerdentag dimensdes superioresl a= 3
devido a inexisténcia na literatura de algoritmos para ésse Para resolver este problema, foi
desenvolvido nesta tese um algoritmo de facil implementaginputacional que sera descrito na
préxima secéao.

Com base nestes fatos, a escolha adotada nesta tese paragefmda malha simplicial é a téc-
nica de subdivsao de simplexo orientada pelas arestas. ddémmero 6timo de classes congruentes,
existem outras vantagens em se aplicar a subdivisdo atepelas arestas, sendo importante para
algoritmos tipo branch-and-bound a caracteristica de gusubsimplexos obtidos terdo o mesmo
volume d-dimensional, sendd/2? do volume original (para o caso da subdivisdo orientadaspela
arestas erd?) (Edelsbrunner e Grayson, 2000). Observe que, diferemtEndle outras aplicacdes em
Engenharia, tais como elementos finitos, ndo existe a ppagéio em se garantir a consisténcia do
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particionamento pela ndo utilizacdo de vértices de um sxoptobre a aresta de outro.

2.5 Subdiviséo de simplexo orientada pelas arestas

Nesta sec¢do é proposto um algoritmo para implementar acgdei subdivisdo orientada pelas
arestas de um simplexbdimensional enk? simplexos. A implementacio desta técnica de subdivi-
séo é baseada em um modelo de simplexo na forma de abaco,idadorasquema de cores (“co-
lor scheme”), apresentado em Edelsbrunner e Grayson (2@0@0¢ relacionado com o trabalho de
Goodman e Peters (1995). A mesma notacao utilizada portidalser e Grayson (2000) sera ado-
tada aqui.

Considere umi-simplexoo definido como uma sequiéncia de- 1 pontos (vértices)P; € RY,

i = 0,...,d, que séo independentes afins &h A subdivisdo orientada pelas arestasodem

k? simplexos sera obtida a partir dos pontés P, ..., P, e de novos pontos obtidos a partir de
uma matriz)M € N¥*(@*+D denominada esquema de cores, cujos elemegtgssdo nimeros in-
teiros na faixa [0,d], denominados cores, que representasuloscritos dos pontdy), P, ..., P,
(Edelsbrunner e Grayson, 2000). jAsima coluna dé/, M; = [xo, X1 --- Xk—1;)", definird o
Jj-€simo verticeP, do novo simplexo definido como

0,jX1,5---Xk—1,5

P 2 L

X0,5X1,5--Xk—1,5 = ]{7

(PXo,j + PXl,j +.+ Pkal,j) (21)

Para se adequar ao algoritmo que sera proposto, os indikstde deV/ iniciam com 0 ao invés
de 1 como definido por Edelsbrunner e Grayson (2000). Asipaixcaracteristicas do esquema de
cores sao que os elementos aparecem em ordem nao decreseente lidos como texto (ordenacao
lexicografica), iniciando cony,o = 0 e terminando comy;_; 4 = d, com 0 primeiro elemento de
uma linha igual ao ultimo elemento da linha anterigi, = x;-1,.4 (Edelsbrunner e Grayson, 2000) :

X0,0 < X010 < - < Xod = X1,0 S X110 S - < Xk—1d

e suas colunas/;, j = 0,...,d, sdo organizadas de tal forma que, da collifia; para a coluna
seguintel/;, apenas uma das cores muda por um incremento unitario, isfp£€ M, +¢, sendo
¢' al;-ésima coluna da matriz identidade ou seja, os elemento gé séo definidos como

. 1. 1=1.
ghay v I (2.2)
O, 1 7é lj

O problema tratado aqui € como obterkdsesquemas de cores para gerar a subdivisdo completa
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do simplexo. O algoritmo proposto a seguir ira realizareftatle gerar automaticamente os esquemas
de cores, tornando viavel o uso do método descrito.

Sejay;; 0 elemento daésima linha;j-€sima coluna de-ésimo esquema de cores. No algoritmo
proposto, m-ésimo esquema de coréd”, n = 0, 1,...,k%—1, sera criado linha por linha iniciando
comyg, = 0. Para saber se o proximo elemento da matriz sera mantideccementado em um é
necessario representar o indicdo simplexo)/™ no sistema numérico com bake

n=xg1 Xk 2y 0 x k24 g x KO (2.3)

Os valores dos digitas;_;, 7 = 1,2, ..., d, determinardo qual linha da colupa- 1 sera incre-
mentada em um para gerar a colynau sejaM; = M;_; + & coml; = z4_;. Ao terminar uma
linha, a préxima linha inicia com a ultima cor da linha ardgrou sejax;, = x;i ;4 O proce-
dimento descrito é implementado pelo algoritmo descritegais (Goncalves, Palhares, Takahashi e
Mesquita, 2006a).

Algoritmo : Esquema de cores
paran =0,1,...,k% -1
Tq_1...To < convertan para base;
cor «— 0;
parai=0,1,...,k—1
ngo «— cor;
paraj=1,....d
sexy_; = i entdo
cor < cor + 1;
fim se
Xij < cor;
fim para
fim para
fim para
fim algoritmo

Considere, por exemplo, a subdivisdo de um tetraedrb’em?2?® = 8§ sub-tetraedros. O esquema
de cores é formatado cokninhas ed + 1 colunas:

X0,0 Xo,1 Xo02 X0,3
X1,0 X1,1 X1,2 X1,3

M =
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Utilizando o algoritmo apresentado, os 8 sub-tetraedre®bfdos como sendo

010 = 0002 = MO =

110 50012 = Ml =

210 50102 = M2 =

310 =011, = M3 =

490 = 100, = M* =

510 = 1015 = M> =

6190 = 1105, = M6 =

Ti0 = 1115 = MT =

O~ 1~ 2~

3 3 3

O~ 1~ 2

2 2~

~ 3 3
0 0~

0 0 0~

~ o 2 3

0 0 0

O~ 1~ 2

w

= 0p = {P037

= 01 Z{Po2,

= 09 = {P02,

= 03 = {Fo1,

= o4 = {Pog,

= 05 = {P(n,

= 06 = { Po1,

= 07 = {Poo,

Pl37 P237 P33}

P127 P227 PQS}

P127 P137 P23}

P117 P127 P13}

P037 P13’ P23}

POQ; P127 PIS}

POQ; P037 P13}

P()la P027 P03}

Observe que, para calcular, por exemplo, o sub-tetraedroindice 6, a mudanca das cores
no esquema de cores sera especificada escrevendo 6 na basse, 0 = 110, 0 que significa
gue as duas primeiras mudancas de cores ocorrem na linha ltima inudanca de cor ocorre
na linha 0. Este esquema de cores mostra que o sub-tetraeéfmi€lo pelo conjunto de pontos
{Po1, Poz, Fos, P13} como destacado na Figura 2.6, sendo o péhto,, ; calculado por (2.1).

Esta subdivisdo do tetraedro corresponde ao mesmo resultadlgoritmoRedRefinement3D
apresentado em Bey (2000), com cada sub-tetraedro definmaeema seqiéncia de vértices obti-
das pelo algoritmo proposto. Em Bey (2000) € apresentadgjectora de que a ordem dos vértices
gue define cada sub-tetraedro é fundamental para que otalga@eja estavel em refinamentos su-
cessivos, garantindo que apenas trés classes congruenitegsradas.
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Figura 2.6: Exemplo de sub-tetraedro gerado pela partiedordtetraedro er?® partes.

No caso de uma divisdo no espaco bi-dimensional £om 3, apresentada na Figura 2.7, dois
exemplos de esquemas de cores seriam:

0 ~~1 1
20 = 023 = M? = 1 1 1 = 0y = {Poir, Pi1, Pa}
1 1 ~2
sendo . )
P011=§(Po+2p1)7 Py = Py, P112=§(2P1+P2)
e
0 0 0
4y = 113 = M* = 0 ~»1 ~~2 = 04 = {Pooz, Poia, Poza}
2 2 2
sendo

1 1 1
P002=§(2P0+P2), P012=§(P0+P1+P2)7 P022=§(P0+2P2)

O abaco apresentado na Figura 3 em Edelsbrunner e Gray<if),(8@tando da subdivisdo em
37, pode ser gerado pelo algoritmo proposto:

13710 =1 x3°4+2x 3 +1x3"+2x334+2x32+1x 3" 4+0x3°= 12122104

0 0 0 0 0 0 0 ~1
= MBT=11 w2 2 ~3 3 3 ~4 4
4 4 ~~5 B ~6 ~7 7 7
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Figura 2.7: Exemplo de particdo de um triangulo £npartes.

Para espacos de dimenséo superiores a quatro, fica difigirogar visualmente que o algoritmo
proposto para implementar a divisdo de simplexo orientatis@restas funciona corretamente. Um
teste facil de ser realizado é verificar a propriedade dégteino de divisdo de que o volume
dimensional dog? simplexos gerados s&o iguais ao volume do simplexo origimalido pork?. O
hiper-volume de um-simplexoo pode ser calculado a partir do seguinte determinante:

1
VOI(O’):E|d€t[P1—POR—Popd—P(]” (24)

Por exemplo, considere o simplexo no espaco 6-dimensi@figidio pelo conjunto de vértices:
{[10,10000)%;[0100,300]%;[0,201000]%;[00010,10]7;[00,20010]%;[00000,11]7F;
(0,810,911 1]7}. O volume deste simplexo é calculado como sehdd76 x 1073, Parak = 4,
0s 4096 simplexos gerados pelo algoritmo de divisdo propesssuem o mesmo volume igual a
1,3251 x 1079, sendo que a soma dos volumes é igual ao volume do simplegioariOutros testes
semelhantes envolvendo volumes foram realizados comsuces

2.6 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentada uma nova estratégia degmadie politopos que sera util para
0 emprego de algoritmos tipo branch-and-bound nos proeedos de analise de estabilidade e de
desempenho de sistemas incertos lineares invariantespo tgue serao apresentados nos proximos
dois capitulos. A estratégia proposta é baseada em matilécsais. No caso de modelos dependen-
tes de parametros, caso o politopo ja ndo seja um simplexidizada a triangularizacdo de Delaunay
para decompor o politopo exatamente em um conjunto de sugl©s refinamentos posteriores sao
realizados por uma técnica de divisdo de simplexo orierpaties arestas. Como contribuicdo desta
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tese é apresentado um algoritmo de simples implementacda pécnica de divisdo de simplexo em

qualquer dimenséo. Tal algoritmo permite o emprego do gilgorbranch-and-bound para politopos

de qualquer formato. Deste modo € possivel tratar de mogelid§picos e modelos por dependéncia
afim de parametros. Lidar com malhas simpliciais ao invésigkrdetangulos também ira resultar

em um algoritmo branch-and-bound muito mais eficiente paalieacdo que seréd considerada nos
capitulos seguintes.



Capitulo 3

Analise deD-Estabilidade Robusta

3.1 Introducéo

A analise de estabilidade de sistemas incertos €, a prinaipi problema de dificil tratamento
uma vez que é necesséria a verificacdo de infinitos sistem@ngentes ao dominio de incerteza.
A Teoria de Lyapunov tem sido empregada intensivamente panaalise de estabilidade robusta
uma vez que o problema de dimenséo infinita € reduzido a unigmnabde dimensao finita sendo
gue apenas os vertices do dominio politopico de incertezassgam ser verificados. A analise de
estabilidade pela Teoria de Lyapunov € caracterizada pgorobilema de factibilidade, formulado
em termos de LMIs, que pode ser facilmente resolvido por usmpdlogramas “LMI-solvers” dis-
poniveis (ver Peaucelle, Henrion, Labit e Taitz (2002) pare lista de “solvers” e interfaces). A
condicao de estabilidade quadrética, baseada em uma Ungé&ofde Lyapunov, € a formulagdo mais
simples, porém a mais conservadora. Para reduzir o conlegisao, podem-se utilizar funcdes de
Lyapunov dependentes de parametros (de Oliveira, Bernes&aromel, 1999; de Oliveira, Gero-
mel e Hsu, 1999; de Oliveira e Skelton, 2002; Ramos e Pereg, Bnos e Peres, 2002; de Oli-
veira, 2004; Kau et al., 2005; Oliveira e Peres, 2005c) edaage Lyapunov com dependéncia
polinomial de parametros (Henrion et al., 2004; Chesi et2@05b; Oliveira e Peres, 2005a; Oli-
veira e Peres, 2006). A vantagem destas ultimas formulagges o conservadorismo da condicao
suficiente pode ser reduzido com o aumento do grau da funcégageinov polinomial, porém, a
complexidade aumenta rapidamente tanto com o grau do palindomo com o nimero de vértices
do dominio incerto politépico. Em Chesi (2005) € apresentada condicao suficiente e “assinto-
ticamente” necessaria para andlise de estabilidade eotastistemas lineares continuos no tempo,
com dominio de incerteza na forma de um hiper-cubo, que pardeesificada através de problemas
convexos de otimizacdo LMI. Em Ebihara et al. (2005) sdo@stgs condicdes LMI para analise ro-
busta de estabilidade de sistemas continuos no tempo ecarsith fungdes de Lyapunov associadas

26
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com derivadas de alta ordem do vetor de estado. No caso daslégpdes LMI de analise de estabi-
lidade que sdo apenas condi¢des suficientes, quando ndorérada uma solugéo para o problema
de factbilidade, nada pode ser afirmado a respeito da edtatsldo sistema. Como verificado em
Leite e Peres (2003) e Kau et al. (2005), a eficiéncia da fagia LMI de analise diminui com o
aumento do nimero de vértices do politopo e da ordem do sisténpossivel obter formulagdes
menos conservadoras aumentando 0 numero de variaveisida@alao custo de um maior tempo de
processamento. A Teoria de Lyapunov pode ser estendiddrptaado problema d®-estabilidade
robusta em que se deseja verificar se todos o0s pélos est@benstante localizados em regibes conve-
xas do plano complexo, denominadas regibad7 (Chilali e Gahinet, 1996; Peaucelle et al., 2000).
A D-estabilidade robusta pode ser caracterizada baseadaamiiéade quadratica ou baseada em
funcdes de Lyapunov dependentes de parametros (Peauclle2€00; Leite e Peres, 2003; Gao e
Xue, 2004).

Neste capitulo é proposto um novo método de andlise queteataierminar se um sistema linear
invariante no tempo é robustamefeestavel ou ndo. Para obter este resultado, 0 método deanali
proposto é baseado em um procedimento que combina fornesladdl de analise, derivadas da Te-
oria de Lyapunov, e uma técnica de particdo de politopos.éhaidasica do procedimento proposto
€ particionar o politopo iterativamente até que todos opdalitbpos obtidos atendam a condicéo su-
ficiente deD-estabilidade robusta, ou seja encontrado um sistemanperte® ao politopo que nao
€ D-estavel. O método de andlise proposto combina a reducaorgerwadorismo das condicbes
suficientes baseadas em LMIs, pela particdo do politopo, wnnmétodo de grade (ou discretiza-
cdo do dominio) para verificacdo pontual dos autovaloresidtemas pertencentes ao politopo. A
estratégia de dividir o politopo até que possa ser afirmadmssastema incerto € instavel ou robusta-
mente estavel ndo é nova, tendo sido utilizada por DeMarab €990) para o caso de um politopo
na forma de hiper-retangulo, sendo mais restrita que o n@todn proposto. A contribuicdo deste
trabalho € apresentar uma implementacdo completameatenti¢ da apresentada no inicio dos anos
90, considerando formula¢des de analise baseadas em L8is\widvidas recentemente e a nova téc-
nica de particao de politopos proposta nesta tese, apaelsemd Capitulo 2. O grande diferencial da
estratégia de particdo de politopos proposta é o fato de mesma considera malha simplicial per-
mitindo a aplicacdo do método tanto para modelos de in@epelitopicos como para modelos com
dependéncia afim de parametros. Trabalhar com malha siai@imais eficiente uma vez que os
simplexos séo os politopos com menor niumero de vérticesvaisem uma determinada dimensao.
O numero de vértices do politopo possui influéncia diretaompiexidade (nUmero de variaveis de
decisé@o e numero de linhas das LMIs) das condicfes sufisidrtestabilidade baseadas em LMls.
Parte dos resultados apresentados neste capitulo tamlo&m ger vistos em Gongalves, Palhares,
Takahashi e Mesquita (2006d).
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3.2 Formulacao do problema

Considere o sistema linear invariante no tempo represepildcseguinte modelo no espaco de
estados:

dz(1)] = Ax(r), AeP (3.1)

comA € R™™", sendo

dx(t . .
Slz(T)] = ﬁ, T 2 tcR parasistemas continuos no tempo
dt

Sfz(r)] = x(k+1), 7 £ k&N parasistemas discretos no tempo

Considere que a matriz ndo é precisamente conhecida, mas pertence a um dominitoince
A € P. No caso de modelos politépicos, o conjufit@ um politopo no espaco de matrizes definido
pelosN vértices,A;:

P L {A(e) CAW0) =D 0,4, O€ QM} (3.2)

=1

sendo que o conjunt@,,; pode ser representado como um simplexo no espaco de dim¥nsdo
. N—-1
QMé{eeRN—l:9@0,¢:1,...,N—1,Z@ig1} (3.3)

comly =1—-S"V14,.

No caso de rri:)ldelos dependentes de parametros, a Matrdependente afim do vetor de para-
metros incertop = [py, ps, ... pa|’ € R%:
PE{A(p) : Alp) = Ao+ p1Ai + ... +paAa, pE Q) (3.4)
podendd?, ser um hiper-retangulo no espag¢alimensional:
Qpé{peRd:gépiﬁﬁi,i:l,...,d} (3.5)
ou um politopo de formato qualquer:

Q2 {peR! i a/p<b;,i=1,...,m} (3.6)

sendou! as linhas de uma matrid € R™*< e b; os elementos de um vetbie R™.
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O modelo por dependéncia afim de parametros pode ser caloverti um modelo politdpico.
Neste caso, 0s vértices do politopo de matrizes, .., Ay, sdo obtidos a partir das combinacfes
dos valores extremos g, . . ., p; € de outras possiveis restricdes. Por exemplo, no caso efa,que
€ um hiper-retangulo, o conjunf®,; correspondente teed vértices.

O problema de analise dB-estabilidade robusta € determinar se os autovalores fiagas
matrizesA do dominio de incerteza pertencem a um determinada ré&y@do plano complexo, isto
é,\(A) £ {\(A),...,\.(A)} C D, VA € P. Serdo consideradas regid@sonvexas e simétricas
em relacdo ao eixo real conhecidas como regifi®$7. Neste trabalho é considerada a definicdo de
regidoLMZ apresentada em Peaucelle et al. (2000) que € uma versdartigaite modificada da
regidoLMZ apresentada em Chilali e Gahinet (1996).

Definicdo 3.1 SejaR € R?™*?*™ uma matriz simétrica que pode ser particionada como

_| Bu Rw | Ru=RjeRm™ (3.7)
R{Q Ry ' Roy = R%; < Rmxm,RQQ > 0. .
A regiaoD do plano complexo é definida como
D2 {z €C: R+ Rpz + R{Qz* 4+ Rogzz* < O} ) (3.8)

As seguintes regideSMZ sdo consideradas neste trabalho (ver Figura 3.1):

» Semi-plano esquerdo, Réa) < h;:

» Semi-plano direito, Re&) > hs:
2hy | —1
Rya =
+ Disco com raia- com centro eniq, 0), |z — ¢q| < 7:

Ry =

—r2+q2\—q]
|
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* Setor cOnico com vértice na origem e angulo inte2fiec 7, tg(f)Real z) < |Imag z)|:

0 tg(d) 1
poo |0 0 | -1 w9
tg(d) -1 0
1 tg(f) 0
I Im slm
h] Re h2 \Q}
\lm \ 1 Im
\ %
q 7Re> Re'

Figura 3.1: Regides LMI.

Definicdo 3.2 (Peaucelle et al., 2000). A matriz € R"*" é dita serD-estavel se e somente se todos
0s seus autovalores estao localizados na re@¥definida por (3.8).

Definicdo 3.3 (Peaucelle et al., 2000). O sistema descrito pela eq. (3réhéstament®-estavel se
somente sel é D-estavel para todal € P.

Definicdo 3.4 (Peaucelle et al., 2000). O sistema descrito pela eq. (3ql)eératicament®-estavel
se somente se existe uma matriz simétrica definida postiiva que para todo4 € P:

R ® P+ Ry ® (PA) + RL, ® (ATP) + Ry, ® (ATPA) = 0. (3.9)
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O operador representa o produto de Kronecker de duas matriges: A ® B € uma matriz
em blocos com cada bloco dado p@r, = A;;B. O produto de Kronecker possui as seguintes
propriedades (Brewer, 1978; Chilali e Gahinet, 1999):

1A = A
(A+B)®C = AQC+B®C
(A® B)(C® D) = AC® BD
(A BYY = AT @ BT
(A B! = Alg B!

Os autovalores dd @ B séo os produtos dos park$A)\,;(B) dos autovalores dé e B. Os valores
singulares del ® B séo os produtos;(A)c;(B) dos valores singulares dee B.

Teorema 3.1 (Teorema 2 em Peaucelle et al. (2000)). O sistema descritogue (3.1) é quadrati-
camenteD-estavel se somente se existe uma mesma matriz simétric@aeisitivaP € R"*" tal
que, paratoda =1,...,V:

Ri1 @ P+ R, ® (PA;) + RY, ® (AT P) *

. <0 (3.10)
(LT @ P)(I;® A;) I,®P

sendoRy, = LLT.

Prova: Ver (Peaucelle et al., 2000).
O resultado principal apresentado em Peaucelle et al. {2@08cionado com o Teorema 1 apre-
sentado em de Oliveira, Geromel e Hsu (1999), é o teoremadepido em seguida.

Teorema 3.2 (Teorema 4 em Peaucelle et al. (2000)). Se existe R G € R"™*" e N
matrizes simétricas definidas positivBstal que, paratoda =1,..., N

Riy®@P+F(I,®A) + (In ® AD)FT Ry ® P+ (I, ® AT)G — F

<0, (311
R, ® P+ G (I, ® A;) — FT Ry ® P —G -G ( )

entdo (3.1) é robustamente-estavel.

Prova: Ver (Peaucelle et al., 2000).

As formulagdes LMIs mais recentes buscam a reducao do c@useismo ao custo de formula-
¢Oes mais complexas com maior numero de variaveis de dexisdoestricdes, requerendo cada vez
maior esforgco computacional. Recentemente foi apreseetadoliveira e Peres (2006) uma formu-
lacdo LMI baseada em funcédo de Lyapunov com dependéncizoptkl homogénea dos parametros
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na qual o conservadorismo pode ser reduzido pelo aumentadalg polinbmio com correspondente
aumento do esfor¢co computacional. A idéia do procedimesty apresentado na proxima secédo é o
de reduzir o conservadorismo da condi¢céo suficiente LMI patticdo do politopo. Com isso, sera
mostrado que € possivel resolver o problema de determirde;Boestabilidade robusta aplicando
formulacdes LMI menos complexas de forma mais eficiente gusiflagbes LMI mais complexas.

3.3 Novo método de analise d®-estabilidade robusta

3.3.1 Descricao do procedimento proposto

SejaLMZ(P) a fungéo que implementa o problema de factibilidade conri¢éss LMI que
caracteriza &-estabilidade robusta, na qual o politop@ representado por seu conjunto de vértices
{A;,...,Ax}. Dado um problema de factibilidade na formhi&x) < 0, no qualx é o vetor de
variaveis de decisad, MZ(P) soluciona o problema convexo auxiliar: minimizsujeito aL(z) <
tI. Esta funcédo retorna o escalgy;,, obtido pelo problema de minimizacdo. O problema é factivel
se e somente gg,;, < 0.

No procedimento de analise fleestabilidade robusta apresentado a seguir, a idéia gdicilir
o politopo e subpolitopos até que uma das seguintes corgdigbparada seja atendida:

* 0 politopo ou todos os subpolitopos obtidos pelas subi@dastendam a condicdo suficiente de
D-estabilidade robusta;

* ou seja identificado um sistema correspondente a um véigmlitopo ou subpolitopos que
nao sejdD-estavel;

* OU seja atingido 0 numero maximo de itera¢des permitido.

Para escolher qual subpolitopo deva ser subdividido, pedatdizada a informacado a respeito
dos pélos do sistema nos vértices do politopo ou de forma siraigles, o valor de,,;, retornado
pela fungdal MZ(P). Foi adotada a segunda opcéo pela simplicidade e por ter monetgito da
primeira opcdo na maioria dos testes realizados.

No procedimento apresentado na sequéacimde representdrou p, ) pode representat,; ou
(2,, 0 conjuntol contém os simplexos cuja condig&o suficiente de estabdidsnlista néo é atendida
(problema de factibilidade nao possui solucag), representa as coordenadéSJ(Jp) do k-ésimo
vertice do politopdP ou dos subpolitopos e «(,), se nédo for vazio, contém as coordenadasu(p)
do primeiro sistema encontrado que ndb-éstavel.
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Procedimento de Analise deD-Estabilidade Robusta

Passo 1. Inicialize £ — 0, o,y — 0.
Passo 2. Computét,,;,, = LMZ(P). Set,.,, < 0, entdo va para o passo 9.

Passo 3. Verifique se todos os vértices d@, A(o ), sdoD-estaveis. Se existg k tal que
Ai(A(owy)) € D, entdo fagay,) « o) € va para o passo 9.

Passo 4. SeP é um simplexo, entédo fagd<— P, sendo aplique a triangularizacdo de Delaunay para
decomporP em um conjunto de simplexds= {S;, ..., S, } e va para o passo 8.

Passo 5. Encontre o simplex¢,, € £ com maior valor de,,;,.

Passo 6. Gere os novos verticed$(«;)) sobre as arestas &%, requeridos pela técnica de divisdo
orientada pelas arestas. Se existgtal que);(A(a(j))) € D, entéo faga,) «— a(; e va para
0 passo 9.

Passo 7. ParticioneS,, no conjunto de simplexa§ = {Si,...,S,} usando a técnica de divisdo
orientada pelas arestas e excijade L.

Passo 8. ParatodaS; € S, set,,i, = LMZ(S;) > 0,entdol — LU S;.

Passo 9. SeL # 0 e o,y = ), entdo va para o passo 5, sendo finalize.

Ao fim do procedimento de analise proposto,(se o, S&o vazios, entdo o sistema incerto e
robustament@®-estavel, senéo,) contém a coordenada do primeiro caso encontrado de sistema n
politipo P que ndo é-estavel.

Para que o procedimento proposto seja eficiente, € neaessdaiescolha adequada da condicéo
suficiente LMI para implementar a func&@oMZ(P). Como sera visto nos exemplos ilustrativos que
serdo apresentados, tal escolha devera levar em considerapmpromisso entre complexidade e
conservadorismo.

Comentario 3.1 Ao invés de verificar todas as restricdes de posicionameatpdibs simultanea-
mente, nesta tese é adotada a estratégia de se verificar ciguaimento de pdélos em cada regido
individualmente. Nota-se que é mais eficiente verificar urgedicede cada vez. Os problemas de
factibilidade envolvendo todas as restricbes simultarex#e sdo muito mais complexos de serem
resolvidos, envolvendo um nimero maior de variaveis dazsigho e de restricdes. Além disso, tra-
tando de véarias regifes simultaneamente, as formulacddsbhsideradas sdo tais que as mesmas
funcdes de Lyapunov devem atender as diferentes restrig@ge € uma restricao adicional desne-
cessaria. A verificacao individual de cada regido tambénsimilga a escolha da formulagdo mais
adequada para cada tipo de regido.
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3.3.2 Complexidade do procedimento de analise proposto

A particdo do espaco de incerte2a realizada pelo procedimento descrito no Capitulo. 2. Con-
sidere um dominio de incerteza no espacal-dimensional comV vértices. O passo inicial do
procedimento proposto requer a verificagdo de uma condigémente LMI deD-estabilidade ro-
busta de um politop® com N vértices e a verificagdo da localizacdod@utovalores dév sistemas
para testar se existg(A(a(;))) € D, parai = 1,...,nej = 1,..., N. Caso o politopo inicial ndo
seja um simplexo, na primeira iteracao € realizada a decsig§mdo politopo em um conjunto de
simplexos. A Tabela 3.1 apresenta o numero de simplexosl@eela triangularizacdo de Delau-
nay considerando um hipercubo no espacdimensional, que corresponde ao nimero de condi¢des
LMI que devem ser testadas de politopos abfl vértices. Neste caso ndo é necessaria a verificacdo
de autovalores desde que ndo sao incluidos novos vértigea flarmacao do conjunto de simplexos.
No caso em que o politopo inicial ja € um simplexo e nas itexagdbsequentes a triangularizacéo, €
empregada a divisdo de simplexo orientada pelas ares@a#ta@es Secao 2.5, pakta= 2. Com esta
técnica de subdivisdo de simplexo, a cada itera¢éo é neicessdficar osn autovalores de(d+1)d
sistemas, correspondentes aos novos vértices sobre eatka, & condi¢cdes LMI de politopos com
d + 1 vértices, conforme apresentado na Tabela 3.2.

No caso de modelos por dependéncia afim de parametros, utageansignificativa da decom-
posicdo do hiper-retangulo em simplexos, que diferenci@semte trabalho de resultados anteriores
de aplicac&o de algoritmos tipo branch-and-bound, é afsigtiva reducdo do nimero de vértices
dos politopos a serem testados. Considere, por exemplo stemsi com! = 5 parametros incertos
gue podem assumir valores em um intervalo conhecido. Nastélcc R® é um hiper-retangulo com
N = 2¢ = 32 vértices. Trabalhando com simplexos, os subpolitoposapassterN = d +1 = 6
vértices. Esta diferenca no nimero de vértices significanechacdo consideravel no tempo compu-
tacional requerido pela funcdMZ(P) que testa a condigéo suficiente LMI.

Tabela 3.1: Namero de simplexos gerados pela triangutdtizede Delaunay de um hipercubo.
Dimenséaal 2134 |5 6 7

Numero de simplexos2 | 6 | 24 | 103 | 648 | 3642

Como discutido na Secao 2.4, uma opcdo mais simples de dadsdinplexo seria a técnica de
bissecdo com a subdivisdo do simplexo ao meio com a inclus@wndnovo vértice sobre a maior
aresta. Com esta técnica, independente da dimensédo do ekpawerteza, a cada iteracdo, sao
necessarios verificar os autovalores de apenas um sistesrifieav a condicdo LMI para apenas
dois politopos. Apesar da simplicidade, tal técnica podeltar em um tempo de processamento
total maior sem garantia de convergéncia para espacos deasidimensoes.
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Tabela 3.2: NUumero de novos vértices e de sub-simplexodasbtiom a subdivisdo de simplexo
orientada pelas arestas.

Dimensaal 1/2/3|4 |5 |6 |7 d

Novos vértices 113[6|10|15{21|28 | (d+1)d/2
NUmero de sub-simplexgs2 | 4 | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 2¢

Mais detalhes sobre o algoritmo proposto de divisdo de sxoptom exemplo de implementacao
pelo MATLAB®, sao apresentados em Gongalves, Palhares, Takahashi eitd¢2606a).

3.4 Exemplos ilustrativos

A seguir serdo apresentados exemplos ilustrativos quercoarp a eficiéncia do método de ana-
lise deD-estabilidade robusta proposto. As condi¢des suficiersiesdalas em LMIs, utilizadas nas
comparacdes e no procedimento de analise proposto foratenmaptadas no LMI Control Tool-
box (LMIC) (Gahinet et al., 1995) e em alguns exemplos tambarSeDuMi Interface (SeDuMi)
(Peaucelle, Henrion, Labit e Taitz, 2002; Sturm, 1999), @sqmara uso com o MATLA®. A com-
plexidade computacional do LMIC@( K3 L) enquanto o SeDuMi possui complexida@éex > +
L3%), sendak o niUmero total de variaveis de decisdo escalafes Bimero total de linhas das LMIs.
Em ambos os casos, o raio de factibilidade é fixado igu#Pa o nimero maximo de iteracées é
igual a 500. A implementacdo permite a particdo do dominiinderteza representado pelas co-
ordenadas do politopo de matrizes (modelo politdpico) daspparametros incertos (modelo com
dependéncia afim de parametros). Os resultados foram shittdiczando um computador com pro-
cessador Pentium IV 2.8GHz, 1GB de RAM e 4.096MB de memériaali{dimensdo méxima aceita
pelo sistema). Parte dos resultados apresentados e oxgraples também podem ser encontrados
em Gongalves, Palhares, Takahashi e Mesquita (2006d) eatwesgPalhares, Takahashi e Mesquita
(2006b).

3.4.1 Exemplos de analise de estabilidade robusta

Exemplo 3.1 Para avaliar a eficiéncia do procedimento de andlise profgsicado a analise de
estabilidade robusta de sistemas continuos no tempo, &lewada neste exemplo uma comparacao
numérica exaustiva com condigdes suficientes baseadas dm Bdra cada pdmn, N), comn €

2, 5] e N € [2, 5], foram gerados de forma aleatdria 250 sistemas politopaimsstamente estaveis
por meio de um procedimento similar ao adotado em Leite esR2083): 1) os vértices do politopo
séo gerados por matrizes cujos elementos sdo numeros méaisnemente distribuidos no intervalo
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[-1,1]; 2) para cada vértice, a mattizé “deslocada” de tal modo queax; Real\;(A)) = —0,0001;

3) e determinadanax, ; Real\;(A(«))), a € Q, considerando uma grade parg: = 1,..., N,
variando com passo igual a 0,1; 4) todos os veértices do polisdio “deslocados” de tal modo que
seja garantido pelo menos um autovalor com parte real ige@0Q01 no politopo e 5) o sistema
politdpico aleatério resultante é verificado com o procexlito de analise proposto e 0 mesmo é
incluido entre os 250 testes se 0 mesmo for identificado colmgstamente estavel ou se a condicédo
de estabilidade néo for identificada considerando o nunmaitatio de 500 iteracdes (hipdtese que
nao ocorreu nenhuma vez).

O procedimento de andlise proposto, implementado com ag@msluficiente baseada no Lema 1
apresentado em Ramos e Peres (2002), representado por BB, &admpom as seguintes condi-
cOes suficientes baseadas em LMIs: (QS) estabilidade dicadi@onforme Teorema 1 apresentado
em Peaucelle et al. (2000); (EBTeorema 1 apresentado em Ebihara e Hagiwara (2002a); o) T
rema 1 apresentado em de Oliveira, Geromel e Hsu (1999) aemao4 apresentado em Peaucelle
et al. (2000); (RA) Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (20&8))T¢orema 1 apresentado em
Leite e Peres (2003); (EBTeorema 2 apresentado em Ebihara et al. (2005); (GA) Tendeapre-
sentado em Gao e Xue (2004), (QLTeorema 1 apresentado em Oliveira e Peres (2006) com grau
g = 3 e (OLy) Teorema 2 apresentado em Oliveira e Peres (2006) comggra2. A Tabela 3.3
apresenta as taxas percentuais de sucesso para identifilzaeétabilidade robusta dos sistemas po-
litépicos. Para o conjunto de 4000 testes realizados, epimento proposto € o Unico que apresenta
taxa de sucesso igual a 100%. As condi¢cfes suficientes LEe@L, também apresentam boas
taxas de sucesso (aproximadamente igual ou superior a 98sJabelas 3.4 e 3.5 apresentam 0s
tempos computacionais médios requeridos, calculadoscpaepar(n, N), considerando a imple-
mentacao no MATLAE pelo LMI Control Toolbox (LMIC) e pela SeDuMi Interface (SeDiyV
respectivamente. Considerando a implementacao no LMIC aegimento de analise proposto apre-
senta tempos computacionais médios inferiores a quassasdaandicdes suficientes LMI, em quase
todos os pares, NV, com excec¢do da condicdo baseada no conceito de estabijdadratica e da
baseada no Lema 1 em Ramos e Peres (2002) (utilizado na impibegée do procedimento pro-
posto). Porém, estas duas ultimas falham em vérias sitsggdecipalmente com o aumento de
N. Considerando a implementacdo no SeDuMi, o procedimenfmopto apresenta tempos médios
inferiores e superiores comparados com as formula¢gdes bMIraelhores taxas de sucesso depen-
dendo ddn, N). Isto ocorre devido ao fato de que as formula¢des mais s@yiplguindo a utilizada
na implementacao do procedimento proposto, requerem eragot computacional ao passo que as
formulacdes mais complexas requerem menos tempo compuigh@m relacdo a implementacao
no LMIC. Considerando ambas as implementacfes, o procedindenanalise proposto na versao
do LMIC apresenta menores tempos computacionais que agz6ead_MI com melhores taxa de
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Tabela 3.3: Taxas de sucesso (%) para identificar a estdalicbbusta (LMIC) (Ex. 3.1)
n N| QS[EB, [ PE[ RA] LE] GA[EB,[OL, [OL, | BB

2 2,51,2,604| 100| 100| 100| 100| 100| 100| 100 100
3 (18,8|48,8/ 89,6/ 100| 100| 100| 94,4| 100| 100 | 100
4 21,2228 52,4]99,6| 100| 99,6 | 54,4| 100| 100 | 100
5/18,0]21,2| 49,6|98,8| 100| 98,8| 50,4 100| 100 | 100

3 2296|552 96,4 94,0/ 96,4| 94,0| 100| 99,6 | 99,6 | 100
3| 88|28,0| 70,8 89,6|96,0|89,6]|76,8| 99,6 100| 100
4| 88|116|352|90,8|96,4| 90,8 38,8| 98,8| 99,6 | 100
5| 44| 7,2|26,484,4|97,2| 84,4| 28,4 100| 100 | 100

4 2127,2/54,4]196,8/91,6|96,8 91,6/ 100| 99,6| 100| 100
3| 3,6|/20,4|636|868|93,6|868| 73,6/ 100, 100| 100
4| 12| 7,2|28,8/84,4|93,6|84,4|34,4| 100, 100 | 100
5| 12| 12,128 74,0/ 89,6| 74,0| 14,8| 99,2| 99,2 | 100

5 2(232|51,298,4| 94,0/ 98,4| 94,0| 100| 99,6 | 99,6 | 100
3| 1,2/18,4|59,6/91,2|96,0| 91,2| 71,2| 99,6 | 99,2 | 100
4 0| 3,6(20,4|84,494,4|84,4|29,2|99,6| 99,6| 100
5| 04| 12|116|80,4|93,6/80,4|13,6|98,8| 99,2| 100

sucesso em todos 0s casos.

Além da eficiéncia para identificacdo de sistemas incertmsstamente estaveis, também é inte-
ressante analisar a capacidade do procedimento propasata@patificar os sistemas politopicos que
ndo sao robustamente estaveis. Na geracdo dos sistemassrateatdrios pelo procedimento des-
crito, o procedimento proposto identificou a condicdo delalstiade de todos os sistemas obtidos,
até se atingir o numero de 250 robustamente estaveis, coposeromputacionais e niameros de ite-
racBes médios bastantes satisfatorios conforme ressltgatesentados na Tabela 3.6. Nesta tabela,
para cada pam, N), T,. e T,,. representam 0s niumeros de sistemas politdpicos identBozamo
robustamente estaveis ou nao, respectivaméptepresenta o tempo computacional médipe S,
representam os niumeros médio e maximo de iteracdes (owmdadi), respectivamente. No caso
da identificacdo de sistemas nao robustamente estaveidpday método de geracao de sistemas
aleatdrios, sdo necessarias pelo menos duas subdivisaepyessejam verificadas matrizéga néo
testadas pela técnica de grade. O numero maximo e médiordediés ndo parece ser fortemente
influenciado pela ordem do sistema ou pelo nimero de VértlEstm caracteristica pode ser expli-
cada em parte pelo fato de que a técnica de subdivisdo deesionplientada pelas arestas produz
uma bissecédo de todas as bordas simultaneamente. Esteepadasiderada uma outra vantagem da
técnica de particdo de politopo proposta. Para este canjientestes, o nimero de divisées requerido
foi surpreendentemente baixo.
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Tabela 3.4: Tempos médios (s) para identificar estabilidaloiesta (LMIC) (Ex. 3.1)
n N| QS[EB, | PE[ RA] LE|] GA[EB,[OL, [ OL, | BB
2 2/0,03|0,06|0,03|0,03|0,08|0,03|0,12|0,04| 0,07| 0,03
0,03| 0,10 0,05| 0,04| 0,21| 0,05| 0,19| 0,10| 0,20| 0,04
0,03|0,14| 0,07| 0,06| 0,46 | 0,08| 0,35| 0,26| 0,58| 0,07
0,04|0,17|0,09| 0,09| 0,90| 0,11| 0,45/ 0,69| 1,61| 0,10
0,03|0,08| 0,04| 0,03| 0,12| 0,04| 0,19/ 0,05| 0,12 0,04
0,04|0,14| 0,07| 0,05| 0,39| 0,08| 0,46| 0,14| 0,61| 0,07
0,04|0,20| 0,12| 0,08| 1,04| 0,15/ 0,98| 0,46| 2,86| 0,17
0,05|0,25|0,16| 0,12| 2,40| 0,25| 1,37| 1,43| 10,4/ 0,34
0,04|0,12| 0,06| 0,04| 0,27 | 0,07| 0,39| 0,06| 0,31| 0,05
0,05|0,23| 0,24| 0,07| 1,18| 0,18| 1,18 | 0,24| 2,49| 0,10
0,05/ 0,34| 0,26| 0,11 | 3,68| 0,36| 2,67 | 0,97| 13,0/ 0,21
0,05|0,46| 0,37| 0,18 9,86| 0,71 | 4.14| 3,97| 56,0 0,78
0,05|/0,21|0,21| 0,05| 0,69 0,13| 0,84 | 0,09| 0,90| 0,06
0,06|0,40| 0,28| 0,10| 3,41 | 0,36| 3.04| 0,44| 8,45| 0,12
0,06| 0,60| 0,54| 0,18| 12,2| 0,85| 6,84 | 2,24| 48,0/ 0,34
0,07|0,81|0,76| 0,30| 34,3| 1,67 | 10,5| 9,95| 205,0| 0,79

N
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Tabela 3.5: Tempos médios (s) para identificar estabilidaloiesta (SeDuMi) (Ex. 3.1)
n N| QS[EB, | PE[ RA] LE|] GA[EB,[OL, [ OL, | BB
0,13|0,17|0,17| 0,26| 0,27 | 0,19| 0,26| 0,18| 0,22| 0,16
0,12| 0,18| 0,20| 0,18 0,43| 0,27 | 0,29| 0,28| 0,38| 0,19
0,13| 0,20| 0,21 0,20| 0,75| 0,38 | 0,38| 0,50| 0,70| 0,21
0,13/ 0,21/ 0,23 0,24 1,37/ 0,41|0,41|1,01| 1,19|0,31
0,13|0,18| 0,19| 0,15/ 0,31| 0,21| 0,28| 0,19| 0,25| 0,19
0,12/ 0,20| 0,21| 0,19| 0,49| 0,27 | 0,40| 0,30| 0,48| 0,35
0,13| 0,22| 0,24| 0,22] 0,93| 0,35| 0,52| 0,62| 1,02| 0,85
0,13| 0,23/ 0,26| 0,25|1,82| 0,46| 0,58| 1,32| 2,00| 1,64
0,14|0,20| 0,21| 0,17| 0,34| 0,23| 0,41| 0,20| 0,31| 0,21
0,13| 0,23| 0,24| 0,20| 0,62 | 0,30| 0,62| 0,37| 0,77| 0,40
0,13/ 0,25/ 0,28| 0,24| 1,36/ 0,41| 0,83| 0,85| 2,01| 1,01
0,14 0,26| 0,29| 0,31| 2,82| 0,59| 1,09| 2,15| 5,40| 4,17
0,15/ 0,23| 0,24| 0,18| 0,45| 0,25| 0,68| 0,23| 0,44| 0,22
0,14|0,26| 0,29| 0,23| 0,90| 0,37| 1,11| 0,46| 1,47| 0,38
0,14|0,29| 0,35/ 0,28| 2,16| 0,56 | 1,64 | 1,37| 5,55| 1,24
0,14, 0,31 0,37| 0,34| 4,74| 0,81 | 2,16| 3,93| 15,59| 3,38

N
N

N
QP WNOPDWNORWNOPA W
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Tabela 3.6: Comportamento do procedimento de andlise pddIC) (Ex. 3.1)

Sist. rob. estaveis Sist. nao rob. est.

n N ,-Tre | Ta (S)I SCL | Sm Tne ‘ T(l (S)I S(l | STYL
2 2|250| 0,03f 0| O 87| 0,11|4,0]| 7
31250 0,04 0| O 235| 0,36/3,9| 8
4 |250| 0,07, 0| O 4321 1,05/39| 9
51|250| 0,10/ 0,0| 1 878| 2,84 3,8| 26

3 2250 0,04/01| 3 88| 0,15/39]| 7
3|1250| 0,07/0,2| 9 290| 0,47|,4,0| 8

4 |250| 0,17/0,1| 2 533| 1,29/39| 9
5|250| 0,34|0,3| 8 |1079| 3,58|3,9| 15

4 2 |250| 0,05/0,1| 6 70| 0,23(4,2| 7
3|250| 0,10|0,2| 4 265| 0,65/3,9| 8

4 |250| 0,21/0,2| 3 589| 1,68|3,7| 8
51250| 0,78/ 0,2| 4 |1205| 4,54 3,7 | 17

5 2|250| 0,06/00| 2 67| 0,33/4,0| 8
31250 0,12|/0,1| 2 214 1,00/ 3,9| 10

4 | 250| 0,34/0,2| 3 523| 2,67|3,8| 10
51|250| 0,79/0,2| 5 937| 7,16/ 3,9| 18

Exemplo 3.2 Neste exemplo € considerado o mesmo teste exaustivo do Epar® o caso de anélise
de estabilidade robusta de sistemas incertos a tempo tdisckediferenca com relacdo a geracao
aleatdria de modelos politépicos é que no passo (2), paeveatice, a matrizd € multiplicada por
um escalar de tal modo que pelo menos um autovalor tenha mighal a 0,95 e no passo (4) todos
os vértices do politopo sdo multiplicados por um escalaabimbdo que seja garantido pelo menos
um autovalor com maodulo igual a 0,999.

O procedimento de andlise proposto, implementado com ag@mduficiente baseada no Teo-
rema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000), represguné®, € comparado com as seguintes
condic@es suficientes baseadas em LMIs: (QS) estabilidaatirdtica, conforme Teorema 1 apresen-
tado em Peaucelle et al. (2000); (dO) Teorema 2 apresentadie ®liveira, Bernussou e Geromel
(1999); (PE) Teorema 1 apresentado em de Oliveira, Geroidslg1999) ou Teorema 4 apresen-
tado em Peaucelle et al. (2000); (RA) Lema 1 apresentado emsaPeres (2001); (LE) Teorema 1
apresentado em Leite e Peres (2003); (GA) Teorema 4 apaesesin Gao e Xue (2004); (KA) Teo-
rema 1 apresentado em Kau et al. (2005); (OL1) Teorema 4eapeso em (Oliveira e Peres, 2005c¢)
com graug = 3; (OL2) Teorema 3 apresentado em Oliveira e Peres (2006) canyg= 3 e (OL3)
Teorema 4 apresentado em Oliveira e Peres (2006) comggeau2. A Tabela 3.7 apresenta as
taxas percentuais de sucesso para identificacdo da efddbiliobusta dos sistemas politopicos e a
Tabela 3.8 apresenta os tempos computacionais médiositkrgiealculados para cada par, N)
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Tabela 3.7: Taxas de sucesso (%) para identificar a estdalicbbusta (LMIC) (Ex. 3.2)
n N] QS] dO] PE[ RA| LE] GA[ KA[OL1[OL2[OL3[ BB

2 2,37,2,516|99,2|87,6|99,2|88,4|992| 91,6/ 82,8| 100| 100
3| 2,0|288|864|744|98,4|77,6|99,2| 83,2| 58,4| 100 100
4| 04|12,460,8|58,0| 96,8 58,4|97,6| 66,0/ 38,0/ 100| 100
5 0|14,4|47,2| 38,8/ 95,6|52,0| 97,6| 51,2| 24,8| 100| 100

3 2|11,2|47,6)96,8|87,6| 96,8| 88,4| 96,8 90,8| 84,4| 100| 100
3| 04|10,4|64,0)62,4|85,2|63,6|852| 69,6/ 652| 99,6| 100
4 0| 6,4,40,0|49,2|84,0|52,8| 85,2| 60,0| 44,4| 100| 100
5 0| 40 21,2|30,8|76,0|42,8| 79,6| 45,2| 29,6| 100| 100

4 2| 48|38,4/93,6|84,4|93,2|856/|93,6| 88,0/ 88,4| 100| 100
3| 04]10,4|60,4|60,4|85,6|656|856| 70,4| 66,0/ 100 100
4 0| 3,2|/24,0|42,4|76,8|45,6| 78,0| 58,0| 57,6| 99,6| 100
5 Ol 1,2,16,8|30,4|70,4|39,2| 71,6| 48,0| 34,8| 99,2| 100

5 2| 4,0)34,0192,0| 79,6|92,0| 80,8 92,0| 84,4| 88,0| 100| 100
3 0| 40)552|628|836|640|84,8|68,0 74,0| 99,6| 100
4 0| 1,2,24,8|50,4| 76,8|51,2| 78,8| 60,8| 63,2| 100| 100
5 0| 04| 7,2|320|63,2|33,2|66,4| 47,2| 51,2| 99,6| 100

considerando a implementacdo no LMI Control Toolbox (LMIC)n€iderando estes resultados, é
possivel dividir as condi¢des suficientes baseadas em Liklidogs grupos: as primeiras quatro per-
tencendo ao grupo das formulacdes mais simples (baixo teopputacional) mas com baixa taxa
de sucesso para sistemas politépicos de ordem mais altaoemiaiero de vértices e as Ultimas seis
pertencendo ao grupo de formulacdes com melhores taxasegssy porém mais complexas (maior
numero de variaveis de decisao e maior numero de linhas de)ldMilom maiores tempos computa-
cionais. O método proposto apresenta 100% de taxa de sundspendentemente de, N), com
menor tempo computacional do que as seis Ultimas condigdésnais complexas, como mostrado
pelos resultados nas Tabelas 3.7 e 3.8. O Teorema 4 apasemaOliveira e Peres (2006), com
graug = 2, é a Unica condicao suficiente baseada em LMIs com taxa dessusienilar a do procedi-
mento proposto. Porém, o tempo computacional médio retpupdlo Teorema 4 em Oliveira e Peres
(2006) cresce muito mais rapidamente com o0 aumentoed® em comparacao com o procedimento
proposto, sendo cerca de 49 vezes maior pard/) = (5,5).

Considerando as implementac¢des das condi¢des suficientesdd/procedimento proposto para
o0 “solver” SeDuMi, os tempos computacionais médios restégasao consideravelmente diferentes
dos obtidos com o LMI Control Toolbox conforme pode ser vaadi pela Tabela 3.9. O SeDuMi
reduz a diferenca entre os tempos médios das formulac6esimmgiles e das formula¢des mais com-
plexas tornando as ultimas muito mais atrativas. Neste @gsocedimento proposto requer mais
tempo computacional do que na implementacao anterior devign acréscimo no tempo requerido
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Tabela 3.8: Tempos médios (s) para identificar estabilidaloiesta (LMIC) (Ex. 3.2)
n N[ QS| dO] PE] RA[ LE| GA] KA[OL1[OL2[OL3| BB
2 2/0,03|0,02|0,03|0,03]|0,07|0,07|0,05| 0,09 0,06 0,07|0,03
0,03/ 0,03| 0,05| 0,08| 0,21 0,14 | 0,18| 0,99| 0,24| 0,21 0,08
0,03/ 0,05| 0,07| 0,16| 0,49 0,28 | 0,64 | 8,13| 0,84| 0,60 0,25
0,04 0,05| 0,09| 0,31| 0,98 0,47 | 2,07 | 45,3| 2,59| 1,58 0,61
0,03/ 0,03| 0,04| 0,04| 0,11| 0,12| 0,09| 0,13| 0,08| 0,11 0,05
0,03/ 0,06| 0,08| 0,10| 0,39| 0,36| 0,60| 2,28| 0,43| 0,60 0,17
0,05/ 0,07| 0,23| 0,23| 1,07| 0,75| 3,28 | 20,4| 1,96| 2,62 | 0,45
0,05|0,10| 0,219| 0,47 | 2,69| 1,37 | 16,8| 127,| 8,09| 10,1| 1,19
0,04 0,06| 0,07| 0,05| 0,24 | 0,27 | 0,18| 0,22| 0,12| 0,28 0,08
0,05/ 0,10| 0,26| 0,16 1,09| 0,82| 1,80| 4,63| 0,88 | 2,22 | 0,30
0,06 0,15| 0,29| 0,39 3,73| 1,96 | 14,3 | 43,3| 4,34| 12,4| 0,89
0,06 0,20| 0,40| 0,86| 10,7 | 3,70 | 83,5| 298,| 22,8| 51,8| 1,99
0,05|0,10| 0,22| 0,08| 0,62 | 0,57 | 0,40| 0,41| 0,21| 0,78| 0,14
0,06 0,20| 0,32| 0,26| 3,40| 1,87 | 5,17| 8,84| 1,67 | 7,89| 0,55
0,08/ 0,29| 0,58| 0,67 | 12,7 | 4,32| 46,0| 84,5| 9,87 | 43,7| 1,49
0,10, 0,40| 0,85| 1,52| 39,4 | 8,82 | 295, | 591,| 49,6 | 189, | 3,86

N
glh|lw gl w| g w| o] N w

pelas formulacdes mais simples. A divisdo em dois gruposredda no caso do LMI Control Tool-
box ndo se repete com a mesma clareza no caso do SeDuMi. ©bhseFabela 3.9 que, com excecéo
dos casos par& = 2 oun = 3, o procedimento de analise proposto requer menos tempoucomp
tacional do que as condi¢des suficiente LMI com taxa de socegzeriores a 90%. O Teorema 4
apresentado em Oliveira e Peres (2006), com gral2, inico com taxa de sucesso proxima a 100%,
requer menos tempo computacional do que o procedimentogimppenas nos casos N) iguais
a(3,4)e(3,5).

Como no exemplo de sistemas aleatérios a tempo continuo, ragagedos sistemas incertos
aleatdrios pelo procedimento descrito, o procedimentandése proposto identificou a condicéo de
estabilidade de todos os sistemas aleatorios geradose atéingir o nimero de 250 robustamente
estaveis. A Tabela 3.10 apresenta 0s tempos computacingdiss, 0s niumeros médios e maximos
de iteracdes usando a mesma simbologia empregada na Tabeldl@amente € verificado que
0 numero médio de iteracdes (particbes do politopo) pamatifd®cao de sistemas instaveis ndo é
diretamente influenciado pela dimens&o— 1 do dominio de incerteza. Tal caracteristica ndo é
apresentada pela técnica de bissecdo de simplexos oudigegulos.

Para ilustrar o comportamento do procedimento de analiss@bilidade proposto como uma
técnica de grade “inteligente” para localizar um caso dersia instavel pertencente ao politopo,
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Tabela 3.9: Tempos médios (s) para identificar estabilidaloiesta (SeDuMi) (Ex. 3.2)
n N\QS‘ dO] PE] RA] LE]GA]KA]OLl]OLZ’OLS[BB
2 2/012|0,15|0,15|0,16| 0,38| 0,21| 0,24| 0,22| 0,18| 0,23| 0,16
0,11 0,14| 0,29 0,22| 0,39/ 0,30| 0,38, 0,78| 0,44| 0,40| 0,31
0,11 0,14| 0,29| 0,31| 0,74| 0,45| 0,71| 3,54| 1,09| 0,80| 0,63
0,11/ 0,15/ 0,22| 0,46| 1,37| 0,66 | 1,33| 16,4| 2,57| 1,29 1,14
0,12| 0,14| 0,22| 0,17| 0,35| 0,25| 0,26| 0,25| 0,20| 0,24 | 0,24
0,11 0,15/ 0,20| 0,23| 0,47| 0,36| 0,49| 0,98| 0,54| 0,48| 0,48
0,12|0,16| 0,23| 0,39| 0,93| 0,55| 1,31| 6,13| 1,44| 1,07| 1,10
0,12|0,17| 0,25| 0,58| 1.83| 0.80| 4.50| 40.7| 3,59| 2,16| 2,85
0,12|0,16| 0,20| 0,17| 0,40| 0,32| 0,27| 0,27| 0,23| 0,34| 0,23
0,12| 0,16| 0,24| 0,28| 0,60| 0,45| 0,83| 1,52| 0,68| 0,87| 0,55
0,13|0,17| 0,28| 0,48 1,33| 0,74| 3,59| 13,5| 2,00| 2,08| 2,06
0,13/ 0,19/ 0,29| 0,91 2,78| 1,10| 20,6 | 113,8| 5,70| 5,36| 3,83
0,12|0,19| 0,23| 0,19| 0,57| 0,40| 0,34| 0,32| 0,27| 0,41| 0,29
0,13|0,18| 0,29| 0,35/ 0,87| 0,63 | 1,58, 2,67| 0,90| 1,57| 0,77
0,14|0,20| 0,32 0,71 1,99|1.01| 11,8, 30,3| 2,85| 6,58| 2.06
0,15/ 0,23 0,38| 1,64| 4,63 | 1,71 | 72,3| 277,| 9,45| 15,01| 5,55

N
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Tabela 3.10: Comportamento do procedimento de analise gi@ddVIC) (Ex. 3.2)

Sist. rob. estaveis Sist. ndo rob. est.
n N|T.|T.(8)] Sol|lSw|Tue|Ta(s)| Sa|m
2 2|250/|0,033| 0,008 1 10| 0,189 3,100| 4
3 |250(0,080| 0,184| 6 44| 0,560/ 3,909| 7
4 | 250| 0,254| 0,472| 6 65| 1,104| 3,508| 6
51]250| 0,612| 0,552| 3 | 116 2,168| 3,155| 6
3 2|250]| 0,049 0,036 2 21| 0,397| 3,905| 6
3 ]1250(0,173| 0,424| 5 35| 0,911| 4,029| 6
4 | 250| 0,448| 0,652| 3 | 104| 1,567| 3,490| 8
5|250| 1,187| 0,856| 3 | 138| 3,274| 3,420, 8
4 2 |250|0,078| 0,068 2 15| 0,691 3,533| 5
3 1250| 0,297| 0,444 3 42| 1,451| 3,714| 8
4 | 250| 0,888| 0,820| 4 80| 2,629| 3,475| 7
51250 1,987| 0,916| 4 | 114 | 5,459| 3,483 8
5 2|250]| 0,137, 0,080 1 20| 1,588| 3,950| 6
3 |250| 0,554| 0,472| 2 33| 2,740| 3,697 | 7
4 | 250|1,489| 0,776 2 53| 5,328 3,698| 6
51250 3,859| 1,044| 3 | 115| 9,314 3,400, 7
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considere o seguinte sistema politépico aleatorio:

[ 10,0699 —0,3305 0,8855 0,2845  0,9694 0,5347
Ala) = ay | 1,0222 —0,8474 0,3503 | + a2 | 0,5607 —0,0698 0,6782
| 0,5042 —0,2338 0,7260 —0,9108 —0,3930 0,0280

0,4737 —0,3082  0,2987
+ asz| 09060 —1,6707 —0,7147
| —12058  1,1457  0,3485

A Figura 3.2 apresenta a particdo do dominio incerto pagdifas um caso de sistema instavel no
politopo para provar que o sistema politopico ndo é robustaerestavel. Os numeros nos centros dos
2-simplexos (triangulos) informam em que iteracao o simpkeverificado ser robustamente estavel
sendo deste modo eliminado da regido de busca. Observe ura Bi@ que, apos & 4ubdiviséo,

a regido de busca é reduzida para apenas 1/256 da area ap@aticial. Isto explica a razado
da eficiéncia do procedimento proposto para localizar ur dassistema instavel dentre o numero
infinito de sistemas pertencentes ao politopo. Apé$ aubdivisdo, o sistema correspondente as
coordenadas = [0,0781 0,1406 0,7813]%, indicado pela seta na Figura 3.2, é verificado ser instavel e
o procedimento é finalizado. A distribuicdo dos autovaldeste sistema politépico é apresentada na
Figura 3.3 onde as setas indicam a localizac&o dos autesalorsistema identificado com instavel.

X
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0.7F
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0.4
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01N , )
3 3

O<J 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 3.2: Particdo do dominio incerto (2-simplexo) pacalizar um sistema instavel.
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Figura 3.3: Distribuicdo dos autovalores do sistema pubtit® aleatério que ndo é robustamente
estavel.

Exemplo 3.3 Para avaliar o desempenho do procedimento de andlise pogpers 0 caso de um
dominio de incerteza na forma de um cubo, considere o segistema linear invariante no tempo,
a tempo continuo, com dependéncia afim de parametros modsad

—4,02 —0,06 —0,63 —0,33 0,00 —0,17 —027 —0,28
L _ | 7072 =372 070 050 . ~0,56 0,66 047 —0,87
—0,81 —0,68 —3,58 0,39 0,92 028 0,65 —0,99
—0,97 081 034 —3.86 —0,74 095 0,13 0,68
0,26 —0,16 —0,82 —0,49 —0,04 —0,18 —024 0,07
” 0,13 066 061 0,61 . ~0,12 0,90 0,74 0,02
0,00 —0,70 0,80 —0,05 0,73 0,92 0,60 —0,94
—0,11 —0,46 —0,12 —0,67 ~0,99 —0,99 0,99 0,42

Este sistema possui trés parametros incertos que perteaweartervalo[—y, 7], isto €,Q = {p €

R3 : —v < p; < ~,Vi}. O dominio de incertez@ é um cubo de 8 vértices no espacodedi-
mensédo. Este sistema néo é robustamente estavel parf,6029. O método de analise proposto,
implementado com o Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (@2@dZfica um sistema instavel
parap = [1,6029 1,6029 1,5528]7 ap6s 7 subdivisdes (triangularizagdo de Delaunay maisi€ogis
de simplexo) e 4,297s de tempo de processamento. Nesteneasestratégias que lidam com a di-
visao de hiper-retangulos, os politopos possuem 8 vemicesspaco da* dimenséo, ao passo que,
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pela técnica de particdo de politopo proposta, apés a dexsigdip do hiper-retangulo em simple-
X0s pela triangularizacédo de Delaunay, os simplexos possyenas 4 vértices, contribuindo para
eficiéncia do procedimento proposto. O método de analiggopto, implementado com o Lema 1
apresentado em Ramos e Peres (2002) e a bissecao de hipguietaidentifica 0 mesmo sistema
instavel ap6s 18 subdivisdes e 29,359s de tempo de procasgao que corrobora a maior efici-
éncia da malha simplicial. As Figuras 3.4(a) e 3.4(b) aprtese a particdo requerida do dominio
de incerteza e a indicacdo do sistema instavel identificadeiderando as malhas simplicial e de
hiper-retangulos, respectivamente. O lugar da raizesgséeacaso é apresentado na Figura 3.5. Uti-
lizando uma técnica de grade para localizar sistemas &istAe dominio de incerteza, é necessario
utilizar um passo de variacdo para 0s parametros incenes aiaglg—ol,6029 (com uma variagéo de
1(%176029 ndo se localiza nenhum ponto), o que resulta em um Unico detopordenadas, igual
ao obtido pelo procedimento proposto, apés 96,875s de ggagento, sem considerar o tempo ne-
cessario para identificar qual é a variacdo da grade adeghiatiatempo é bem maior que o tempo
requerido pelo procedimento proposto que atua como umaiegpe técnica de grade “inteligente”
considerando que os refinamentos sédo orientados. Obser& igido de instabilidade no domi-
nio de incerteza é realmente pequena, sendo que o vértite prakimo a ela corresponde a um
sistema estavel. Com uma variagao na grad%éjk’;\6029, localiza-se apenas mais um sistema ins-
tavel nas coordenadas= [1,6029 1,6029 1,5548]7. A pequena regido de sistemas instaveis, no
caso{p € R? : p; = 1,6029; p, = 1,6029; 1,5381 < p3 < 1,5614} (0,7% do comprimento da
aresta), torna a verificacao bastante dificil, demonstrancho o procedimento proposto € realmente
eficiente.

Paray = 1,6028, o procedimento proposto implementado com malha simpidemntifica a es-
tabilidade do sistema apés 4 subdivisdes e 3,0s de procesgaan passo que adotando malha de
hiper-retAngulos séo necessarias 8 subdivisfes e 11,84@odessamento. Para este valoryde
apenas o Teorema 1 apresentado em Oliveira e Peres (2006)yrang = 2 (g = 3), e 0 Teorema 2
apresentado em Oliveira e Peres (2006), com graul (¢ = 2), entre os métodos listados no Exem-
plo 3.1, identificam a estabilidade robusta, porém com tespmputacionais de 22,516s (353,781s)
e 61,734s3,1426 x 103s), respectivamente.

Exemplo 3.4 Para avaliar o desempenho do procedimento proposto no easm @lominio de in-
certeza de quinta dimenséo, considere um sistema lineaiante no tempo, a tempo discreto, com
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(b) ParticAo em uma malha de hiper-retangulos.

Figura 3.4: Particdo de um dominio de incerteza 3-d (Ex. 3.3)

dependéncia afim de parametros modelado pelas seguintegbegu

P1 D2 P3 P4 Ps
0,8456 —0,7385 —0,9547 —0,7196 —0,4419
z(k+1) = z(k) + (k)
0,4689 0,3435 —0,3114 0,2833 0,4661
_—0,0763 —0,7671 —0,4479 —0,5089 0,8099
10 0 0
k) = x(k
e N

Este sistema possui cinco parametros incertos variandoe eos seguintes limites:
p1 € [0,7755, 1,0493], p, € [0,8149, 1,1025], ps € [0,6207, 0,8397], ps € [0,8044, 1,0884] e
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Imag

Figura 3.5: Lugar das raizes para= 1,6029 (Ex. 3.3).

ps € [0,2056, 0,2782]. O dominio de incerteza é um hiper-retangulo de 32 vértioesspaco dé
dimensdo. Com o procedimento de projeto a ser apresentadapitalo 5, € projetado o seguinte
controlador estatico por realimentagdo de saida patailestab sistemaK’ = [—1,5229 —0,2722].

Considerando a implementacdo no LMI Control Toolbox, 0 méuelanalise proposto, imple-
mentado com a condicao suficiente baseada no Teorema 4raptesem Peaucelle et al. (2000),
identifica a estabilidade robusta apds uma iteracdo (dewsig§p do hiper-retangulo em 103 5-
simplexos) e 97,672s de tempo de processamento. As forGaddiaseadas em estabilidade qua-
dratica e no teorema 2 apresentado em de Oliveira, BernusSauoenel (1999) ndo séo capazes
de identificar a estabilidade robusta deste sistema. Asulagties apresentadas em Ramos e Peres
(2001) e Gao e Xue (2004) requerem 548s e 1352s, respectit@npara identificar a estabilidade
robusta deste sistema. Para o computador com a configuragéa, ambas as formulacdes apre-
sentadas em Leite e Peres (2003) e Kau et al. (2005) resnl&araum erro de falta de memoéria na
execucao do “LMI solver”. As formulacdes baseadas em pwoliné requerem tempos computacio-
nais proibitivos para a montagem do problema.

3.4.2 Exemplos de analise d®-estabilidade

Serdo consideradas nos exemplos as seguintes formulalfiedelandlise deD-estabilidade:
(QS) formulacdo baseada em estabilidade quadratica nafdonTeorema 2 apresentado em Pe-
aucelle et al. (2000), com funcdo de Lyapunov comum; (PEph@iteicdo baseada no Teorema 4
apresentado em Peaucelle et al. (2000), (LE) formulacZablasno Teorema 1 apresentado em Leite
e Peres (2003) e (GA) formulacéo baseada no Teorema 4 afr@éserm Gao e Xue (2004), sendo
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que as trés ultimas adotam fun¢des de Lyapunov dependenpesdmetros.

Exemplo 3.5 Para avaliar a eficiéncia do procedimento de analise profsicado a anélise de
D-estabilidade robusta, é considerada novamente uma cagmanumérica exaustiva com formu-
lacdes de andlise baseadas em LMI. Considere a régié@mo sendo a interseccdo das seguintes
regibes apresentadas na Figura 3.6: Re@l(a))) < hy = ¢ + 7, [N(A(@))| <7 =c| + 1 €

T — L Ni(Aa))| < /4, Vi.

' M Imag
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Figura 3.6: Regido de analise de D-estabilidade (Ex. 3.5).

Para cada pafn, N), comn € [2, 5] e N € [2, 5], foram gerados de forma aleat6ria 100
sistemas politopicosd(a) = a1 A1 + ... + ayAy, a € Qyy, robustament®-estaveis. Este caso
exige um procedimento de geracao de sistemas politopieatalos um pouco mais complexo que o
considerado em exemplos anteriores. O disco de-faaentro enfc,, 0) (ver Figura 3.6) é utilizado
como referéncia para os autovalores das mattizesorrespondentes aos primeirdys— 1 vertices
do politopo. Para garantir autovalores proximos a froatdw setor conico, &-ésimo vértice do
politopo terd dois autovalores fixos, iguais@Ay) = —%r + (%r —0,001),i =1, 2, (proximo
a interseccao das fronteiras das regides disco e setorog@ms demais autovalores (para> 2)
sobre o eixo real na faixgr, h;). Neste exemplo € adotadp = —2 er, = §|cr|. Considere
om £ 137 Real)\i(4;)) e w, £ max;|\;(4;)|. Os sistemas aleatérios com esta caracteristica
foram gerados por meio do seguinte procedimento: 1) os pom& — 1 vértices do politopo séo
gerados por matrizes cujos elementos sao numeros rea@maihente distribuidos no intervalo

7

[—1,1]; 2) para cada vértice, a matriz;, j = 1,..., N — 1, é “deslocada” de modo que o valor
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médio da parte real dos autovalores seja nulodj.e= A; — 0,,1,,; 3) a matrizA; € multiplicada
por um escalar de tal modo que o médulo maximo do autovalarigegl ar, — 0,001, A; = (r, —
0,001)A;/w,,; 4) a matrizA; € novamente “deslocada” para que os autovalores se lavatizatro
do disco de referéncia com, = c¢,, A; = A; — ¢, 1,; 5) 0 N-ésimo vértice € calculado comby =
T-1A,T, sendoA, uma matriz bloco diagonal com os dois autovalores fixos prégia interseccédo
do disco e do setor conico’E uma matriz ndo singular com elementos aleatérios uniforeméen
distribuidos na faixé—1, 1]; 6) o sistema politopico aleatério resultante é verificadioyma técnica
de grade, com os elementos do vetor de coordenagasando com passo del, sendo descartados
0S casos com ocorréncia de autovalores fora da régi&i@) o sistema politdpico aleatoério resultante
€ verificado com o procedimento de andlise proposto e 0 mesmmuédo entre os 100 testes se
for identificado como robustamente estavel ou se a condigedesthbilidade nao for identificada
considerando o numero limitado de 500 itera¢gfes (hipéteseapmo nos exemplos anteriores, ndo
ocorreu nenhumavez). Um exemplo da distribui¢céo dos p@agd), Vo € Q, para(n, N) = (5,5),
€ mostrado na Figura 3.7.

O método de analise proposto, denominado BB nas tabelasig gemplementado considerando
o0 Teorema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000) par&setjgto e setor conico e o Lema 1
apresentado em Ramos e Peres (2002) para regido semi-ptam@ ®ubstituicéo del; por (A4; —
hi1,),j =1,...,N). Aformulagdo baseada no Teorema 1 apresentado em Leite (2003) ndo
€ considerada neste exemplo devido ao alto custo compuéhcemuerido e por provocar o erro “Out
of memory” paran, N) = (5,5) quando utilizado o SeDuMi.

4r=

| | | | | |
-4 -3.5 -3 -25 -15 -1 -0.5 0

-2
Real

Figura 3.7: Exemplo de distribuicdo dos polos paraV) = (5,5) (Ex. 3.5).

A Tabela 3.11 apresenta as taxas de sucesso percentuaisigraiicacdo daD-estabilidade
robusta para cada pé&t, V). Como nos testes anteriores, o procedimento proposto [geqont con-
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dicdes suficientes LMI identifiquem todos os sistemas aaddis. A Tabela 3.12 apresenta os tempos
computacionais médios, no caso das implementacdes no LMt@doobox (LMIC) e no SeDuM.i.
No caso do LMIC, é verificado que o procedimento proposto resgmpre menos tempo computa-
cional do que as condi¢des suficientes PE e GA. Este resdtddaido a estratégia de analisar cada
regido individualmente ao invés de tratar todas as regifedtaneamente em um Unico problema de
otimizacao LMI. Com o SeDuMi, o procedimento de analise pstpaem sempre apresenta tempos
computacionais médios inferiores aos das condi¢des subBsi®E e GA, uma vez que as condi¢cdes
suficientes LMI apresentam tempos médios menores, ao passo procedimento proposto apre-
senta tempos médios maiores que os verificados nas implegdestno LMI Control Toolbox para a
maioria dos casos. Ainda assim, a taxa de sucesso de 100%&cideale de identificar sistemas néo
robustament@®-estaveis tornam o procedimento proposto uma boa opcasrdententa de andlise.

Tabela 3.11: Taxas de sucesso (%) para identifi@westabilidade robusta (Ex. 3.5).
n N| QS [ PE| GA | BB

2 2| 15 |100| 90 | 100
3 3 96 | 85 | 100
4 0 81 | 80 | 100
5 0 50 | 74 | 100
3 2 3 97 | 81 | 100
3 1 78 | 73 | 100
4 0 65 | 70 | 100
5 0 40 | 62 | 100
4 2 0 94 | 80 | 100
3 0 81 | 71 | 100
4 0 51 | 61 | 100
5 0 34 | 56 | 100
5 2 0 99 | 80 | 100
3 0 72 | 64 | 100
4 0 47 | 49 | 100
5 0 28 | 51 | 100

Exemplo 3.6 O objetivo deste exemplo é comparar a implementacao do ¢lirneato proposto de
analise deD-estabilidade implementado no LMI Control Toolbox de trésfas diferentes: (BB
utiliza o Teorema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2008)rpgides disco e setor cbnico e 0
Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2002) adaptado pamsegigplano e subdivisdo de
simplexo orientada pelas arestas; (BBifere da anterior apenas por usar para analise da redi#o se
conico o Teorema 4 apresentado em Gao e Xue (2004) com a nagdidice que a variavel matricial
Q é fixada como em Leite e Peres (2003) e {BBifere da anterior apenas pelo uso do método
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Tabela 3.12: Tempos de processamento médio (s) (Ex. 3.5).

LMIC SeDuMi
n N| QS| PE | GA [BB | QS| PE | GA | BB
2 2018 1,72 | 0,61]0,18]0,12] 0,33 | 0,35 | 0,55
3 [0,28] 3,49 | 1,43 | 0,29| 0,15| 0,40 | 0,61 | 0,69
4 10,37| 5,73 | 2,70 | 0,46 0,18] 0,48 | 0,96 | 0,99
5(0,46| 898 | 459 | 1,06| 0,21] 0,54 | 1,52 | 3,10
3 2035| 515 | 1,62 |0,30|0,16] 0,86 | 0,56 | 0,68
3 [0,53] 11,48 | 4,06 | 0,52| 0,20| 1,04 | 0,90 | 0,90
4 [0,72| 1852 | 7,68 | 1,05] 0,26] 1,27 | 1,70 | 1,95
5 [0,92] 28,00 | 13,54| 1,83| 0,30| 1,48 | 2,63 | 4,50
4 2067] 1542 | 4,19 | 0,58]0,23| 2,78 | 1,06 | 0,87
3 [ 1,02] 29,48 | 10,00| 1,10| 0,31] 3,25 | 1,78 | 1,31
4 [1,39] 51,14 | 20,01] 2,10| 0,38] 3,88 | 3,14 | 2,79
5 1,78 67,61 | 34,14| 4,50| 0,45| 4,34 | 511 | 7,62
5 21,19 36,80 | 9,88 | 1,14| 0,35| 9,57 | 2,06 | 1,19
3 | 1,83] 76,18 | 23,48| 2,42| 0,50| 11,49 3,31 | 1,91
4 | 2,50| 122,83| 47,81] 4,97 0,58 13,24 5,81 | 4,70
5 [ 3,21 157,83 77,33] 9,23| 0,74 14,40| 10,05 10,77

da bissecao na divisdo de simplexo. Foi gerado um novo cianflen testes utilizando o mesmo
procedimento do Ex. 3.5, pare= [2,5] e N = [3, 5].

A Tabela 3.13 apresenta os comportamentos do procedimenanalise proposto para identi-
ficacdo dos sistemas robustameptestaveis, com as trés diferentes implementacdes, SEpdo
namero de sistemas politdpicos identificados como robuestgerestaveid,, o tempo computacional
médio, S, e .S,, 0s numeros médio e maximo de iteracdes (ou subdivisdbepgaigmmente. A Ta-
bela 3.14 apresenta os comportamentos do procedimentatisegoroposto para identificacdo dos
sistemas ndo robustamerieestaveis gerados, sendp. o nimero de sistemas identificados. Nao
ocorreu nenhum caso de sistema aleatorio que néo pbde sgfitdelo. Comparando os resultados
das implementacdes BB BB, € verificado que o procedimento proposto é mais eficiente anaria
dos casos, considerando as condi¢des suficientes da seguohelmentacéo que explora totalmente a
possibilidade de utilizar a formulacdo mais eficiente padadipo de regido. Comparando os tempos
meédios das implementacfes BBBB; € verificado que a divisdo de simplexo orientada pela arestas
€ mais eficiente do que o método da bissec¢do, para as dimens@deradas, tanto para identificar
sistemas robustamente estaveis como para localizar undeasistema instavel dentro do dominio
politopico de incerteza.
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Tabela 3.13: Comportamento do procedimento de analise gidVIC) (Ex. 3.6)

Sistemas robustamerifzestaveis

n N | T 1, (s) Sa Sm
BB, \ BB, \ BB; | BB; \ BB, \ BB; | BB; \ BB, \ BB,
2 3/100|0,30|0,26| 0,26/0,03(0,01/0,01| 1 1 1
4 /100(0,51/0,49| 0,45|0,22| 0,20, 0,28, 4 4 8
51100|1,14, 0,97 0,81]|0,39|0,36| 1,05| 2 2 16
3 3]100|056|0,42| 0,43|/0,14/0,18/0,26| 1 1 2
4 /100|0,95|0,76| 0,81|0,19|0,19|0,46| 2 2 10
51100/1,91| 2,09, 3,88|0,33|0,36|3,05| 2 2 61
4 31]100|1,09|0,71| 0,76|0,12| 0,20| 0,36| 2 3 6
4 /100|2,06(/1,80| 2,44|0,27|0,35|1,15| 2 2 10
51100|4,84|4,47| 9,19|0,39|0,47| 3,29| 2 2 52
5 3(100|2,62|1,32| 1,45(0,16(/0,23/0,41| 1 2 4
4 /100|5,59|3,65| 6,21|0,35|/0,42|155| 3 3 15
51100|9,92|7,30| 14,62| 0,47| 0,48| 2,69| 1 2 35

Tabela 3.14: Comportamento do procedimento de analise gidVIC) (Ex. 3.6)

Sistemas nao robustamereestaveis

n N | T, T, (s) Sy S
BB, \ BB, \ BB; | BB; \ BB, \ BB; | BB; \ BB, \ BB,
2 3 8| 1,21| 1,09, 1,38|4,63|4,63| 9,25| 8 8 16
4 | 25| 2,80 2,76| 3,93|4,36| 4,36| 15,96 7 7 29
5| 16| 4,95| 5,14| 8,15| 4,13| 4,13| 24,56| 6 6 84
3 3 7| 2,48 1,47| 1,90|4,14| 4,14| 8,29| 5 5 10
4 | 11| 2,34| 2,20, 3,60|3,82|3,82| 12,82| 5 5 29
5| 16| 8,78| 8,07|17,57| 4,13| 4,13| 30,38| 6 6 77
4 3 6| 8,14| 3,24| 4,70/ 4,50| 450| 10,67 7 7 24
4 9| 5,78| 495| 9,32|4,44| 4,44| 14,78 6 6 27
5| 19| 14,87| 13,00| 40,12| 4,42 | 4,47 | 35,00| 7 7 78
5 3| 12| 5,38| 4,21| 6,49|4,67|4,67| 925 6 6 12
4 6| 15,40 9,58| 22,21| 4,00| 4,00| 14,00/ 5 5 22
5| 10| 22,83| 17,55| 46,88| 3,10| 3,10| 20,40| 6 6 65
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Exemplo 3.7 Considere o modelo linearizado da dinadmica longitudinal meanido, apresentado
em Leibfritz e Lipinski (2003) (Exemplo AC1), com a incluséeste exemplo de cinco parametros
incertos:

[0 0 1,132 0 —1 [ 0 0 0]
o 0 —0,0538 —0,1712 0 0,0705 —0,12 1 0
= = |0 0 0 1 0 |x+ 0 0 0| wu
00,0485 0 —9,8556 —1,013 ps 0 —1,665
L 0 p1 0 P2 —p3 | . ps 0 —0,0732 ]
1.0 0 0 0
y = |01000|=x
(00100

O vetor de parametros incertps= [p; p2 ps p4 ps|” varia dentro do hiper-retangufo, = {p
R5 : 0,2618 < p; < 0,3200; 0,9479 < py < 1,1585; 0,6173 < p3 < 0,7545; 3,9771 < py <
4,8609; 1,4175 < ps < 1,7325}, com 32 vértices no espaco de quinta dimensao.

Baseado no procedimento de projeto a ser apresentado nol@&pfti projetado um controlador
dindmico por realimentacdo de saida, de ordem reduzida rpbustamente posicionar 0os polos em
malha-fechada na interseccdo da regido semi-plano( Real —1,2, do disco centrado na origem
com raior = 5, e do setor conico com angulo interfle= 7, ou seja)\;(A(a)) € D, Vi, Ya € €,
D={)eC : Real)) <-12, [\ <5, [Z\ <7 -]}

A, = —4,3978 B.=|0,0027 1,0141 —0,0855
0,2744 4,9594  0,0950 —3,4659

C.=| —1,4964 | D.= | —0,1940 —4,1934 —0,4711
0,9079 —2.8859 —1,3523  9,2776

A distribuicdo dos podlos do sistema @eordem em malha-fechada é apresentada na Figura 3.8
para os parametros variando nos intervalos especifico®(82es mais 500 pontos aleatorios).

O objetivo deste exemplo é comparar as condi¢des suficieMesom diferentes implementa-
¢Oes do procedimento proposto no LMI Control Toolbox. Neso¢ para a configuracdo de com-
putador utilizada, com a formulacdo baseada no Teoremaekapado em Leite e Peres (2003),
na analise do politopo inicial, a fun¢&easp(-) do LMI Control Toolbox gera um erro néo tratavel
de memoria, quando a mesma muda da técnica baseada em Chpdesky técnica QR (Gahinet
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‘
-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Real

Figura 3.8: Posicionamento de pélos pdra P (Ex. 3.7).

et al., 1995). Com a particdo do hiper-retangulo em um coajdatsimplexos, devido a reducao do
namero de vértices, o erro de memaria deixa de ocorrer. Dasti®, 0 procedimento de analise de
D-estabilidade s6 pode ser usado com esta formulacdo segéibed ndo for processada.

A Tabela 3.15 compara o desempenho do método de analise spwopara identificar
D-estabilidade robusta implementado com trés diferentesulacdes LMI de analise. As duas pri-
meiras formulacdes LMI ndo conseguem determinar se o astemmalha-fechada com o contro-
lador apresentado é ou ndo robustamémestavel. A Ultima condi¢cdo LMI é capaz de determinar
a D-estabilidade robusta do sistema porém com tempo computddiotal bem superior ao proce-
dimento proposto implementado com as duas primeiras fagdaes LMI mais simples. Este tempo
total ainda seria bem maior se as trés regides fossem atadisanultaneamente. Deste modo, 0s
resultados da Tabela 3.15 indicam novamente que o uso datalgdipo “branch-and-bound” ndo
significa necessariamente menos eficiéncia em relacaoraslégdes LMI mais complexas, mesmo
para dominios de incertezas em espacos de maior dimensao maior numero de veértices. Ob-
serve também que uma Unica formulacdo ndo apresenta meésm@ss computacionais para todas
as regides testadas, 0 que torna mais interessante a jidadiide se implementar o procedimento
de andlise proposto com diferentes condicbes LMI para ¢adalé regido. Usando o Lema 1 apre-
sentado em Ramos e Peres (2002), adaptado para regido aemigio necessarios 1 minuto e 12
segundos para verificar a regido disco e considerando ormactapresentado em Gao e Xue (2004),
com a variavel matriciad) fixada como em Leite e Peres (2003), sdo necessarios 1 homythme
47 segundos para analise da regido setor conico.
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Tabela 3.15: Desempenho do procedimento de analigeektabilidade robusta (Ex. 3.7).

Regi&o] Formulagdo LMI| QS | PE | GA
semi- | N. de particdes 229 0 0
plano | Tempo computacional 15min18s| 3min4ls 6min37s
disco | N. de particbes 34 0 0
Tempo computacional 3min48s | 7min58s | 2h19minl5s
Setor | N. de particbes 40 1 0
Tempo computacional 19min33s| 2h10min32s| 1h53min23s
Tempo computacional total38min40s| 2h22minlls 4h29minl5s

3.5 Conclusodes

Neste capitulo foi apresentado um procedimento de an&isegstabelecer se um sistema linear
invariante no tempo incerto, com modelo de incerteza goétoou dependente afim de parametros,
€ robustament®-estavel ou ndo. Devido ao conservadorismo das formuldgdésle analise que
sdo apenas condic¢des suficientes, quando ndo é obtida umasphra o problema de factibilidade,
néo é possivel afirmar que o sistema n&do é robustarf@etstavel. E verificado através de testes
exaustivos que as condi¢des suficientes LMI, com matriz dpluyov comum ou dependente de pa-
rametros, perde eficaAcia com o aumento da ordem do sistemalerdoo de vértices do dominio de
incerteza na forma de politopo. O método proposto particmpolitopo de forma iterativa até que
todos os subpolitopos atendam a condicéo suficienfe-dstabilidade robusta ou até que seja encon-
trada uma coordenada do politopo que corresponde a um aispeenpossui polos fora da regiado
desejada. Apesar da complexidade de implementacéo, o otahalise proposto, combinado com
formulacdes LMI mais simples, pode requerer menos temp@utanional e menos disponibilidade
de memodria que formulacdes LMI mais complexas, que resuwdt@amumero excessivo de variaveis
de decisao e de restricdes LMI no problema de factibilida&lgesar de apresentar baixos tempos
computacionais em alguns casos, em geral, formulacdeadmsem estabilidade quadratica (matriz
de Lyapunov comum para todas as regides e vértices) requemendimero elevado de particbes do
dominio de incerteza podendo levar a interrupcao do prowsto proposto devido a um critério
de parada baseado em numero maximo de iteracdes do algob@ste modo, € mais interessante
implementar o procedimento de analise proposto com coesligdficientes baseadas em funcdes de
Lyapunov dependentes de parametros com melhor comproemngsocomplexidade e conservado-
rismo. O procedimento de analise proposto corresponderategy a uma condicdo necessaria e
suficiente apesar da possibilidade de se atingir um nanmaite lde iteracdes sem a identificacao da
condicado deD-estabilidade. As condic¢des suficientes LMI baseadas egbésde Lyapunov com
dependéncia polinomial homogénea dos parametros posstamacieristica de reducao do conserva-
dorismo com o aumento do grau do polinbmio, porém apreseaitancomplexidade computacional
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com numeros de variaveis escalares de otimizacdo e numédirthele de LMIs proibitivos no caso
de numero de vértices elevado.

Como contribuicdo secundaria na area de analige-dstabilidade, € verificado que é mais efici-
ente realizar a analise de cada regido individualmente d@fgiuar a analise conjunta em um unico
problema de factibilidade baseado em LMI. Com esta estegt@gi problemas isolados sdo mais
simples, com menos variaveis escalares de decisdo e matigiEs.

A principal dificuldade na implementacé&o do método de amdlieposto € a operacéo de particao
do politopo com formato geral, n&o restrito a um hiper-rgtdm em espacos de qualquer dimenséao.
Este problema é solucionado usando a combinacéo da traamgdo de Delaunay com a nova
técnica de divisdo de simplexo orientada pelas arestasapegla no Capitulo 2.



Capitulo 4

Computo dos CustosHs e Hoo

4.1 Normas de sinais e sistemas

Uma das formas de calcular a norma de um sinal continuo édigaro dominio do tempo € pela
normact; (l,) definida como

|w(t)|s = / w(t)?2dt (sistema a tempo continuo) 4.1)

Z w(k)? (sistema a tempo discreto) (4.2)
k=—o0

Se esta integral (somatéria) é finita, o sinal é dito ser ddrqui® integravel (somavel), represen-
tado porw(t) € L, (w(k) € [3), 0 que pode ser interpretado fisicamente como um sinal cengien
limitada.

Sejal.,(\) = D+C(MN—A)~! B, X representandeou z, a matriz de transferéncia relacionando
o vetor de entradas exdgena% o vetor de saidas controladaéo significado duplo da letrafica
claro de acordo com o contexto). Duas normas de matrizesdsféréncid’,,, de interesse sdo as
normasH; e H... A normaH, de uma matriz de transferéncia, estritamente propria, dsistema
linear invariante no tempo estavel a tempo continuo, é deficdmo

Teulle 2 J o [T T )] o 43

sendo(-)* a transposta conjugada &Tro tragco do argumento.
No caso de sistemas lineares invariantes no tempo estaieigpa discreto, a norma é definida

57
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como

| T2 = \/%/_ Tr(T;,(e7%)Tow(e?)] dw (4.4)

A normaH,, de uma matriz de transferéncia de um sistema estavel, porrés ao pico do ganho
da resposta em frequéncia, sendo definida como

| Tow|loo = supa|Tew(jw)] (sistema a tempo continuo) (4.5)
weR
1T o000 = s{gg ]E[Tzw(ejw)] (sistema a tempo discreto) (4.6)
we 0,27

sendoz () o valor singular méximo do argumento.
Estas duas normas de matrizes de transferéncia possuepnetaedes relacionando os sinais de
entrada e saida no dominio do tempo:

» Para uma entrada(t) na forma de um processo ruido branco com variancia e intshsid
unitarias, a variancia do sinal de said&) em regime estacionéario é dada (i@t ||»:

(Tl = i £ {1 [ a7t} (@.7)

sendoE{-} é a esperan¢a matematica do argumento.

* O ganhoZ, ou ganho RMS de um sistema estavel linear invariante no tecopespondendo
ao maior ganho entre a entrada e saida sobre todos os siraitada limitadosv(t) € L, €
dado por

1212
weL2,w#0 HU)HQ

HTszoo = (4-8)

4.2 Calculos de normas e custos

Existem varios métodos disponiveis para o céalculo das rofmae H., no caso de sistemas
precisamente conhecidos. A norfia pode ser calculada exatamente através de um namero finito de
operacbes em termo dos grammianos de controlabilidade owenabilidade:
|T. 112 = Tr(CX.CT) = Tr(BT X,B), sendaX. e X, os grammianos de controlabilidade e observa-
bilidade, respectivamente, que podem ser calculados/esty as seguintes equacdes de Lyapunov:

AX,+ X AT+ BBT =0 (4.9)

X, A+ATX, +CTC =0 (4.10)
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A norma’H,, pode ser calculada com precisdo adequada por meio de premdds iterativos
(ver por exemplo (Boyd et al., 1989)). A norrita, pode ser calculada pela busca linear do valor
minimo dey tal que a matriz Hamiltoneana ndo possui autovalores sobpeadamaginario (Zhou e
Doyle, 1998):

B A+ BR™'DTC BR'BT
| =CT(I+DR'DT)C —(A+ BR'DTC)T

sendoR £ 42 — DT D.

Entretanto, para sistemas incertos, nao existe atualmenteum método para determinar o valor
exato do limitante para a norma no conjunto incerto. Existetratégias de calculo dos limitantes,
denominados custos garantidbs e H.,, baseadas em formulagdes por desigualdades matriciais
lineares (LMIs). As primeiras formulagdes por LMIs foranmsbadas no conceito de estabilidade
guadratica (Palhares et al., 1997), mas o uso de uma Unicadule Lyapunov para todo o dominio
de incerteza resulta geralmente em resultados conseesmdBara reduzir o conservadorismo, nos
ultimos anos foram publicados varios trabalhos que adotaraso de funcdes de Lyapunov depen-
dentes de parametros, variaveis matriciais extras e/@mdros de sintonia, como por exemplo em
Apkarian et al. (2001), de Oliveira et al. (2002), de Oliaeat al. (2004a), de Oliveira et al. (2004b),
Ebihara e Hagiwara (2004a), Xie et al. (2004), Trofino et2006) e He et al. (2005) e as referén-
cias por eles citadas. Em Ebihara et al. (2005) séo propostaticées LMI para andlise robusta
de desempenho de sistemas continuos no tempo considewsmode$ de Lyapunov associadas com
derivadas de alta ordem do vetor de estado. Contudo, os salbtelos por estas estratégias sdo
apenas limites superiores dos custos exatos e a preciséesuitados obtidos pode variar considera-
velmente de um caso para outro. Além disso, para reduzir geceedorismo, as novas formulacdes
estdo cada vez mais complexas, requerendo maior esforgmitacional, tanto em termos de tempo
de processamento quanto em requisito de memoaria do congpuiRelcentemente foram apresenta-
das novas formulacdes baseadas em func¢des de Lyapunoaticesicom dependéncia polinomial
homogénea de grau arbitrario nos parametros (Chesi et 8ba20liveira e Peres, 2005b). A van-
tagem desta abordagem é que a precisdo do custo garantie@goohelhorada com o aumento do
grau da dependéncia polinomial de parametros. Entretardomplexidade destas formulacdes au-
menta rapidamente com o niumero de vertices do dominio pmddle incerteza e com o grau do
polinbmio.

Neste capitulo sera apresentado um procedimento de célesioustost, e H.,, com precisao
especificada, que possa ser usado como ferramenta de aeétissempenho de sistemas dinamicos
incertos, com dominio politbépico de incerteza, represkrggor modelos politépicos ou modelos
com dependéncia afim de parametros.

Considere o sistema linear invariante no tempo represep&ldanodelo no espaco de estados a
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sequir:
dlx(1)] = Ax(r)+ Bw(7)
(4.11)
z2(r) = Cx(1)+ Dw(r)
comA € R™", B € RV, C e R"=*" eD e R"*", sendo
A dz(t) A . .
Sz(7)] prat T = teR parasistemas continuos no tempo
Sfz(r)] = x(k+1), 7 £ k€N parasistemas discretos no tempo
SejaS a matriz sistema definida como:
s | A B (4.12)
C D

Considere que a matriz sistenrfando é precisamente conhecida, mas pertence a um conjunto
poliédrico convexo fechado, ou politop8:<€ P.

No caso de modelos politopicos, o conjuf@ um politopo no espacgo de matrizes definido pelo
conjunto de todas matrizes obtidas pela combinacédo comlesgausV vértices:

N
P A {S(e) L S(0) =) _6:S;, eeQM} (4.13)
=1
sendo
A; B
;& ', di=1,...,N (4.14)
C; D;

os veértices do politopo. Como discutido nos capitulos amesi o conjuntd?,, pode ser represen-
tado como um simplexo no espaco de dimensae 1:

N-1
i=1

comfy =1- N "6,

No caso de sistemas dependentes de parametros, a maétiassistdependente afim do vetor de
parametros incertgs= [p1, ps, ... p4)’ € R%

P={S(p) : S(p) = So+pi1S1+ ... +paSa, pE L} (4.16)
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Se 0s parametros incertos variam entre valores limitespi.e [Qi,]_ol-], sendo&, ep, os valores
minimo e maximo da-ésimo parametro incerto, o vetppertence a um hiper-retdngulo no espaco
d-dimensional:

Qpé{peRd:Bigpigﬁi,izl,...,d} (4.17)

O dominiof2, também pode ser um politopo de formato qualquer se existestrigoes lineares
adicionais sobre os parametros.

Para a analise de sistemas representados por modelopigoltd@u por modelos com dependén-
cia afim de parametros, este trabalho propde uma estrat@giaalculo dos valores maximos das
normasH, e H,., (ou custosH, e H,,) com uma precisdo desejada, baseada no algoritmo branch-
and-bound (BnB). Como discutido na introdu¢do do Capitulo 2,0c0dgsalgoritmos tipo branch-
and-bound na area de controle robusto ndo é novidade, ja séhal utilizado inclusive para calculo
de desempenho (Balemi et al., 1991). Retomar o uso do algoBtrBopara a aplicacdo em tela
justificavel considerando o aumento do poder computaciemaielacdo ao inicio dos anos 90 e a
publicacéo de formula¢des convexas para o calculo de hibeisssuperiores para o0s custos, eficientes
com relacdo ao aspecto computacional. Sera apresentadargedetalhada uma implementacao do
algoritmo branch-and-bound cuja operacéo de particdo durdo sera baseada na triangularizacéo
de Delaunay e na subdivisdo de simplexo orientada pelassrdgescrita em detalhes no Capitulo 2.
Diferente das aplicacdes anteriores do algoritmo BnB, tahiEgfia de particdo permite estender a
aplicacdo deste algoritmo para dominios de incerteza rdiiotos ao caso do hiper-retangulo. Tal
extensdo permite considerar os casos de modelos poligpiconodelos com dependéncia afim de
parametros com restricbes adicionais.

Os primeiros resultados utilizando esta estratégia fonarasantados em Goncalves, Palhares,
Takahashi e Mesquita (2004). Parte dos resultados apaglesnheste capitulo também pode ser
vista em Goncalves, Palhares, Takahashi e Mesquita (2086t estratégia também j& foi utilizada
para determinacdo do nivel de atenuacao de distdthiale sistemas lineares sujeitos a incertezas
politépicas e retardo no tempo (Gongalves, Campos, EkehaRed, Takahashi e Mesquita, 2004;
Goncalves, Bastos, Palhares, Takahashi, Mesquita, Campad, 2E805).

4.3 O Algoritmo Branch-and-Bound

O algoritmo branch-and-bound (BnB) pode ser utilizado pacaetnar o maximo global de uma
fungdo f(a) : R — R, em um dominion € Q C R? garantindo uma precisdo especificada
desde que a taxa de variagdofde) e o dominicf2 sejam limitados. O algoritmo branch-and-bound
considera o principio de que &) é lipshitziana com constanfepositiva, tal quef(a;)— f(az)| <
L|lay — az||, a1, a2 € Q, entdo s& J;_, Sph(a,, /L) D Q, comSph(c, r) significando a hiperesfera
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com centroc e raior, entdomax;<;<s f(«;) estima o maximo global com precisaqClausen e
Zilinskas, 2002).

A descricdo do algoritmo BnB apresentada aqui é adaptada da&rBahan et al. (1991). Na
aplicacao que sera considerada neste trabalho, o dofaiam politopo. Para um dominfe;, C €2,
pode-se definir

P paa () £ max f(a) (4.18)

aEe;

O algoritmo BnB calculab,,.. () baseado em duas fun¢d€s;(2;) e ®,,();), definidas sobre
{€; : Q; C Q}. Estas duas fun¢Bes devem satisfazer as seguintes casidigfe

Ve>0,30>0talquev Q; C Q,dim(Q;) <0 = &() — Du() <€ (4.20)

A condicéo (4.19) estabelece que as funghg§);) e ®;,(€2;) calculam os limites inferior e
superior deb,,..(€2;), respectivamente. A condigdo (4.20) estabelece que, quaméxima distancia
entre os vertices d€;, denotado por ditf);), tende a zero, a diferenga entre os limites inferior e
superior converge para zero.

O algoritmo BnB inicia-se pelo célculo dg;(2) e ®,,(2). Se(®;, — ®;)/P; < &, sende uma
precisao relativa pré-especificada, entdo o algoritmazimabe o critério de parada néo € atingido, é
necessario particionar o politopbem subpolitopos menores de forma que- Q; UQ, U ... U Q,,

e calculard; (;) e ®,,(€),i =1,...,s. Entdo

max @) < Prmaz(€) < max Pi(€%)
fornece novos limites pard,,...(€2). Se a diferenga relativa entre os novos limites € menor @l igu
ae, 0 algoritmo finaliza. Caso contrario, a particactlé refinada e novos limites sdo calculados. O
algoritmo BnB converge uma vez que, pelas sucessivas mstiddn<);),: = 1,..., s, tende para
zero (subpolitopo tende para um ponto), fazendo comigu&;) — ®,;(2;) tenda para zero.
A versao do algoritmo BnB utilizada, adaptada de (Balakrishetaal., 1991), € apresentada a
sequir:
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Algoritmo : Branch-and-Bound

k « 0;

Ly — {Q};

Lo — ®5(9);

Uy — ©15(Q2);

enquanto (Uy, — Ly) /Ly > ¢
seleciond, € L, tal que®,,(Q2,) = Uy;
particione2, em€, ..., Q,;
L1 — {Ler — QN U{Qq,.... 0}
Ly, — ,max D, ();

i€LK41

Uk41 < Qmax (I)ls<Qi);

i€LK+1

elimine todo(); € L., tal qued;(£2;) < Lyy1;
k+—k+1;
fim enquanto
fim algoritmo

4.4 O Algoritmo BnB Aplicado ao Calculo dos CustosH, e H.
com a Precisdo Requerida

4.4.1 Escolha das fungdes limitantes

SejaT,, (A a) = C(a)(M — A(a)) 'B(a) + D(a) a matriz de transferéncia deparaz, com
A representande ou z e o € €2, sendo quex corresponde doup, eQ representdl,, ou(2,. Por
conveniéncia, a dependéncia’flg, de A e « podera ser omitida a partir deste ponto. O problema
considerado é o calculo do valor maximo da nortig ¢ € {2,000}, da matriz de transferéncia
T.,(\, ), para todax € Q. Sejaj, .. €,. 0S valores maximos das normis e H,, no dominio
de incerteza:

Op.c. £ max | Tow(A, @)||2 (4.21)
ac
Vpe. = max || T (A, @)oo (4.22)

Os custos garantidds; e H, 6.4 €7..4., Calculados atraves de formula¢des baseadas em LMIs,
sdo apenas um limite superior para o valor maximo das norodsminio de incerteza, sem nenhuma
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informacé&o a respeito da diferenca entre estes valores:

max || Teu (A, @)z < deg. (4.23)
aE
max | Tew (A, @)oo < 7eq. (4.24)

Uma vez que o calculo exato do valor maximo da norma é um prabtie dificil solugédo, neste
trabalho é apresentado um método para o célculo dos cugarantidosH, € H., 0. € 7., que Sao
definidos como os valores que atendem as seguintes desigaaid

Ope. <0 < (L4 €)dpe. (4.25)

Voo Ve S (L4 €) e (4.26)

Para aplicar o algoritmo BnB no calculo dos custds ¢ € {2,000}, com qualquer preciséo
requerida, é necessario encontrar as fungggs);) e ¢,,(€2;) que satisfazem as condi¢bes (4.19) e
(4.20). Considerd,,; = C;(M — A;))"'B; + D;, i = 1,..., N, as matrizes de transferéncia dos
vértices do politopd2; C €2, sendoN o numero de vértices correspondente. A funcéo limite iaferi
pode ser definida como o pior caso da nofthacalculada nos vertices dg:

Dy () = max | Tzw,illq (4.27)

A funcéo limite superio®;,(€2;) pode ser definida como sendo qualquer formulacdo LMI para
calculo dos custos garantid®g, (Palhares et al., 1997). Como no procedimento proposto dis@na
de D-estabilidade robusta, € claro que a eficiéncia do algorttnamch-and-bound dependera da
escolha da formulagdo LMI com melhor compromisso entre ¢exigade e conservadorismo.

Com esta escolha de funcdes limitantes, o algoritmo brandisaund ira combinar a reducao
do conservadorismo das formulagdes LMI pela particdo doiwionde incerteza (funcéo limitante
superior) com uma técnica “inteligente” de grade (funcéuotéinte inferior) em que o refinamento
da grade ocorre apenas no subpolitopo com maior valor de gasantido. O custo computacio-
nal relacionado com o calculo do custf) pelas duas técnicas simultaneamente € justificado pela
disponibilidade da informacéao da precisao do calculo.

4.4.2 Técnica de particdo do politopo

No procedimento proposto de célculo de custgarantido baseado no algoritmo branch-and-
bound é aplicada a mesma técnica de particdo de politodzadé no procedimento de anélise de
D-estabilidade robusta, descrito no Capitulo 3, que combiaagularizacdo de Delaunay (decom-
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posicao do politopo em um conjunto de simplexos) e subaiuigasimplexo orientada pelas arestas,
descrita em detalhes no Capitulo 2.

4.5 Complexidade do Procedimento de Analise Proposto

As Figuras 4.1 a 4.6 apresentam uma simulacao do algoritanzhbrand-bound para o calculo do
custoH, ouH,.. No passo inicial sdo calculadas as normas nos vérticeslitiogmoe o custo garan-
tido para o politopo (Figura 4.1). Neste caso o limite irde& o maior valor de norma nos veértices,
ou seja 10, e o limite superior € o0 custo garantido igual a I0#® primeira particdo (Figura 4.2),
como o retangulo ndo é um simplexo, a divisdo € realizadatpatayularizacdo de Delaunay que
divide o retangulo em dois triangulos sem acrescentar neéEes. Deste modo o valor do limite
inferior se mantém mas o valor do limite superior passa a s&ior valor de custo garantido obtido
como sendo 80.

A partir deste ponto, as divisdes ocorrem nos triangulos m@ior custo garantido. A divisao
do tridangulo pela técnica proposta gera quatro novos iésg trés novos vértices (Figura 4.3). Os
valores dos limites sdo atualizados para o novo valor maxiannorma igual a 16 e o novo valor
maximo de custo garantido igual a 60. Observe que o trianguto custo garantido 12 pode ser
descartado do espaco de busca ja que o maior valor de nornpeerosia este valor. As divisbes
prosseguem até que a diferenca relativa entre os limitesisug inferior atinja a precisdo desejada
(Figuras 4.4 a 4.6).

Como discutido anteriormente, observe o refinamento “geelie” da grade, sendo que o maior
namero de pontos testados é concentrado na regido onde axisssibilidade de encontrar o valor
maximo. Outro dado importante informado por este métodmdkse € a coordenada em que ocorre
o valor maximo da norma, que sera bastante util no procedard projeto a ser apresentado no
Capitulo 5.

No procedimento de calculo do custo com precisédo espedaficpthndo o politopo inicial ndo
€ um simplexo, na primeira particdo do politopo, realizadlka priangularizacdo de Delaunay, nao
€ acrescentado nenhum novo vértice e o numero de simplexadogedependera, ndo somente da
dimensé&o do espaco e do numero de vértices, como tambéntrilauijfio espacial destes vértices.
A decomposicdo do politopo em simplexos, que correspondepoktopo com menor nimero de
vértices para uma dada dimensao, facilita o calculo da®&sigmitantes inferior e superior tornando
o algoritmo muito mais eficiente. No caso da funcéo limitamufeerior, baseada no célculo do custo
garantido, este fato € mais evidente no caso de formulagdébdseadas em funcdes de Lyapunov
dependentes de parametros, para as quais, nao so o numestrigées LMI, mas também o nimero
de variaveis escalares de otimizacdo, dependem do numesstiees do politopo.
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Figura 4.1: Simulag&o do algoritmo BnB - iteragéo 0.
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Figura 4.2: Simulacédo do algoritmo BnB - iterac&o 1.
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Figura 4.3: Simulacéo do algoritmo BnB - iteracéo 2.
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Figura 4.4: Simulacédo do algoritmo BnB - iteracéo 3.
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Figura 4.5: Simulacéo do algoritmo BnB - iterac&o 4.
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Figura 4.6: Simulag&o do algoritmo BnB - iteragéo 5.

Numero de Iteragdes



4.6 Exemplos llustrativos de Andlise de Sistemas Continuo®mempo 68

Apos a triangularizagéo de Delaunay, com a subdivisdo ddekm orientada pelas arestas, a cada
iteracdo é necessario calcu%az}(dJr 1) normas dos sistemas correspondentes aos novos vértices sob
cada aresta 2! custos garantidos. Este procedimento pode acarretar erousito computacional &
medida que a dimensabdo espaco de incerteza aumenta.

Como discutido no Capitulo 3, uma opgdo mais simples de dide&implexo seria a técnica
de bisse¢do com a subdivisdo do simplexo ao meio com a imctieséim novo vértice sobre a maior
aresta. Com esta técnica, independente da dimensdo do espagerteza, € necessario calcular
apenas uma norma e dois custos garantidos a cada iteraggsarAja simplicidade, tal técnica pode
resultar em um tempo de processamento total maior, com neengergéncia do algoritmo branch-
and-bound.

4.6 Exemplos llustrativos de Analise de Sistemas Continuos no
Tempo

O algoritmo branch-and-bound para calculo dos custos cautigéios foi implementado no
LMI Control Toolbox para MATLAB® sendo utilizado um computador baseado no Pentium IV
2.8GHz, com 1 GBytes de RAM. No calculo dos custos garantidodoédo o vetor de opcdes
(/100 500 1e9 10 1] na funcaanincz(-).

4.6.1 Calculo do custdH,

Para sistemas continuos no tempo, serdo analisadas astsedarmulacdes para o calculo do
custo garantiddi,: (QS) estabilidade quadratica, apresentada em PalhaaéS#997); (EB) Teo-
rema 2, apresentado em Ebihara e Hagiwara (2004a)pcem; (TR) Teorema 2, apresentado em
Trofino et al. (2005), (dQ) combinacdo dos Lemas 1 e 2 e (dPcombinacdo dos Lemas 3 e 4,
apresentados em de Oliveira et al. (2004a). No célculo det®sgarantido${,, existem duas pos-
sibilidades de implementacéo da formulacao LMI, denonmasagim muitos trabalhos como formas
primal (P) e dual (D), que podem apresentar resultadosriiastderentes para um mesmo problema.
Neste trabalho é adotada a denominacéo primal para a faydwutemseada no grammiano de contro-
labilidade.
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Exemplo 4.1 Considere o sistema linear invariante no tempo continuo dmsparametros incertos,
analisado em de Oliveira et al. (2004a), modelado por

&) ~2,02 0,16+0 —0,60+ 8 1

x

o = | 045-20 —1,85+5 05930 |z(t) + |0 |w(t)
—0,19—33 0,97+40  —0,57

szz[o o1}ao

sendo que os parametros incertos variam no politopo na fdeman quadradd?, = {p = [3, ¢]” €
R?: -1<3<1; -1<o0<1}.

O objetivo deste exemplo é calcular o custgarantidoi, com precisao de 0,1% através do pro-
cedimento proposto de andlise implementado com diferdotesilacdes LMI. A Tabela 4.1 apre-
senta os custos garantidis (o simboloco significa que a formulacédo LMI nédo é factivel para todo
o politopo), os valores finais das fun¢des limitantes soperinferior, sendo o primeiro deles o valor
do custos-garantiddH,, 0s erros relativos percentuais entre o custo garantidaustocgarantido,
0s tempos computacionais requeridos pelo procedimentnalsa proposto e o niumero total de ite-
racdes do procedimento proposto para atingir a precis@aenei@. O melhor custo garantido € obtido
com a forma primal da combinacéo dos lemas 3 e 4 em de Olivieala @004a), sendo verificado
gue o mesmo é 9,9% maior do que o custgarantidoH, obtido pelo procedimento proposto. Atra-
vés do método proposto, € sempre obtida a precisédo requiri@d %, mesmo no caso em que as
formulacdes LMI ndo séo inicialmente factiveis, mas quesgasa ser factiveis apos a particdo do
politopo. Observe que, para este exemplo, o conservadodasformulacdes LMI é reduzido consi-
deravelmente em quase todos 0s casos a um custo computéeixoa Para este exemplo, a melhor
escolha da funcgéo limitante superior € o custo garantidutzado com a forma primal da combinacéo
dos lemas 1 e 2 em de Oliveira et al. (2004a) devido ao mengaemmputacional. Para este caso,
a evolucéao das fungdes limitantes no algoritmo branchkamohd s&o apresentadas na Figura 4.7 e a
particdo do espaco dos parametros inceitps apresentada na Figura 4.8. O procedimento proposto
identifica o vetop = [3, o] = [0,3438, —0,0078]7 como o ponto de pior caso de norfa. A
Figura 4.9 apresenta a superficie da nofifygpara os valores admissiveis dos parametros incertos,
na qual pode ser observada a relacdo entre o ponto de maxisopeldicie e o maior refinamento da
malha simplicial e da grade composta pelos vértices dodeog
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Tabela 4.1: Custos-garantidoH, com precisaae = 0,001 (Ex. 4.1).

QS EB TR dO, doy,

P D P D P D P D P D
Serg 0 | 00 | oo | oo | oo | oo |2555]6,281|2236| 4,763
®,,(Q) =5, |2,038]2037|2,037|2,037| 2,037| 2,037| 2,037 | 2,037| 2,035| 2,036
®,;(Q) = 4,.. | 2,035| 2,035| 2,035| 2,035| 2,035| 2,035| 2,035 | 2,035| 2,035| 2,035

%(6&9 —0.) | o 00 00 00 o0 oo | 25,5%| 209% | 9,9% | 134%
Tempo (s) 99,92| 533,5| 34,2 | 120,3| 22,6 | 89,89| 9,97 | 15,06| 13,86| 19,58
Iteracoes 427 | 2313| 33 128 33 128 12 19 11 15

2.6

2.4r

2.2r

Funcdes lim. inferior e superior

"0 1 2 3 4 5 6 7 9 9 100 11 12
No. iteracfes

Figura 4.7: Evolucao das funcdeg e ¢;, no calculo do cust@{, (dO,»-P) (Ex. 4.1).

4.6.2 Calculo do custdH,

Para sistemas continuos no tempo, serdo analisadas astssedarmulacdes para o calculo do
custo garantidd{..: (QS) estabilidade quadratica, apresentada em Palhaaeg®997); (TR) Teo-
rema 4 (considerando a nota 2) apresentado em Trofino eD86)2(dQ) Lema 1 apresentado em
de Oliveira et al. (2004b); (d$ Lema 2 apresentado em de Oliveira et al. (2004b) ou equitexle
mente Teorema 2 apresentado em He et al. (2005);)(d€na 3 apresentado em de Oliveira et al.
(2004b) e (EB) Teorema 5 apresentado em Ebihara et al. (2005).



4.6 Exemplos llustrativos de Andlise de Sistemas Continuo®mempo 71

1 -08 -06 -04 -02 0] 02 04 06 08 1

Figura 4.8: Particdo do espaco dos parametros incertodawaéo custdH, (dO;»-P) (Ex. 4.1).

NormaHs

Figura 4.9: Norma, parap € 2, (Ex. 4.1).

Exemplo 4.2 Considere o sistema linear invariante no tempo continuo dmsparametros incertos,
modelado como

[ 0,05 —001—8 0 0 0 0 0,1
1 0 0 0 0 0 0
da(t) 0 —00l+8 —0,1 —00l—c 0 0 © + 0 @
= T w
dt 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 —00l+c —005 —1 0
0 0 0 0 10 | 0 |

A1) = [o 000 0 01]a(t)
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Para demonstrar a capacidade do método de particdo baseawallea simplicial, considere que
o dominio de incerteza € um politopo com 5 vértices considkeraima restricdo adicional sobre os
parametros incertos?, = {p=[3, o] € R? : 0<<1;0<0o<1;8+0 <15}

O objetivo deste exemplo € demonstrar que, mesmo quands&@losalcular o custo garantido
com as formulac¢des LMI, a precisdo dos mesmos pode ndo sfatata. A vantagem do procedi-
mento de andlise de desempenho proposto € justamenteiigaratulo com determinada precisao
considerando o tempo computacional como segunda pri@idadabela 4.2 apresenta os resultados
obtidos com formulagdes LMI e com o procedimento propostolementado apenas com as qua-
tro primeiras formulacdes LMI mais simples. O simbotoindica que a condicdo LMI de custo
garantido nao é factivel para todo o politopo. Observe queoedimento de analise proposto im-
plementado com o Lema 1 em de Oliveira et al. (2004b) calculsstoH ., com a precisao de 0,1%
com menos tempo de processamento que as formulacdes LMidasseo Lema 3 em de Oliveira
et al. (2004b) e no Teorema 5 em Ebihara et al. (2005), cufdteglos apresentam erros relativos
percentuais elevados.

Tabela 4.2: Custos-garantido,, com precisda = 0,001 (Ex. 4.2).

QS TR do, do, do; EB
Se.g. 00 oo | 17,304| 16,636| 15,673| 14,320
Tempo (s) para..,. — — 5,33 | 23,89 | 389,34| 227,75
Dy5(Q2) = e 5,968 | 5,963| 5,962 | 5962 | — —
D () = Ypoe. 5962 | 5,962| 5962 | 5962 | — —
1(;)60 (Ve.g. — Ye) 00 oo | 190% | 179% | 163% | 140%
Tempo (s) para. 1.293,0| 816,7| 46,4 | 237,2 — —
12 iteracao factivel| 562 45 0 0 — —
IteracOes 1150 60 11 12 — —

A Figura 4.10 apresenta a particdo do politopo com 5 vérticesspaco bidimensional dos para-
metros incertos no célculo do cust, com o procedimento de analise proposto implementado com
o Lema 1 em de Oliveira et al. (2004b). Nesta figura, a set@andilocalizacdo do ponto de pior
caso, com a precisédo de 1%, identificado como sendo[3, o] = [0,7539, 0,7461]", apds 11
particbes do politopo. Observe que na primeira particim/itopo com 5 vértices é decomposto em
3 simplexos (triangulos) pela triangularizagéo de DelsguraFigura 4.2 apresenta a superficie da
normak., parap € €1, confirmando a localizagéo do ponto de pior caso de norma.

Neste exemplo, 0 numero de iterac6es do procedimento gmpogplementado com o Lema 1
ou com o Lema 2, ambos apresentados em de Oliveira et al.lf0®dleterminado pela fungéo li-
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Figura 4.10: Particdo do espaco dos parametros incertodloa do custd,, (dO,) (Ex. 4.2).
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Figura 4.11: Normé&t., parap € 2, (Ex. 4.2).

mitante inferior. Apds 8 e 6 iteracdes, no caso dos Lemas Yes@ectivamente, o custo garantido
ja convergiu para a precisao requerida, sendo as demaigGts necessarias para a localizacdo do
ponto de pior caso de norma. Ja no caso da implementacaalbaseastabilidade quadratica, o con-
servadorismo no calculo do custo garantido € muito altajeszndo excessivo nimero de iteracdes
e alto tempo computacional apesar da maior simplicidadergaulacéo.

Exemplo 4.3 Para verificar o funcionamento do método de andlise pro@gsicado a um sistema
de ordem mais elevada, considere o modelo de um veiculo sutonrapresentado em Leibfritz e
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Lipinski (2003) no qual sdo incluidos trés parametros itoser

0 0 0 0O 0 0 0]
i —ps —4100 0 0O 0 0 0
ps 0 —ps 0 —700 0 0 0
da(t) 0 0 0 0 1400 0 0 0
- 2(t)
dt 0 0 1600 —450 —110 0 0 0
0 0 0 8l 0 -1 0 —900
0 0 0 0 0 0 0 110
0 0 0 0 0 12 —1,1 -22
0 0] 0 0
9900 0 4,6 99000
0 0 0 0
0 0 0 0
+ 0 0 w(t) + 0 0 u(t)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 99 | 0 0 |
2t) = 000000 1 O]x(t)+[0 0}w(t>+[1 o}u(t)

000000100

yit) = _00000010]x<t>

comp; € [663; 1037], p» € [93,6; 146,4] e ps € [25,74; 40,26]. Usando o procedimento geral de
projeto a ser apresentado no capitulo 5, é projetado umataddr por realimentacdo dinamica de
saida, estruturado dé ordem, com objetivo de minimizar o pior caso de notf#ig_,, || do sistema
em malha-fechada:

1] 00004 —0,9924
1]-0,1557 —1,8732

0 0 0 -=97499| 09154 10,7133

1 0 0 -20,2208| 0,8171 95,3653
| A B |01 0 —13,0829|-0,3397 —18,5070
| c|D.| |00 1 —55692|—1,6809 —156363

000

000
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O sistema em malha-fechada com este controlador Rderdem. Neste caso, todas as for-
mulag6es consideradas de calculo de custo garantido lzesseadLMI sdo infactiveis. Os custos
H, calculados com precis&o= 0,1 atraves do método de analise proposto, sdo apresentados na
Tabela 4.3. Para sistemas de ordem mais elevada, o métquusfy@ mais eficiente com formula-
¢cOes de custo garantido mais simples (menor nimero de garide decisdo em fungdo da ordem
do sistema). As formulaces baseadas no Lema 2 ou no Lemae3egapados em de Oliveira et al.
(2004b), ndo sao consideradas devido ao elevado tempo cEspeaomento gasto para calcular o custo
garantido na iteracdo zero: 30,9 minutos e 17,1 horas, ctrggpmente. Para este exemplo, a me-
Ihor opcgéo para a fungéo limitante superior € o custo gatamtaseado no Lema 1 apresentado em
de Oliveira et al. (2004b) considerando o menor tempo degggamento.

Tabela 4.3: Cust®{,, com precisde = 0,1 (Ex. 4.3).

QS do,
D5 (Q) = e 0,994 0,938
D(02) = e 0,937 0,937

Tempo de processamento| 1h23min8s| 35min22s
IteracBes (primeira factivel) 178(137) | 3(1)

4.7 Exemplos llustrativos de Analise de Sistemas Discretos no
Tempo

4.7.1 Calculo do custdH,

As seguintes caracteriza¢des de custo garaftideerdo consideradas nos exemplos desta secao:
(QS) estabilidade quadrética, apresentado em PalharegE9v); (dQ-s) Teorema 3, apresentado
em de Oliveira et al. (2002); (dg) Lemas 1 e 5, apresentados em de Oliveira et al. (2004a);XdO
Lemas 3 e 6, também apresentados em de Oliveira et al. (2q04plema 2 apresentado em Xie
etal. (2004) e (YA) Lema 1, nota 3, apresentado em Yang é2@05). S&o consideradas como formas
primal e dual as formulagdes relacionadas com os gramméamosntrolabilidade e observabilidade,
respectivamente.
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Exemplo 4.4 Considere o sistema incerto linear invariante no tempo adetigereto descrito por

z(t+1) = Az(t) + Byw(t)

4.28
2(t) = CLx(t) (4.28)

sendox(t) € R", w(t) € R™ e z(t) € R"=. Para avaliar a eficiéncia do procedimento de ana-
lise de desempenho proposto, € considerada uma comparag&oica com formulacdes de analise
baseadas em LMIs. Para cada parN), comn € [2, 4 e N € [2, 4], sdo considerados os 100
primeiros sistemas politdpicos robustamente estaveiigsempara analise de estabildade robusta (ver
Exemplo 3.2, pagina 37). Os elementos das matizgse R"*" e(C,; € R™*", i =1,...,N,

sdo gerados de forma aleat6ria com distribui¢do uniformateovalo[—1, 1|. Para cada pdr, N),

para os 50 primeiros sistemas é considenagle= n en, = n — 1 e para os 50 ultimos sistemas é
adotador, =n —1en, = n.

A Tabela 4.4 apresenta as taxas de sucesso para computdo @gawstidoH, com as formu-
lagbes baseadas em LMIs e o custgarantidoH, computado com o procedimento proposto, para
e = 0,01, implementado com o custo garantido baseado no TeoremaeXempado em de Oliveira
et al. (2002). Tanto as formas primal (P) como dual (D) sasidenadas. Os resultados na Tabela 4.4
mostram que todas as formulagdes LMI falham para computasto garantidd{, em diversos ca-
sos, sendo que a taxa de sucesso decai com o aumentow®’. Para(n, N) = (4,4), as taxas
de sucesso das formulacdes LMI isoladas séo iguais ouardera 45%. A Tabela 4.5 apresenta
os erros relativos médios entre os custos garantidos e ormaalus obtido entre eles. O método
proposto conseguiu calcular o custo garanftddocom a precisdo de 1% especificada em todos os
900 testes realizados. Em contraste com o método propoBabeda 4.5 mostra que as formulacdes
LMI consideradas, sem a particdo do dominio de incertezefanBecem custos garantidds com a
precisdo requerida, com erros médios variando de 29,7996a% .5A Tabela 4.4 apresenta os tempos
computacionais médios verificados. Neste exemplo, paestasl combinacdés, N), o algoritmo
BnB requer tempo computacional médio superior ao das fogdaaLMI isoladas, mas estes tem-
pos nado sdo proibitivos considerando a eficacia em cal@dastos custos com a preciséo requerida
além de identificar as coordenadas do sistema correspemaepior caso. Grande parte dos tempos
computacionais mais elevados do procedimento propostosoem situacdes para as quais as formu-
lagdes LMI consideradas n&o sao capazes de calcular o arstatigo?,. Existe um compromisso
entre a precisdo e o tempo computacional e, deste modo, &glassluzir o tempo computacional
do procedimento proposto se for especificada uma menoisgarend calculo.
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Tabela 4.4: Taxas de sucesso (%) para o calculo do custatigarafy (Ex. 4.4).
n N QS dOrs dOy; dOsq Xl YA BB
P/ D| P D| P D| P  D| P D| P|D P| D
2 2|39|39(48|48|86|86|98|98|98|98|48|48| 100|100
3| 4] 4/33/33|/68|68|87|88|88|87|33|33|100| 100
4| 0| 0/14|14|57|57|60|65|65|60|14|14| 100|100
3 2|13|13|55|(55/89(90|97|97|97|97|55|55|100| 100
3| 1] 1/10(10|60|61|63|64|64|63|10| 10100/ 100
4| 0| O 4| 4|48|48|36|36(36|36| 4| 4|100| 100
4 2| 7| 7|34|34|/84/83/91|92/92|90|34|34|100| 100
3| 1| 1| 8| 8|60|61|61|{58|58|61| 8| 8|100| 100
41 0| O 451 45| 25|27 | 27|25 100 | 100
Tabela 4.5: “Erros” relativos médios (%) do custo garantitia Ex. 4.4).
n N QS dOrs dO5 dOs6 Xl YA BB
P | D P D P D P D P D P | D P D
2 2133|201 | 110 | 148 | 44,2| 46,6 | 78,2| 83,0| 44,6 29,7| 119| 162 | 0,19 | 0,17
3 1141 | 130 | 486 | 524 | 90,3| 73,3| 185 | 195 | 131 | 93,6 | 503 | 580 | 0,17 | 0,14
4 | — | — | 567 | 277 | 370 | 178 | 391 | 328 | 241 | 185 | 590 | 319 | 0,15]| 0,12
3 2232|162 | 124 | 99,0| 60,6| 76,0| 61,0| 57,0| 34,7| 44,6 | 150 | 123 | 0,23 | 0,16
3 1280|151 | 292 | 179 | 103 | 101 | 166 | 201 | 137 | 134 | 375| 225 | 0,11 0,11
4 | — | — | 252 | 342 | 191 | 203 | 257 | 235 | 185 | 255 | 361 | 447 | 0,09]| 0,12
4 2 |132|98,0|90,6| 63,8| 45,8| 53,6|41,8| 45,3| 32,5| 44,1| 116 96,3| 0,12 | 0,12
3 |371| 288 | 169 | 248 | 97,7| 90,9| 106 | 103 | 88,4| 111 | 227 | 293 | 0,10| 0,09
4 | — | — | 241 | 306|859 153 | 165 | 217 | 160 | 233 | 330 | 350 | 0,09| 0,06
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Tabela 4.6: Tempos computacionais médios (s) para calouboisto garantid@{, (Ex. 4.4).
n N QS dOrs dOs5 dOg6 Xl YA BB

P D P D P D P D P D P D P D
0,06| 0,05| 0,08 0,08| 0,08]| 0,07| 0,22]| 0,23 0,17| 0,17| 0,07 | 0,07 | 0,71 | 0,79
0,07| 0,06 0,21 0,21 0,22| 0,20 0,17 0,17| 0,34| 0,36| 0,10| 0,10 | 5,01 | 4,67
0,08| 0,08| 0,15| 0,15| 0,47| 0,47| 0,21 0,22| 0,67| 0,79| 0,13 | 0,13 | 20,4 | 17,7
o0,08| o,07| 0,15 0,15 0,13 0,12| 0,28]| 0,27| 0,49| 0,49| 0,16| 0,16 | 1,56 | 1,67
0,11 0,20 0,21 0,20| 0,50| 0,48| 0,37| 0,36| 1,63 | 1,76 | 0,21 | 0,20 | 9,12 | 10,6
0,22| 0,22 0,28| 0,27| 1,02| 1,14| 0,50| 0,45| 3,44 | 3,44| 0,30| 0,30| 38,9 | 42,0
0,22| 0,21 0,29| 0,29| 0,25| 0,25| 0,64 | 0,64 | 1,48 | 1,52| 0,32| 0,31 | 3,13 | 2,95
0,15| 0,15| 0,34| 0,36| 1.00| 1,19| 0,86| 0,87 | 4,73 | 4,59 | 0,43 | 0,43 | 16,3 | 21,5
0,19|0,19| 0,50| 0,47 | 3,56 | 3,76 | 1,05| 1,04 | 8,49| 9,23| 0,61 | 0,62 | 58,5| 64,1

AWM lWINMNIARIWIN

Exemplo 4.5 Para avaliar o método de analise proposto, implementadaddenentes formulacdes
LMI para o calculo do custo garantido, aplicado a um domigimderteza de quinta ordem, considere
o sistema linear invariante no tempo, a tempo discreto, fraddepor:

[ 0,2189  0,2747
z(k+1) = | —2,3646 p,  —0,1331 | x(k)
| 0,9901 12134 —ps
[ 0,0828 0,0037 0,0044 0,0044
+ | 0,0037 0,0788 0,0001 | w(k)+ | 0,0001 | u(k)
| 0,0089 0,0003 0,1013 D4
[0 0 1 00 0 0
2(k) = z(k) + w(k) + u(k
(k) _ooo]() [ooo]” [J()
[ ps 0 0
k) = x(k
y(k) 01 o] (k)

Este sistema possui cinco parametros incertos que podean mas faixasy, € [1,2424; 1,5184],
ps € [0,8655; 1,0579], p; € [0,5135; 0,6276], ps € [0,0912; 0,1114] e p; € [0,9; 1,1]. O dominio
de incertezd) C R® é um hiper-retangulo de 32 vértices no espaco de quinta déwenUsando
o procedimento geral de projeto a ser apresentado no Capitél@rojetado um controlador por
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realimentacdo estatica de saida para minimizar o pior asominal|7.,,(z, )|z, a € 2, do sistema
em malha-fechadak” = [20,9620 — 1,2958]7.
A Tabela 4.7 apresenta os resultados obtidos com o procettirde analise proposto implemen-
tado com as formas primal e dual das formulacbes mais efsiggdra o caso em estudo: @P
Teorema 3, apresentado em de Oliveira et al. (2002);4)dCemas 3 e 6, apresentados em de Oli-
veira et al. (2004a), e (XI) Lema 2 apresentado em Xie et BD4P Os custos-garantidosH, sao
calculados com precis&o= 0,02. Neste exemplo, na primeira iteracdo sao necessariosagasal

de 103 custos garantidos com a decomposicao do hiper-tétéem um conjunto de simplexos pela
triangularizacdo de Delaunay. Nas iteracdes seguinteslarmova particao pela divisdo de simplexo
orientada pelas arestas sdo necessarios os calculos den&srm 32 custos garantidos. O melhor
custo garantido, ndo apresentado na Tabela 4.7, é calcoted@ forma dual da combinacédo dos
Lemas 1 e 5 apresentados em de Oliveira et al. (2004a), qu/€ maior do que o pior caso de
norma verificado no politopa, . = 7,3939 paraa = [1,2424 0,98575 0,5135 0,1114 1,1]*. Po-
rém, esta formulacéo requer 1 hora e 10 minutos de tempo degs@mento, superior a todos 0s
tempos computacionais das diferentes implementagbesodegmento proposto, apresentados na
penultima linha da Tabela 4.7. Neste caso, a formulacédoldhissada no Lemas 3 e 6, apresentados
em de Oliveira et al. (2004a), proporciona o melhor compssmentre tempo de processamento por
iteracdo e nimero de iteragdes, resultando no menor temmautacional. E claro que o tempo com-
putacional pode ser reduzido se for adotada uma menor @ocpéa o calculo. Por exemplo, para
e = 0,05, a formulacdo primal baseada nos Lemas 3 e 6, apresentadies @fiveira et al. (2004a),
obtém o custa-garantidod. = 7,71 (4,7% de erro relativo) em apenas uma particao e 3 minutos de

processamento.

Tabela 4.7: Custo’l, paras = 0,02 (Ex. 4.5).

dOrs dOs6 Xl

P D P D P D
Custo garantid@s, d..4. 14,0 23,0 9,27 8,32 9,17 9,66
%(5&9. — Op.c.) 90,0% 211% 25,8% | 12,9% | 24,1% 30,8%
Tempo para. . 6s 12s 54s 72s 13s 31s
D) = 4. 7,51 7,53 7,54 7,47 7,54 7.53
Dy = 0p.e. 7,39 7,39 7,39 7,39 7,39 7,39
}%’(@ls — ;) (%) 1,69 1,90 1,99 1,13 1,99 1,82
Tempo para. 22min7s| 42min44s| 24min42s| 5min44s| 23min53s| 43min47s
IteracOes 87 109 33 3 51 72
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4.7.2 Calculo do custdH,

Serdo analisadas as seguintes formulacdes para o calcwdostio garantidd,, de sistemas
discretos: (QS) estabilidade quadratica, apresentadaatimarBs et al. (1997); (d&Q) Teorema 4,
apresentado em de Oliveira et al. (2002); (d.ema 4, (dQ5) Lema 5, (dQs) Lema 6, apresenta-
dos em de Oliveira et al. (2004b); (@4) Teorema 2 e (Ok3) Teorema 3 apresentados em Oliveira e
Peres (2005b).

Exemplo 4.6 Este exemplo considera o célculo do custo garantido de sistemas discretos no
tempo. Os mesmos 900 sistemas politopicos aleatoriossadak no Exemplo 4.4 sdo considerados
novamente. A Tabela 4.8 apresenta as taxas de sucesso lpatarazs custos garantidds,, com
as formulagcbes baseadas em LMIs e o cagjarantidoH ., calculado com o procedimento proposto
implementado com o Teorema 4 em de Oliveira et al. (20025 par 0,01, denominado BB. Nas
formulacdes com funcéo de Lyapunov com dependéncia polaidromogénea nos parametros sao
adotados os seguintes graus= 3 para (Oly;) e g = 1 para (Olys). A Tabela 4.9 apresenta a
diferenca relativa média entre cada custo gararitidoe o menor valor entre eles. A Tabela 4.10
lista os tempos computacionais médios. As formulagfes Isklhdas produzem alguns resultados
com a precisdo menor que 1%, porém, com excecdo do Teorenmn3grau 1, apresentado em
Oliveira e Peres (2005b), elas apresentam reducdes congitedas taxas de sucesso com o aumento
den e N. Diferentemente do cask,, além da taxa de 100% de sucesso e a obtengéo da precisédo
especificada para todos os casos, a Tabela 4.10 demonswarggiedo proposto também requer, na
média, menos tempo computacional do que os Lemas 4 e 6 afa@serm de Oliveira et al. (2004b)
e 0os Teoremas 2 e 3 apresentados em Oliveira e Peres (2006byraus 3 e 1, respectivamente,
na maioria das situacdes consideradas. As formulacdeswugéd de Lyapunov com dependéncia
polinomial homogénea nos parametros podem apresentardexsaicessos e precisdo melhores com
0 aumento do grau do polindmio, porém, resultando em tempogpatacionais ainda maiores do
gue o procedimento proposto. Para este conjunto de testegtamlo proposto de analise ndo é
somente mais eficaz como também é mais eficiente do que asldgfes LMIs mais complexas
(maior nimero de variaveis escalares de otimizacéo eq@ss).

Para ilustrar a eficacia do procedimento proposto, coresider sistema pingcado do conjunto
aleatorio, gerado par@, N) = (4,3), em que todas as formulag6es LMI analisadas falham para
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Tabela 4.8: Taxas de sucesso (%) para calcular o custo igarahnt, (Ex. 4.6).

n N | QS| dOp | dOyy | dOs5 | dOs | OLye | OLys | BB
2 2| 39 48 75 98 98 83 98 | 100
3 4 33 47 88 96 53 97| 100
4 0 14 27 65 77 23 97 | 100
3 2|13 55 76 97 97 84 97 | 100
3 1 10 45 64 71 55 85| 100
4 0 4 22 36 38 2 84 | 100
4 2 7 34 74 92 92 88 92| 100
3 1 48 58 77 35 89| 100
4 0 3 5 27 8 0 79| 100

Tabela 4.9: “Erros” relativos (%) do custo garantidg, (Ex. 4.6).
n N| QS| dOp, | dOyy | dOys | dOrs | OLyy | OLys | BB
20,3| 91,8| 0,64| 84,4| 354| 0,00/ 2,96| 0,03
70,1| 432| 2,75, 170| 87,0, 0,37| 6,80 0,07
— | 345| 4,66| 290| 66,7| 0,00| 5,24| 0,08

N
N

3 18,4| 356| 1,14| 34,1| 16,6| 12,3| 8,24| 0,02
50,6/ 61,5| 1,73| 98,9 11,9, 0,01| 4,72| 0,02

— | 71,9| 0,02| 78,1 7,65| 0,00| 4,85| 0,04

4 2,05| 20,5| 441| 454| 1,51| 0,53, 0,09| 0,03

87,6| 101| 0,99| 16,2 851, 0,00, 0,58]| 0,02
— | 67,8 0,05| 654| 0,06 — | 7,91/ 0,03

ArlOOWINPOINDPP®
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Tabela 4.10: Tempos computacionais meédios (s) (Ex. 4.6).
n N| QS| dOps | dOyy | dOgs | dOis | OLpy | OLys | BB
2009 011| 045| 0,18| 1,11| 0,66| 0,58 0,51
3/0,13| 0,17 2,80, 0,35| 7,66 4,90 1,87|2,32
4 |0,10| 0,21| 9,33| 0,57| 33,1| 18,9| 4,18| 5,46
3 2/|017| 0,22 1,37 050| 3,98| 1,84| 2,68 0,79
31021 041| 8,33| 1,23| 32,9, 14,4| 21,9| 4,58
4 /020| 0,62 26,4 2,47| 115| 57,1, 86,9| 14,9
4 21031 049 3,23| 1,32| 11,8 4,32| 16,5|1,80
310,38 0,98 19,8| 3,34| 82,7| 36,1| 134]| 8,18
41039 1,29| 57,0| 6,10| 273| 139| 602|294
calcular o custo garantidd. ..
—0,0026 —-0,1803  0,1427  0,1380 | 0,6307 —0,7929  0,6267  0,3591
—-0,7762 —-0,9019 -0,3102 0,0775| 0,4593 —-0,6323 0,4852  0,5535
S — —0,3356  0,7966  0,5507 —0,2896 | 0,8646 —0,0969 —0,3379 —0,1261
0,1526 —0,2197 -0,0434 —-0,6678 | —0,0498 —0,7105  0,9549  0,5262
—-0,4961 -0,9721  0,6465  0,2621 0 0 0 0
0,0148 —0,6241 —-0,4911 0,2642 0 0 0 0
i 0,4046  0,1661  0,3339 —0,7759 0 0 0 O_
0,5121 —0,5996  0,8087  0,4287 | 0,5827 0,8982  0,7810 —0,2250 |
—0,9805 —-0,6339 0,3673  0,8598 | —0,8162 —0,5934 —0,3344  0,4096
—0,4899 —1,0445 0,5339 —0,2685| —0,3246  0,3057  0,4763  0,6922
+ e 11,1977 —-0,5602  0,5089 —-0,9118| 0,6955 0,4584  0,5812  0,1726
—0,9062  0,0241 —-0,6700 —0,6685 0 0 0 0
0,6878 —0,0432 —0,8635 —0,3943 0 0 0 0
0,1736  0,4929 —0,4091  0,5975 0 0 0 0 |
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[ —0,0308 —0,4776 —0,5410 —0,2027 | 0,7197 —0,0196 —0,9436 —0,7542 ]
0,1926 —0,6822 —0,0383 —0,3670 | —0,6536  0,6169 0,1629  0,2685
0,5401  0,3265 —0,5366 —0,4907 | 0,5306 —0,6047  0,6407 —0,7773

+ as| 06539 04749 —04374 0,6533| 0,8370 —0,7895 04991  0,9661

0,1543  0,5903  0,1755 —0,5349 0 0 0 0
—0,7245 -0,2375 —0,5992 —0,5641 0 0 0 0
| —0,2131 —-0,2143  0,9262  0,6814 0 0 0 0

O procedimento proposto obtém o pior caso de norma igugl.a = 380,7, parac ) =
(0,3555 0,3672 0,2773]7, e o custoe-garantidoH,,, igual a~y. = 382,0. Neste caso, o célculo é
complexo devido a caracteristica da superficie da ndtipaque apresenta um pico intenso no inte-
rior do dominio de incerteza, com uma variacao acentuadaneanpequena regiao, como pode ser
observado nas Figuras 4.12 e 4.13 (detalhamento proximorgo de maximo global). O asterisco
nas curvas de nivel da Figura 4.13 indica a localizacdo dtopda pior caso obtido pelo proce-
dimento proposto. A Figura 4.14 apresenta a evolucdo da®dsnlimitantes no calculo do custo
e-garantiddH,.. A formulacédo LMI passa a ser factivel apenas ap&ssuBdivisdo do simplexo e o
ponto de pior caso é localizado apos 14 subdivisdes e 34 fodessamento.

Exemplo 4.7 Considere o sistema incerto a tempo discreto, apresentade &fiveira et al. (2004a),
cuja matriz A varia dentro do politopo de matrizes definido pela combioac@&nvexa
A = Co{pAi, pAy, pAs, pAs}, sendo

[ 0,000 0,027 0303 0,066 ]
4 | 0093 0033 0021 019
0,162 —0,048 —0,057 0,057
| 0,06 —0,237 0,138 —0,288 |
[ 0,315 0,294 0252 0,156 ]
4, | 0108 0219 0255 0,093
~0,186 —0,321 0,105 0,117
| 0,177 0,216 —0,033 0,129 |
0,048 —0,048 0,114 —0,261
. 0,159 0,09 021 —0,006

0,114 0,192 0,102 0,117
0,111 0,087 0 0,24
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Figura 4.12: Normd&t., paraa € €2 (Ex. 4.6).
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Figura 4.13: Normé&{,, para0,32 < a; < 0,38 €0,34 < ay < 0,40 (EX. 4.6).

—0,081 0,198 0,009 0,198
0,069 —0,189 0,087 0,033
0,117 —0,114 —0,162 0,162
0,033 0,048 0,168 —0,054

Ay =

As demais matrizes do sistema sao precisamente conhecidas:
B=[1000" C=[0001], D=0

A Tabela 4.11 apresenta os resultados obtidos com o proeatbrproposto, implementado com
diferentes formula¢des LMI, paya= 3, sendoy., 0s custos garantidos calculados para todo o po-
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Figura 4.14: Evolucéo das fungdes limitantes no célculoudtoz-garantiddH.,, (Ex. 4.6).

litopo, 7,... €. 0S piores casos de norma e 0s custgmrantidos, respectivamente, considerando
e = 0,01. Neste exemplo, apenas as formula¢des,d©d0O, 4 fornecem valores de custos garan-
tidos H., porém com valores conservadores. E verificado que todasmasilédes com funcdes
de Lyapunov dependentes de parametros convergem apos lsagarticao. No célculo dos cus-
tos e-garantidosH.., as formulagdes d@ e dO,; sdo as mais eficientes, sendo que os tempos de
processamento do procedimento proposto com estas fordeslagio inferiores aos tempos de pro-
cessamento para o calculo dos custos garantidos com addgfms LMI que sao factiveis.

Tabela 4.11: CustdX.,, com precisaa = 0,01 parap = 3 (Ex. 4.7).

QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6
Custo garantidd{.., 7., | nao factivel| néo factivel| 14,427 | n&o factivel| 4,0813
20 (Yo, = Ype) — — 282% — 8,1%
Tempo (s) para..,. — — 22,6 — 35,9
D=, 3,8052 3.7739 3,7739 3,7739 3,7739
D = Ype. 3,7739 3,7739 3,7739 3,7739 3,7739
%‘;(CI)IS — D) 0,83% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Tempo (s) para. 16,2 5,0 52,2 11,3 122
IteracOes 9 1 1 1 1

Considerando as formula¢des com fungéo de Lyapunov com dépeia polinomial homogénea
dos parametros, para o Teorema 2, apresentado em Olivenree 2005b), incrementando gradati-
vamente o grau a partir de= 0 é obtido o cust@{., com a precisao requerida para= 3 ap6s 29,1s
de processamento. Com o Teorema 3, apresentado em Oliveirae(RP005b), é obtido o custo,,
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com a precisdo requerida para= 2 apos 150s de processamento. Ambos os tempos sdo superiores
aos obtidos pelo procedimento proposto implementado cdormsilacées d@, e dO, 5.

A Tabela 4.12 apresenta os resultados obtidos para3,3. Neste caso todas as formulacdes
LMI analisadas na implementacdo do procedimento propagsicséo factiveis para todo o politopo
sendo necesséria pelo menos uma particdo. Neste caso,ddofimdQ@, € mais eficiente para ser
empregada no procedimento proposto considerando o0 menpotde processamento requerido.

Tabela 4.12: CustoH,,, com precisaa = 0,01 parap = 3, 3 (Ex. 4.7).
QS dOrsy | dOy | dOy; | dOue

D1 =, 18,714| 18,541| 18,538| 18,536| 18,536
Dy = Ype. 18,536| 18,536| 18,536| 18,536| 18,536
%(@,S—%) 0,96% | 0,03% | 0,01% | 0,00% | 0,00%
Tempo (s) para. 91,5 18,5 |485 38,5 1.023,9

No. iteracOes (primeira factive|)48(15) | 5(1) 5(2) 5(1) 4(1)

A Figura 4.15 apresenta a particdo do politopo de matrizes¢atculo do custdH.,, apos
5 iteraces, utilizando a formulacdo giOparap = 3,3, cujo pior caso de norma € obtido para
a = [0,9375 0 0 0,0625]7. A Figura 4.16 apresenta as correspondentes evolucGesimiziet
limitantes no algoritmo branch-and-bound. Neste casonwemd de iteracdes é funcéo da localizacao
do ponto de pior caso e nao do calculo do custo garantido.

Por meio dos Teoremas 2 e 3, apresentados em Oliveira e P@d&d], € possivel calcular o custo
garantido, para = 3,3, utilizando matriz de Lyapunov com dependéncia polinotnéhogénea de
parametros. Sendpo grau da dependéncia polinomial, como apresentado naal4ldd para o caso
da formulacdo Ok, parag < 3 a condicao suficiente ndo € atendida. Rara 3, a exatiddo do
calculo aumenta gradativamente, porém o custo computdodooonsideravelmente mais elevado,
considerando ou ndo o tempo acumulado nos testes com gaaioies. No caso da formulacao
OLr3, 0 condigéo é factivel para> 2, sendo que, para= 2 é obtido o custd{,, com a precisao
desejada apos 158s de tempo computacional e 322s de tempolada (deg = 0 atég = 2).

Tabela 4.13: Cust®{,, calculado pela formulacdo (QL) parap = 3,3 (Ex. 4.7).
Graug 0o |1 |2 3 4 5 6

Custo garantid@, - |- |- 58,28| 21,31| 19,32| 19,19
Tempo de processamento (0,4 | 9,1 | 41,3 | 123,1| 163,7| 502,3| 1.550,1
Tempo acumulado (s) 0,4|9,5|50,8|173,9| 337,6| 839,9| 2.390,0
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Figura 4.15: Particdo do politopo no célculo do custg (dO;5) parap = 3,3 (EX. 4.7).
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Figura 4.16: Evolucao das fungdes limitantes no célculoustod ., (dO;5) parap = 3,3 (Ex. 4.7).

4.8 Conclusodes

Neste capitulo foi proposto um procedimento de calculo detosH; e H,,, COM uma precisao
especificada, baseado na combinacao do algoritmo bramteheamd com formulagdes de célculo de
custos garantidos baseadas em LMIs, que pode ser aplicésteraas lineares invariantes no tempo,
a tempo continuo ou discreto, com dominio politépico derteza. Como demonstrado pelos varios
exemplos apresentados, o procedimento de andlise prapasta ferramenta importante na area de
Controle Robusto devido a sua eficacia para o calculo dos aumtos precisao especificada. As for-
mulacdes LMI para calculo de custos garantidos, quandivéast ndo sao capazes de informar qual
a precisao do resultado obtido. As novas formulagcfes basead funcdes de Lyapunov quadratica
no estado e com com dependéncia polinomial homogénea nam@@aos, podem obter resultados,
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quando outras formulagcdes LMI falham, com a precisdo serelbarada com o aumento arbitrario
do grau do polinémio, porém, como foi verificado nos testessgntados, mesmo para graus peque-
nos, os tempos computacionais requeridos sdo em geral leadgles do que os do procedimento
proposto que combina formulagdes mais simples com a pawigd@ominio de incerteza. Métodos
baseados na técnica de grade (discretizacdo do dominiaelteira) também ndo informam a pre-
cisdo do calculo e também requerem tempos computacioma@dels para dominios em dimensdes
mais elevadas ou em casos em que existe uma variacdo cansidéa norma em torno do ponto
de maximo que exige uma grade muito fina para a sua localizagadantagem do procedimento
proposto é que, apesar da funcao limitante inferior tamle¥mara método de grade, o refinamento da
grade é orientado pelo calculo dos custos garantidosadii como fungéo limitante superior, que
também orienta a exclusdo de subdominios nos quais congjarmeante o ponto de pior caso nao esta
localizado.

A principio, podem ser consideradas como desvantagensadegimento proposto a dificul-
dade para sua implementac&o e o maior custo computacional&gao as formulagées LMI menos
complexas, porém menos eficazes e mais conservadoras. @Brpeotelativo a implementacdo do
algoritmo branch-and-bound, especialmente consideranalorangéncia de dominios de incerteza
pretendida, é satisfatoriamente solucionado atraves a@ahesadequada das fungdes limitantes e
do algoritmo inédito de divisdo de simplexos, em qualqueretisdo, apresentado em detalhes no
Capitulo 2, que permite a utilizacdo do algoritmo branchHamehd em uma classe mais ampla de
problemas, ndo se limitando aos problemas com dominio maafale hiper-retangulo, considera-
dos em trabalhos anteriores nesta area. Com relagdo ao ougpotacional, ndo foram observados
problemas com relacao a requisitos de disponibilidade dedria, entretanto, os tempos computa-
cionais podem ser consideravelmente elevados em cetag@is. E verificado que n&o existe uma
formulacao de calculo de custo garantido Unica que é a meisrgf para implementagcédo do método
proposto para qualquer tipo de sistema. E interessante quéario n&o seja utilizado com uma
formulacado de calculo de custo garantido fixa, devendo stadas diferentes possibilidades, prin-
cipalmente no caso do cust6,, em que, para cada caracterizagdo, existem as formas pridugll
com comportamentos bastante distintos. O ideal € esta&belsta relacdo entre as caracteristicas do
sistema, como as dimensofes de suas matrizes e a dimens§ado @s incerteza, com a formulacao
mais eficiente para cada caso. E claro que existe a posai#lide reducio do tempo computacio-
nal em detrimento da precisdo requerida. E importante ltassgie 0 aspecto mais importante da
contribuicdo na area de andlise de desempenho robusto @edae de célculo dos custos com a
precisdo requerida, sendo que o tempo computacional sstatiamente reduzido com a evolucéo
dos recursos computacionais.

As formulac¢des LMI com funcéo de Lyapunov com dependéndiaqmial homogénea dos para-
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metros sao bastante interessantes, havendo a possibiidadia utilizac&o no procedimento proposto
com o grau do polinémio fixo por iteracdo mas dependendo,ymmplo, do nivel da particdo. Isto
seria interessante nos casos em que o tempo computacioa@rzdisar o politopo inicial é elevado
com formulagbes mais complexas, o que nao seria o0 caso comal&gao LMI iniciando do grau
zero. No estégio atual dos softwares e hardwares dispenfaeimplementacdo ainda ndo é a mais
indicada.

Além do calculo dos custos com a preciséo requerida, o0 m&aldala simultaneamente as co-
ordenadas do ponto de pior caso e o valor da norma corregmendestas informacdes serdo Uteis
no procedimento geral de projeto que serd apresentado ronar@apitulo. O procedimento de
analise proposto também pode ser utilizado como uma fermande validacdo de novos teoremas e
implementagdes de formulagdes de anélise de estabilidedesempenho.



Capitulo 5

Procedimento Geral de Projeto

5.1 Introducéo

Nos ultimos anos, varios trabalhos tém sido dedicados aendelvimento de formulacdes de
projeto de controladores e filtros aplicados a sistemastoxbaseados em problemas de otimizacéo
lineares com restricdes na forma de desigualdades méatiicieares (LMIs). A principal vantagem
desta estratégia € que, uma vez que o problema é convexdylerpeode otimizacao do pior caso &
tratado apenas em termos dos vértices do politopo. Neste @sproblemas de otimizagcdo podem
ser resolvidos por um dos “LMI solvers” disponiveis. O “Lyaov shaping paradigm”, baseado
no conceito de estabilidade quadrética, pode ser usado stenpmpdsito. Entretanto, existe uma
desvantagem potencial desta formulacéo, e de outras quegempa mesma metodologia, que é fixar
uma mesma matriz de Lyapunov para garantir o desempenhgtdmsi e as restrices de alocacao
regional de pélos. Isto significa que as Unicas solucbedymispara tais procedimentos de projeto
sdo aguelas que admitem uma mesma matriz de Lyapunov para tmthjunto de incertezas e para a
formulacdo LMI de todos os objetivos de controle. Como esikg:8es sdo apenas um subconjunto
de todas as solucdes possiveis relevantes, isto congtitifonte de conservadorismo em varias
metodologias de projeto de controladores e filtros robysoa sistemas com incertezas politdpicas
cujos parametros incertos sao constantes.

Varios trabalhos recentes tém abordado este problemagddsaracterizacdes menos conserva-
doras, através do uso de multiplicadores ou matrizes deuingapdependentes de parametros. Estas
caracterizacOes por LMI permitem o uso de matrizes de Lyapdistintas para cada vértice do po-
litopo e cada especificacdo de estabilidade e desempenbeaigisto, ainda € necessario fixar uma
matriz para atender a todas as restricbes de estabilidagseengenho pela qual sédo calculadas as
matrizes do controlador ou filtro.

Nesta tese é proposta uma abordagem completamente difpegattornar o problema de dimen-

90
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séo infinita (verificacéo de infinitos pontos) em um problemdichensao finita de forma a viabilizar
a solucéo do mesmo de forma menos conservadora. O procediitezativo de projeto, a ser apre-
sentado em detalhes na sequéncia, € dividido em duas etapastapa de sintese do controlador,
filtro ou modelo reduzido e uma etapa de analise robusta dokados. A sintese é tratada como um
problema de otimizacao multiobjetivo cujos objetivos deitacao (custod?, e H.,) e as restricdes
(limitantes superiores para os cusftds e H,, € especificagdes de alocacdo regional de polos) sdo
considerados em um conjunto finito de pontos do dominio dertiea politopico, que inclui inici-
almente apenas o conjunto de vértices do politopo. Ao ineésodstruir um algoritmo de sintese
baseado em LMIs, é empregado um algoritmo de otimizacdauade para tratar problemas nao
convexos e nao diferenciaveis, cujas variaveis de otiréizaéo os proprios parametros do controla-
dor, filtro ou modelo reduzido. Na etapa de analise, a vegicalos objetivos e das restricbes para
todo o politopo é realizada pelos procedimentos de anatisesthbilidade e de desempenho apre-
sentados nos capitulos 3 e 4. Se for verificado que o ponto genmaée alguma funcao objetivo
ou gque alguma restricéo € violada em um ponto do politopo §ogrrtence ao conjunto de pontos
considerado na etapa de otimizacao, entdo este ponto &imela conjunto finito e nova sintese é
realizada. O procedimento finaliza quando for comprovadotgdas as restricdes sao atendidas para
todo o politopo e que nado existe a possibilidade de minimarada mais as funcdes objetivo pela
incluséo de novos pontos no conjunto finito.

Para ilustrar a estratégia de projeto proposta, consideiguaa 5.1 que apresenta uma simulacao
deste método de otimizagéo aplicado a uma funcéo objetimocoévexa,f(a,z) : R x R? —
R, sendoa uma variavel escalar limitada, que caracteriza o dominionderteza, er o vetor de
parametros de otimizagdo. Nesta figura, as curvas soligassentam os valores déa, x) apos
as otimizacdes, considerando o conjunto finito de valores ohelicados. Na primeira iteracdo do
procedimento de projeto, Figura 5.1(a), o veta# calculado para minimizaf(«, ) considerando
apenas os dois valores extremosxdéNa etapa de analise, € verificado que o maximo global ocorre
para um valor dev no interior do intervalo (indicado pela seta). Neste cast® pontox € incluido
no conjunto finito e nova iteracdo do procedimento é efetubldasegunda iteracdo, Figura 5.1(b),
o vetorz é determinado considerando agora os dois valores extreenosneis o ponto de maximo
identificado na iteracdo anterior. O efeito da inclusédo deefeo ponto € o de minimizar a curva
proxima a ele forcando a mesma para o nivel dos outros doispo@omo 0 maximo dé¢(«, z)
ocorre novamente fora do conjunto finito, uma nova iteragé@fetiada incluindo este quarto ponto.
Na terceira iteragdo, Figura 5.1(c), o vetoobtido resulta em uma curva suavizadafde, =) na
qgual o valor de maximo ocorre em um ponto ja considerado e destio o procedimento de projeto
é finalizado.
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Figura 5.1: Simulacéo do procedimento de otimizagéo pelaséo progressiva de pontos de fixacao.
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Observe pelas linhas tracejadas horizontais da Figura Blécaimento gradativo da funcao
f(a,x) a cada iteracdo. Este efeito de suavizagéo da curva da fobjidvo pela incluséo pro-
gressiva de pontos de “fixacdo” pode ser generalizado ppea-biperficies em qualquer dimenséo.
A Figura 7.2, pagina 151, apresenta o comportamento do giroeeto de otimizagdo em duas di-
mensdes para um caso real de aplicacdo do procedimento jgeoprbldo € do conhecimento do
autor que tal estratégia de otimizacao, apesar de intuiéwha sido empregada anteriormente. Sera
verificado por varios exemplos a serem apresentados ndsloagubsequentes, que o procedimento
iterativo de projeto proposto fornece controladorespBltou modelos reduzidos com melhores de-
sempenho$t, e H,, em comparagdo com 0s metodos baseados em formulacdes Lpdsum
namero pequeno de iteracdes.

5.2 Formulacao do Problema

SejamT; (o, K) e To(ar, K) as funcdes de transferéncia do sistema projetado relat@ieraos
desempenho®(; e H,, respectivamente, para um determinado ponto do dominitpao de in-
certezay?, especificado pelo veter, e um determinado controlador, filtro ou modelo reduzide, ge
nericamente designado pkr, sendo a dependéncia eqmou z omitida para simplificar a notacéo.
Como discutido nos capitulos anteriores, o vet@ode representar os primeirds— 1 coeficientes
da combinagdo convexa, no caso de modelos politépiees: [0, ..., 0n 1]7 € Qur, sendof)y, 0
simplexo definido como

N-1
QMé{aeRNl:Hizo,izl,...,N—l,Zeigl} (5.1)
=1

combly = 1 — ZiN:]l 6;. O vetora também pode representar o vetor de parametros incertos,
a = [p1,...,pd)" € £, no caso de modelos com dependéncia afim de parametros, Qgnaio
hiper-retangulo ou outro politopo qualquer. O simb@lgera utilizado para representar tafigy
comof,,.

Sejal’ o conjunto de solu¢des que atendem as restricdes de posicionamento regional og pol

I'£{K : MA(a,K)) CD, VaeQ} (5.2)

sendoD C C uma regido convexa do plano complexo e simétrica em relag@xa das abscissas,
\(+) o espectro do argumenta‘ea matriz da equagéo dinamica do sistema sendo projetado.

O projeto de controladores, filtros ou modelos reduzidosstsH,/H., consiste em um pro-
blema de otimizagdo multiobjetivo em que se deseja detamomelementos d€ que minimizem o
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seguinte vetor de objetivos:
max [|T5(ex, K)] |5
JK)y=1| ° (5.3)
max || Too (0, KO)|| 0o
aEefl
e que pertenca ao conjuritfalas solu¢céek que satisfazem as restricdes de posicionamento de pélos.
O problema conceitual tratado aqui pode ser colocado como:

Problema Multiobjetivo do Custo Garantido H./H..: Encontre os controladores, filtros ou mode-
los reduzidosC* que pertengcam ao conjunto de Pargto

M*2{K*el : AKeT | J(K) < J(K), J(K) # J(K*)} (5.4)

Os operadores vetoriais de comparagée # estdo no contexto utilizado em otimizacéo vetorial
correspondendo a (Chankong e Haimes, 1983% y = z; < y;, para toda até a dimensao dos

vetoresr ey, ex # y = x; # y; para algum. O conjuntol™ como definido em (5.4) pode ser
interpretado como o resultado de minimizac¢des simultadessuncionais no vetof(-).

5.3 Procedimento de Projeto Proposto

Considere o conjunto finito de pontos do dominio politopicordertezas, inicializado como o
conjunto dos vértices do politopo:

Q = Vert(2) (5.5)

Para um daddC, defina os valores maximos das norrfiase H,, o conjunto finita2 C

Ope. = max [[To(e, K2
ac

(5.6)
Voo, = max||Tog(a, K)o
a€ef)
e o0s valores maximos considerando todo o politopo:
Op.c. = max||Ty(a, K)l2
(5.7)

Yp.e. = rgeaa{ ||T00<a7 ,C) HOO



5.3 Procedimento de Projeto Proposto 95

Sejamas) € o) 0S vetores de coordenadas correspondentes aos pontos idgonedx todo o
politopo:
a(z) = argmax || Ty(a, K)f|2
(5.8)

o) = arg max [ Too(ar, K) oo

Uma vez que existem técnicas eficientes para a solucéo demabde otimizacdo escalares, é
interessante transformar o problema conceitual multijeou vetorial, em um problema de oti-
mizacgao escalar. Neste trabalho sera utilizada uma cogémrde duas técnicas de escalarizacdo: o
problemas e o problema= No problemaA, o vetor de fun¢des objetivos é transformado em uma
funcdo escalar como uma soma ponderada. No probtemaa funcdo objetivo € considerada de
cada vez, com as demais sendo tratadas como restricdesdBasstas técnicas de escalarizacao, é
proposto o seguinte problema auxiliar:

Problema Auxiliar: Dados os escalares, > 0, A, > 0, comM\;+ A =1, > 0 e~ > 0, encontre
o controlador, filtro ou modelo reduzid6* tal que:

K" = arg min max(Az || To(a, ) [la + Ao Too (@, K) [ oc)
ae

max || T (o, K)||2 < 0

nas 1 T2(ct, K2 (5.9)
sujeito a: ¢ max || Th (o, K)|lee <

ac)

Kel

Através dos valores d&;, A\, 0 €y, podem se configurar diferentes problemas de otimizacao
escalar, em qué = oo e/ouy = oo exclui a restricdo correspondente.

Como discutido na introdug&o do capitulo, a idéia por trasrdogaimento geral de projeto, que
sera apresentado a seguir, € simples e intuitiva. O codtmléiltro ou modelo reduzido é calculado
como a solucéo do problema de otimizag&o auxiliar (5.9),aqunsidera apenas um conjunto finito
de pontosﬁ, do conjunto de infinitos pontos), e é validado “a posteriori”, para todo o politopo,
por meio de procedimentos de analise de estabilidade eobus¢ desempenho robusto que devem
ter a capacidade de localizar e determinar os pontos de @8ox. &,. = ||72(c2), IE*)HQ € Vpe =
]|Tw(a(m),lz*)\|m. Se as restricbes de estabilidade e desempenho néo foredidate ou se os
pontos de pior caso no politopo ndo fazem parte do conjunto finentso estes pontos sado incluidos
no conjunto e uma nova iteracao do algoritmo é processada.eRitar iteracoes desnecessarias, na
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minimizacado da fungéo objetivo, a inclusdo de novos pontesaapenas quando a diferenca relativa
entre o pior caso de norma no politopo e o pior caso no conﬁnitofz for maior que uma tolerancia
€s-

O procedimento geral de projeto proposto neste trabalhs@&itecomo:

Procedimento Geral de Projeto
Passo 1. Inicializei — 0, Qg — Vert(Q).
Pass02. i —i+1,0; — Q.
Passo 3. Resolva o problema auxiliar para enconﬂﬁs’(c gp.c. e/ouy,...

Passo 4. Se (A, > 0) ou (b < 00), entdo calcule o custogarantiddHs, J., o valord, .. e o vetor de
coordenadas correspondente, paraiC*.

Seay) ¢ Q,, entdo se A2 > 0) e (0p.. —gp,c,) /gp,c, > g5)) ou (6. > 0), entao); — QUa(g).

Passo 5. Se (\, > 0) ou (y < c0), entéo calcule o custegarantidoH ., 7., 0 valor, .. e o vetor
de coordenadas correspondemtg) parak*.

Sea(o) & S, entéo se Koo > 0) € (Vp.e. — Fpe)/Tpe. > €5)) OU (e > 7), €NEKY; — ;U
Oé(oo).

Passo 6. Verifique sed o, €  tal queA(A(a,y, K*)) ¢ D, entdol; — Q; U o).

Passo 7. SeQ; # (),_; va para 0 passo 2. Caso contrakids, — K, fim.

Os detalhamentos dos passos do procedimento geral deopsageapresentados na sequéncia.

5.3.1 Solugao do Problema Auxiliar

No passo 3 do procedimento geral de projeto proposto € rie@esssolucdo de um problema
de otimizagcao escalar restrito ndo convexo definido em.(5\@ste trabalho, o problema auxiliar
de otimizacao escalar é solucionado através do algoritipsoédial, que € um algoritmo de facil
implementacéo e adequado para tratar da otimizacéo dedsiné® diferenciaveis (Takahashi et al.,
2003).

Um elipsoide pode ser descrito como

E={z|(z-2)"Q ' (z—2) <1} (5.10)
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sendar um vetor que define o centro do elips6id@ e=- QT > 0 uma matriz simétrica definida posi-
tiva com autovalores; > 0, que determina as dimensdes e as dire¢fes dos semi-eixbgsfuce.

A idéia béasica do algoritmo elipsoidal € descrita a seguiy(Bet al., 1994). O algoritmo inicia
com um elipséideS, que contém a solugéo Otima do problema de otimizacdo. Naésem) €
calculado um hiper-plano de corte que passa através doadntelipsoide;zy, com base em um
vetormy, tal que a solucédo 6tima se localiza na metade do espa(;cridmirmi{z | mi(z — o) < 0}.
Deste modo, pode se garantir que a metade do elipsoide dada po

EoN{z|mg(z—x0) <0}

contém o ponto 6timo. A seguir € calculado o elips@igele minimo volume que contém a metade
do elipséide na qual esté localizada a solugéo 6tima. O gsocerepetido e, a medida que o volume
do elipsdide tende a zero, o centro do elipsoide tende paragé® 6tima.

Como sera detalhado a seguir, o vetey, que define o hiper-plano de corte, corresponde ao
gradiente ou sub-gradiente da funcéo objefiyo) ou das restricbes. O sub-gradientefdeo ponto
x € R? é qualquer vetom € R tal que

f(2)> fx)+mP(z—2) VzeR? (5.11)

Dado o elipsoide inicial, definido par, e )y, sendo®, hormalmente uma matriz diagonal, o
algoritmo elipsoidal pode ser descrito pelas seguinteaggs recursivas (Boyd et al., 1994):

I L — (5.12)
\/kakmk
1 ~
Tpy1 = wk—kam (5.13)
& 2
Qk+1 = ﬁ Qk—ﬁkam o (5-14)

sendar;, € R o vetor de parametros de otimizacdo, com os elementos dagesato controlador,
filtro ou modelo reduzido. Observe que estas formulas re@asrsao validas apenas pata> 1.

No caso em qué = 1, a idéia basica do algoritmo elipsoidal equivale a um alguride bissecao
para busca unidimensional, cujo proximo elipséide coordp a metade do segmento de reta onde
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se encontra a solugéo 6tima:

1
$k+§\/ Qk, se my <0
Te+1 = (5.15)

1
Ty — ix/Qk, se my >0
1

Qry1 = ZQk (5.16)

Sejaf(z) : RY — R a fungao objetivo ¢ (z) : R — R” o vetor de restrices. Como foi apre-
sentado, o algoritmo elipsoidal come¢a com um elipsdglegue contém o ponto de solugdo 6tima,
caracterizado pela matr@z, e pela solucao iniciat,, que € o centro do elipséide, como mostrado na
Figura 5.2(a). Em cada iteracéo, € calculado um vetor nam dabkignadoen,, que define um hiper-
plano de corte que passa pelo centro do elipséide e que diwtilpséide em dois, como apresentado
na Figura 5.2(b). Quande, ndo € uma solucéo factivel, no algoritmo elipsoidal conierad, 0
vetorm,, é calculado como o gradiente (ou sub-gradiente) da restnigis violada. Neste trabalho
o vetorm,, é calculado baseado rabdgoritmo cone-elipsoida{CEA) proposto em Takahashi et al.
(2003). Neste método, quandgpnéo é factivel, o vetar, é o vetor normalizadey, = m/||m|| cal-
culado como a soma dos gradientes (ou sub-gradientes)sdasaes ativas. Baseado no vetog, 0
vetorz; e a matriz(), sao atualizados pelas equacdes recursivas para calclilps@ae de volume
minimo que contém a metade do elipséide que inclui a solut@aoQuanda:;, € uma solucédo fac-
tivel, como mostrado na Figura 5.2(c), o vetof é calculado como o gradiente (ou sub-gradiente)
da fungéo objetivo.

A cada iteracdo do algoritmo elipsoidal, o volume do eligediminui geometricamente sendo
gue o volume do elipséidg, é dado por (Boyd et al., 1994):

Vol(&;) < e 2avol(&)

Observe que a taxa de reducéo do elipséide depende da donémsé&tor de parametros de
otimizacdo. Apesar do volume ser sempre menor, o diametrimméde elipsoidef, ., pode ser
maior que o do elips6id&,, sendo possivel obter uma solugdo ndo pertencente acigéipsitial.
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elipsoide inicial(Qg,x)
regido factivel

Y

(a) Solucao inicial ndo factivel.

N
Ll

(b) Célculo do vetorn com solucao nao factivel.

A
3
>

(c) Calculo do vetorn com solucéo factivel.

Figura 5.2: Descricao do algoritmo elipsoidal.
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O caélculo do vetorn baseado no algoritmo cone-elipsoidal pode ser formuladwco

Vf(x) se g;(x)<0,Vji=1,...,r

T

=YY si@) se 3] g) >0 (5.17)
com
() = 0 se gj(z) <0 (5.18)
= Vgj(xz) se gj(z) >0 .

sendoV(.) a fungéo gradiente (ou sub-gradiente).
Considerando o problema auxiliar (5.9), a fungéo objetivefendia como:

f(z) = A20p.c.(T) + AscVpee. ()

sendoz os elementos das matrizes do controlador, filtro ou modedazido. O vetor de fun-
cbes de restricdo pode ser definido de diferentes formas \Sef A\(A(«,r)) representado por
Ai = 0; + jwa,, OU na forma polar); = w,;26, ;. Considerando as quatro regides tratadas na se-
cdo 3.2 (ver Figura 3.1, pag. 30) e representafifte, ») simplesmente pad, o vetor de fungbes de

restricdo é definido nesta tese como

max o; —h
A EANA),ael)

max /oy — )+, 7
XNEX(A),acQ '

A max m—0,;,—0
= | Mer(A),ae

max hy — oy
XEXA),aeQ

dpe(x)—0
:?p.c(x) -7

sendo que a inclusé@o de cada elemento do vgtgrocorre nos casos dg < oo, r < 00, § < /2,
he > —00, § < 00 €7 < 00, respectivamente.

Para a implementacgé&o do algoritmo de otimizag&o coneedtiglsno procedimento geral de pro-
jeto proposto, estando disponiveis fun¢des para o calagmdrmasgi; e H,, € para a determinacao
de autovalores, a funcéo objetivo e o vetor de restricbesmager prontamente computados em
termos dos parametros de otimizagdo. Entretanto, ndceexidisponiveis funcdes para calcular
explicitamente os gradientes (ou sub-gradientes) da funbgetivo e das restricbes. Nesta tese é
utilizado um algoritmo simples para o calculo numérico dagente por diferencgas finitas.
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Sejae’ ai-ésima coluna da matriz identidadex d. Considere-se um certd > 0, tal queA ~ 0.
O algoritmo de célculo do vetor gradientela funcéof (-) no pontor € R pode ser definido como:

Algoritmo : Calculo do Gradiente por Diferencas Finitas
para:=1,2,...,d
fla+ Ae') — f(x)

V; < A
fim para
vl ... vy

fim algoritmo

O valor deA pode ser escolhido na faixa de° a10~!° sem influéncia consideravel na maioria
dos problemas abordados nesta tese.

O algoritmo de otimizagao finaliza quan@fy... — fmin)/ fmin < €, S€NAQf 00 € finin OS vValores
méximo e minimo da fun¢éo objetivo nas UltinTgsiteracfes e a precisdo relativa requerida.

Para aprimorar a estabilidade numérica do calculo da mairddrada simétrica definida néo
negativa,(, no algoritmo de otimizacao elipsoidal, pode-se utilizarautécnica de fatoracéo (ver,
por exemplo, discuss&o em Goldfarb e Todd (1982, secéo 4pngiderado aqui a fatoracdU "

Q=UDU" (5.19)

sendol/ uma matriz quadrada triangular superior com elementoanwstna diagonal & uma ma-
triz diagonal. Tal fatoracao é utilizada com sucesso noréifgo de estimacao recursiva de parame-
tros por minimos quadrados em estratégias de controleaaptA atualizacdo da matriz fatorada
€ dada por

Upn = U (5.20)
Dyi = D (5.21)
sendaol/ e D obtidas da fatoracd@ DU
: T
00" = 5y (- 2O ) ) (5.22)
my Qrmy,

Nos algoritmos elipsoidais existentes, quando a méinerde sua caracteristica de ser definida
positiva, devido aos erros numeéricos acumulados apés unenatetevado de iteracdes, ou o algo-
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ritmo é finalizado ou a matri@ é reinicializada com um valor menor que o valor iniciatgle Nesta
tese, em varios testes implementados com a utilizacdo aaédiol/ DU”, além de retardar signi-
ficativamente a degeneracdo da mafrizo uso da fatoracdo suaviza a variacao da funcao objetivo,
caracteristica deste método, fazendo com que o algoritermlato critério de parada mais rapida-
mente. Deste modo, é observado que, mesmo com o custo campataadicional para o calculo
da fatoracéo, o tempo total de otimizacdo acaba sendo tedudiesmo usando a fatoracEd U7,
ainda existe a possibilidade de degeneracao da ndatrideste trabalho, caso isto ocorra, € adotada
a reinicializacao da matri com valor 20% menor do que o valor inicial anterior.

Considere a fatoracdo de uma mattiz R"*", o algoritmo de fatoracag DU é apresentado a
seqguir:

Algoritmo : Fatoragad/ DU T
Unn < 1;
parai=n—-1,n—2,...,1
fim para
paraj=n—-1,n—-2,...,1
Djj — Ajj;
parak=j7+1,7+2,...,n
Djj < Djj — DU}
fim para
Ujj — 1
parak=j7—-1,7—2,...,1
Uij < Aij;
parak=j5+1,74+2,...,n
Uij < Ui j — DppUiUjy;
fim para
Uij < Uij/ Djj;
fim para
fim para
fim algoritmo

Para ilustrar a eficiéncia do uso de fatorat@eU” no algoritmo de otimizacéo cone-elipsoidal,
observe a Figura 5.3 que apresenta as evolucdes da fungivamlem um processo de otimizacao,
com mesmos critérios de parada, sem e com a fatoragédo. Séwneggéo, 0 algoritmo convergiu com
118 iteracBes com o tempo de processamento de 23,444s. Caanegdi®, 0 algoritmo convergiu



5.3 Procedimento de Projeto Proposto 103

com 98 iteragbes com o tempo de processamento de 19,678s.

A Figura 5.4 apresenta as evolugdes finais da funcéo ohbjetimoum processo de otimizacéo
mais complexo, sem e com a fatoracdo e mesmos critérios ddgpabem a fatoracéo, o algoritmo
convergiu com 2944 iteragcdes com o tempo de processamebigsimin e 0 menor valor da funcao
objetivo para uma solucao factivel igual a 1,3083. Com adgfw, o algoritmo convergiu com 2908
iteracdes com o tempo de processamento de 52,7min e o mdapdagduncao objetivo para uma
solucao factivel igual a 1,3067. Mesmo néo sendo tao natéesite caso, o uso da fatoragdo levou a
melhores valores em todos os critérios analisados, confidma validade de seu uso.

3.4

N Sem UDU"
320 — comupU" ||

Funcao objetivo
INd N N
e

N
()

N
T

80 100 120

1'80 26 46 . éo -
No. |tera(;a0

Figura 5.3: Comparacéo do comportamento da funcédo objetivoescom a fatoracadé DU .
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Figura 5.4: Comparacéo do comportamento da funcdo objetivoescom a fatoracadd DU .

Nas Figuras 5.3 e 5.4, os pontos ausentes correspondenresvaliinito da funcao objetivo que
ocorrem quando se deseja calcular a norma de um sistemaeingtiacionado com uma solugéo néo
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factivel.

5.3.2 Calculo dos Custos

Os célculos dos custasgarantidosH, e H.., 0. € ., dos piores casos de norritg e H,, No
politopo, d,,... € v,..., € das coordenadas dos piores casgs,e o), Sao realizados pelo procedi-
mento de analise robusta de desempenho baseado no algbranmeh-and-bound, apresentado no
Capitulo 4. No algoritmo BnB proposto, a funcado limitante sigped 0 custo garantid®(; ou H..,
de.g. OU7, 4. Como discutido no Capitulo 4, os cOmputos dos custos gacsrpiodem ser baseados
em qualquer formulacdo LMI existente na literatura, porareficiéncia do algoritmo BnB depende
do melhor compromisso entre custo computacional e corcengano.

Considere que(t) € R", w(t) € RP» e z(t) € R™:. Nas aplica¢des do procedimento geral de
projeto, a serem apresentadas nos capitulos subseqipargesjstemas a tempo continuo, optou-se
por utilizar o célculo do custo garantid®, baseado na combinacdo dos Lema 1 e Lema 2 apresen-
tados em de Oliveira et al. (2004a): seéfac R™=*™= W, = W! € R™", parai = 1,...,N,
entao

sujeitoa:W; =0, i=1,...,N

CiW;CT + C;W,CT + CW,CF —3X <0; i=1,...,N, j#i, j=1,...,N
(5.23)
i=1,...,N—=2, j=i+1,...,N—1, k=j+1,....,N

AW, + W AT + AW, + Wi AT < —(B;B! + B;B);
i=1,...,.N—1, j=i+1,...,N

Eventualmente, pode ser aplicada a versdo dual, com a tsig#si de (A, B,C, D) por
(AT, CT BT, DT), em caso de resultar em uma diferenca significativa de temppuatacional.
Para o calculo do custo garanti#i,, optou-se pela formulacdo baseada no Lema 1 apresentado
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em de Oliveira et al. (2004b): seja = P e R™",i=1,..., N, entdo
2 _ .

Vc.g. - H};n e

sueitoa: P, ~0,i=1,...,N

[ ATP,+ PA; PB; CT

_ T L
* I D <0, i=1,..., (5.24)
i * x  —ped

* *

i=1,...,.N—1, j=i+1,...,N

[ ATP;+ PjA;+ ATP,+ P,A; PB;+ P;B; CI'+CT
* 27 DI + DI | <0
—2u.1

sendo que o simbolo "*' nas matrizes acima representam gegimoétricos em relacéo a diagonal

principal.

No caso de sistemas discretos no tempo, para o calculo dogarsintiddi, é adotada a formu-
lacdo baseada no Teorema 3 apresentado em de Oliveira20@R)(ou sua verséo dual, com uma
pequena modificagdo para tratar o caso no dya¥ 0: sejaG € R™", W; = Wl € R™=>xm=

P, =P eRY™™,i=1,...,N, entdo

62 = min
G,W;,P;

sujeitoa: P, -0, i=1,...,N
TTW) <p, i=1,...,N
[ W, C,G D;

* *

P AG B

* * I

x G+GI'—P, 0 | =0, i=1,...

x G+GT—P, 0 | >0, i=1,..

(5.25)

N
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Para o calculo do custo garanti#ifa, € utilizada a formulacdo baseada no Teorema 4 apresentado
em de Oliveira et al. (2002): sefa € R™*", P, = PT ¢ R"™*",i=1,..., N, entédo

sujeitoa: P, >~ 0, i=1,...,N

(5.26)
T _p T T
ORGSR 0 GO N
* * I DF
* * * wul

5.3.3 Verificagdo do Posicionamento Regional de Polos

No caso do projeto de controladores com posicionamento lbs,p& necessario verificar se as
restricdes de posicionamento regional de polos sdo atndid todo o politopo e, em caso contrario,
identificar um valor dev € 2 para o qual tais restricbes sejam violadas. Também nesietaadi-
zada a estratégia de particdo do politopo combinada conufagdes de analise baseadas em LMIs,
conforme apresentado no Capitulo 3. Na implementacéo dedgiroento geral de projeto proposto,
as restricbes de posicionamento regional de pélos sédoceelds para cada regido individualmente,
adotando a formulacéo LMI considerada a mais adequada pdsacaso. Para a regido semi-plano
esquerdo é aplicado o Lema 1 apresentado em Ramos e Perep((2002 substituicdo dd por
(A — hy1,)): se existirP;, = PT € R™*" tal que as seguintes LMIs sejam atendidas

T T (5.27)
(Ai — h1,)" Pj+ Pj(A; — 1) + (A; — hil,)" P+ Pi(A; — n1,)
2
‘< —ﬁ[n, Z:17,N—1,j:Z+1,,N

entdo Redl\;(A(a)) < h, paratodoi e o € Q. Para regido disco e semi-plano direito é aplicada
a formulacado baseada no Teorema 4, apresentado em Peauell€2000), e para a regido setor €
adotada a formulacé&o baseada no Teorema 4 apresentado eaX@a@2004), porém com a matriz
Q fixa (mesmo grau de conservadorismo mas com menos vari&eaisees de otimizacao): se existir
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P,=Pl' e R™"eG; e R™", i =1,..., N, tais que as seguintes LMIs sejam atendidas

Ri® P+ Ry @ (PA)+ R, ® (ATR) | L® (ATGT)

LT@(GiAi) ‘[m®(Pi_Gi_GiT)
I, ®1,|0 -
© , Pp>=0,9=1,...,N
0
Rn®Pi+R12®(PiAj)+R1T2®(AJTPZ’) L®(AJTG"T) (5.28)
L7 ® (GiA;) |1, ® (P — G — GT) '
R11 ® Pj ‘|‘ R12 ® (PgAz) + R{Q ® (A,ITP]) ‘ L ® <AZTG3)
LT @ (G;A) | I ® (P = G; = GT)
> [L.eL|o] o
< a=1,....N—1,j=i+1,....N
N1 0o |o ’

entdo o modelo politopico é robustameteestavel. As matrizes que caracterizam a re@a®; ,,
R, e LLT = Ry, sd0 as mesmas apresentadas na Secédo 3.2.

5.4 Conclusdes

Foi apresentado um procedimento geral de projeto rolddstd .., com posicionamento regional
de pdlos, que pode ser utilizado em varios problemas deatenéiis como: sintese de controladores
robustos por realimentacdo de estado, realimentacadcastit saida ou realimentacdo dinamica
de saida, com qualquer dimensao e estrutura, sintese de fitoustos, com qualquer dimenséo e
estrutura e reducdo de modelos. Na implementacéo do proeptti proposto, as Unicas diferencas
para cada tipo de projeto sédo a forma de compor o sistemdamojecombinacéo do sistema original
e o controlador/filtro/modelo reduzido) e as duas posdanles de funcdes de andlise (para sistemas
a tempo continuo ou a tempo discreto).

Apesar de ndo ser uma formulacdo convexa, o0 método de ofi@itizaroposto nesta tese tem
levado a bons resultados em todos os exemplos em que faldestamparado com outras estraté-
gias existentes na literatura, como sera mostrado nos éxee serdo apresentados nos proximos
trés capitulos. Tanto a etapa de sintese, como a etapa deeat@brocedimento geral de projeto
proposto, ndo precisam necessariamente serem implerasrtadforme foi descrito neste capitulo,
entretanto, tanto o algoritmo cone-elipsoidal como o aigaar branch-and-bound tém demonstrado
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serem bastante eficazes para este propésito. E claro queritratjcone-elipsoidal obtém apenas o
minimo local da funcdo objetivo ndo convexa, sendo intargss de acordo com a situagéo, testar
diferentes valores iniciais para os parametros de otirizaa tentativa de obter melhores solugdes.



Capitulo 6

Projeto de Controladores

6.1 Introducéao

No artigo de Chilali e Gahinet (1996) foi apresentada uma mapte metodologia de sintese de
controladores robustol,/H., por realimentacdo de estado, com alocacgéo regional de, pcs
uma classe geral de sub-regides convexas do plano comfiageada em uma formulagéo LMI.
Entretanto, existe uma desvantagem potencial da formukag@sentada, e de outras que empregam
a mesma metodologia, que é fixar uma mesma matriz de Lyapuwrawgarantir o desempenho do
sistema e as restricdes de alocacao regional de polos.dsifica que as Unicas solugbes possiveis
para tais procedimentos de projeto sdo aquelas que admitemmesma matriz de Lyapunov para
todo o conjunto de incertezas e para a formulacao LMI de tod@bjetivos de controle. Como estas
solucdes sdo apenas um subconjunto de todas as solucdegeisosdevantes, isto constitui uma
fonte de conservadorismo em varias metodologias de sitéesentroladores robustos para sistemas
com incertezas politdpicas.

Varios trabalhos recentes tém abordado este problemadasaracteriza¢cdes menos conserva-
doras, através do uso de multiplicadores ou matrizes deungapdependentes de parametros. Em
Peaucelle et al. (2000) é apresentada uma nova condicaestéiparaD-estabilidade robusta base-
ada em LMIs, que pode ser empregada na sintese de contedguorrealimentacéo de estado, com
funcéo de Lyapunov dependente de parametros que fornece dgdiberdade adicionais através da
introducdo de novas variaveis matriciais. Em Apkarian ef2401) é proposta uma caracterizacao
LMI baseada em funcéo de Lyapunov dependente de paramateosqtar do problema de posiciona-
mento exato dos poélos em malha-fechada otimizando sinadtaante o critério de desemperitio
no caso de sistemas continuos no tempo. Em Shaked (200 Bseafada uma formulagéo LMI com
funcdo de Lyapunov dependente de parametros, com busdmangional de um parametro escalar
de ajuste, para tratar do problefia, de sistemas incertos a tempo continuo. O artigo (Ebihara e

109
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Hagiwara, 2002a) descreve uma caracterizacdo LMI dilgiadasintese de controle robugte com
alocacao regional de podlos para sistemas com incerteziadpicds baseada no uso de variaveis de
Lyapunov dependentes de parametros. O artigo (Ebiharaievbdag 2002b) estende os resultados de
Ebihara e Hagiwara (2002a) através de uma formulagéo Lidtatia aperfeicoada que introduz uma
parametro arbitrario ajustavel. Em de Oliveira et al. (9082apresentada uma formulacao LMI, com
funcdes de Lyapunov dependentes de parametros, para oeasgiainas discretos no tempo. Em
Wang e Wilson (2003), a formulacédo proposta por Apkarian.gR801) foi ampliada para incluir

o desempenh®{,,. Em Coutinho et al. (2005) é apresentada uma formulacao LKk patar do
problema multiobjetivo de sistemas precisamente conbsadnsiderando uma método iterativo de
projeto para determinacéo do valor 6timo de um parametadasgue conduz a um resultado menos
conservador.

A caracterizacao de controladores por realimentacadestiat dinAmica de saida resulta inicial-
mente em formulacdes BMI. Infelizmente, a solucéo de proateBMI é dificil ndo sendo possivel
o desenvolvimento de um procedimento para obter a solucésdgroblemas em tempo polinomial
(Toker e Ozbay, 1995). Varios trabalhos foram dedicados plater formulagdes LMI, sendo alguns
baseados em mudanca de variaveis linearizantes (Gahialet B995; Scherer, 1995; Scherer et al.,
1997; Masubuchi et al., 1998; Apkarian et al., 2001; Trof2@)2; de Oliveira et al., 2002; Ebihara
e Hagiwara, 2004a) e outros baseados em eliminacéo deeigrzm a transformacdo da BMI em
duas LMI’s acopladas por uma relacdo néo convexa (Grigsre@a8kelton, 1994; Grigoriadis e Skel-
ton, 1996; Iwasaki, 1999; Shimomura e Fujii, 2000; de Ofaedt al., 2000). Nestas formulacdes,
as matrizes do controlador sao fungbes das matrizes dmsisteque limita a utilizacdo a sistemas
precisamente conhecidos (ou sistema com incertezasdiasim norma se o caridl,, € empregado
para acomodar as incertezas do modelo, usando o teoremalto gequeno). Um outro fator limi-
tante é a ordem elevada dos controladores dindmicos oppdasipalmente quando sao incluidas
funcdes de ponderacgéo para obtencédo do desempenho desegidstema em malha-fechada, sendo
também dificil a caracterizacdo de controladores de ordeimzida em termos de LMIs (Safonov
et al., 1994). Até o presente momento, nhao existe uma caraci@o por LMIs para tratar o caso de
sistemas de controle por realimentacdo estatica ou dimad@icsaida multiobjetivo com incertezas
politopicas. Isto significa que nao existe um algoritmo bglimente convergente”, nem mesmo um
conservador, para resolver esta classe de problemas. Eavicaml. (2004); Pereira e de Araujo
(2004) e de Araujo e Neumann (2004) sdo apresentadas gitsade projeto para controladores ro-
bustos por realimentacdo de saida. Em Kanev et al. (2004géagado um algoritmo para solugéo
de problemas de otimizacdo BMI. Em Pereira e de Araudjo (20@%) Araujo e Neumann (2004) é
apresentada uma estratégia de projeto baseada em alggetmtico com a funcéo objetivo sendo
0 custo garantid@{, calculado por um problema de otimizacdo LMI satisfazenda uestricdo no
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custo’H., com as matrizes do controlador fixadas. Em Bernussou et &@5)Zapresentada uma
formulacao LMI para projeto de controladores dinamigfagpara modelos politdpicos.

Vérios trabalhos sdo dedicados ao projeto de realimentast@tica de saida (Geromel et al.,
1996; de Oliveira e Geromel, 1997; El Ghaoui et al., 1997n®get al., 1997; Peaucelle et al., 2000;
Peaucelle, Arzelier e Bertrand, 2002; Arzelier e Peauc2lle2; Arzelier et al., 2003; Shaked, 2003).
A vantagem da realimentacao estatica é a sua simplicidadaplementacdo. O problema com o
projeto de controladores por realimentacdo estatica dia aque as caracterizacdes séo da forma
de BMls, ndo sendo possivel aplicar diretamente os procetiimee programacao convexa padrdes,
mesmo quando todas as matrizes do sistema sdo precisamenéeidas (Shaked, 2003).

Neste capitulo, o procedimento geral de projeto propost@€aitulo 5 sera empregado para
o projeto de controladores robustb&/H.., por realimentacdo de estado ou de saida, estatico ou
dindmico, com posicionamento regional de poélos aplicadistarsas com dominio politépico de
incertezas com modelos politopicos ou com dependéncia afpadmetros. Apesar das formulacdes
baseadas em LMIs serem problemas de otimizacdo convexag @ gma caracteristica bastante
desejada uma vez que permite a utilizagdo de algoritmos evamtia de convergéncia para o 6timo
global, sera verificado por intermédio de exemplos ilustrat que o procedimento geral de projeto,
apesar de ndo ser um problema de otimizacdo convexa, lewltatws menos conservadores do
gue os obtidos pelas formulac¢des LMIs existentes, mesnalagbaseadas em fun¢des de Lyapunov
dependentes de parametros. Resultados obtidos com uma yeedigninar do procedimento de
projeto proposto sdo apresentados em Gongalves, PalhBakaleashi (2004a), Gongalves, Palhares
e Takahashi (2004b) e Gongalves, Palhares e Takahashi)(ZR@dultados com o procedimento de
projeto geral sdo apresentados em Gongalves, Palharesleathk (2005a) e Goncalves, Palhares e
Takahashi (2005b).

6.2 Formulacao do Problema
Considere um sistema linear invariante no tempo descrito por

dz(T)] = Ax(r)+ Byu(r) + Byw(T)
200(T) = Coaz(7) + Doyu(T) + Doqw(7)
(6.1)
20(7) = Cox(T) + Dywou(7T) + Dyow(7)

y(r) = Cya(7) + Dyyu(r) + Dypw(7)
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sendo Inlt
Slz(T)] = %, T 2 tcR parasistemas continuos no tempo
Sfz(r)] = x(k+1), 7 £ k€N parasistemas discretos no tempo

Na eqg. (6.1)x € R™ é o vetor de variaveis de estadoc R" € o vetor de entradas de controle,
w € R™ & o vetor de entradas exdgenas (tais como sinais de digfrbido de medi¢des ou sinais
de referéncia)z,, € R™' € o vetor de variaveis controladas relacionadas com o desdgmpi.,
29 € R"=2 é 0 vetor de variaveis controladas relacionadas com o des#gropl, ey € R™ é o vetor
de saidas medidas.

Defina a matriz do sistema:

A B, B,
Cz Dzu Dzw

ga| G Daa Do | (6.2)
022 Dzu2 Dzw?

Cy Dyu Dyw

Considere que a matriz sistenrfanao é precisamente conhecida, mas pertence a um conjunto
poliédrico convexo fechado, ou politop8:c P.

No caso de modelos politopicos, o conjuf@ um politopo no espacgo de matrizes definido pelo
conjunto de todas matrizes obtidas pela combinacéo comlegausV veértices:

N
P A {5(9) : S(0)=> 0,8, 0¢ QM} (6.3)

=1

sendo
Ai Bu,i Bw,i

Czl,i Dzul,i Dzwl,i

S; & ,i=1,...,N (6.4)
CzQ,i Dzu2,i Dzw?,i
Cy,i Dyu,i Dyw,i
0s vértices do politopo e
N
QMé{eeRN:9@0,¢:1,...,N,Z@Z—:1} (6.5)
1=1

No caso de sistemas dependentes de parametros, a magmassistdependente afim do vetor de
parametros incertqs= [p;, po, ... pa’ € R%:

PE{S(p) : Sp)=So+p1S1+ ... +paSa, pEQ} (6.6)
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Se 0s parametros incertos variam entre valores limitespi.e [Qia@], sendo&, ep, os valores
minimo e maximo da-ésimo parametro incerto, o vetppertence a um hiper-retdngulo no espaco
d-dimensional:

O dominiof2, também pode ser um politopo de formato qualquer se existiestricdes lineares
adicionais sobre os parametros.

Sem perda de generalidade, sera consideréngoe= 0 de modo a simplificar as equagdes apre-
sentadas a seguir. Considere o diagrama de blocos geral destemas de controle realimentado,
apresentado na Figura 6.1, cujo controlakiggode ser um controlador dindmico representado por:

Olze(r)] = Acte() + Bey(r)

(6.8)
u(t) = Coxe(r) + Dey(r)

sendoz. € R¥ o vetor de estado do controlador, ou um controlador estatioba seguinte agéo de
controle

u(r) = Ky(7) (6.9)
w —> —> 2
S > z,
U —» y
K 1€

Figura 6.1: Diagrama de blocos geral do sistema de contnolealha-fechada.

Defina as equacgdes dindmicas do sistema em malha-fechada com

S[z(T)] = Az(r)+ Bw(r
Zoo(T) C12(7) + Dyw(T) (6.10)
(1) = CoZ(1) + Dyw(r)

em quez(7) £ [27(r) 2 (7)]" no caso de realimentacdo dinamica ou simplesmeptg = z(7)

no caso de realimentagéo estatica. Séfa = [z..(7)T 2(7)T)T, C., = [CL CL|T, D., =
(DL, DL T, D, =[D%L, DL,J*,C = [CT CI"eD = [DF DI]'. Considerando realimenta-

zwl zZw?2 zul zu2
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cdo dinamica de saida, as matrizes em malha-fechada s&@mtada

A+ B,D.C, B,C.
= B.C, A,
CZ + DZ’LLDCCy DZUCC

Bw + BchDyw
B.Dy., (6.11)
Dzw + DzchDyw

A|B
C|D

No caso do controle por realimentacdo estética de sajda,= Ky(7), ou realimentagdo de
estado (', = I,,, tal quey(7) = (7)), as matrizes em malha-fechada sé&o dadas por:

A+ B,KC, | By+ B.KDy,
C. + D-iKCy | Dewy+ DuKDy,

(6.12)

S| o

As matrizes do sistema em malha-fechada também podem semd®tdas, de uma forma geral,
a partir das matrizes ampliadas do sistema:

Ql :Ibl

Al B A B, B, L
ll e R 5 /c[cy Dyw} (6.13)
sendo as matrizes aumentadas definidas como
Qs (A 0 N 0 B, s o | B
- 0 Ok ) u - [k 0 ) w 0 )
c. 2 [, o], h., 2 [o DZU], (6.14)
. [0 I . [0
¢, 2 ay I
| Cy 0 | Dy
A, | B,
j = (6.15)
CC DC

sendo que, no caso particular da realimentacdo estaticaidi €ontrolador de ordem = 0), as
matrizes do controladot,, B. e C. sdo vazias (dimenséo zeroJe = K.

Para um sistema co?,,, # 0, pode-se projetar o controlador dinami€oconsiderando como
saiday = C,x + D,,,w e depois substitui pory — D,,u para obter o controladd¢ para o sistema
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original desde que existd + D.D,,,)~"! (lwasaki e Skelton, 1994):

© _ | Ae= BeDyull + DeDyu) ™' Ce Bell = Dyu(I + DeDyu) ™' De)
(I + D.D,,)"'C, (I 4+ D.Dy,) ' D.

SejaT (o, K) a matriz de transferéncia em malha-fechadavdearaz,, e T>(«, K) a matriz
de transferéncia em malha-fechadaudparaz,, ambas para um determinado sistema do politopo,
definido pelo vetory € 2, coma representandé ou p e 2 representand®,, ou (2,, e um deter-
minado controladokC. O objetivo de controle é calcular o controladoque minimiza a normé.,,
deT (o, K), ||Te (e, K)||oo, € @ normaH, de T (a, K), ||T2(a, K)||2, € aloque os poélos do sistema
em malha-fechada (ou os autovalores da mat(iz, X)) em regide<D do plano complexo, para todo
a € . No caso de controle por realimentacdo dindmica de saidstéenas continuos no tempo,
D. deve ser tal qué, = D, 2 + D,,2D.D,, = 0, de modo a garantir normgs(a, K)||» finita.

6.3 Exemplos llustrativos

Os seguintes exemplos de projeto de controladores sdodosseaprocedimento de projeto pro-
posto, apresentado no Capitulo 5, implementado no LMI Coiitrolbox para MATLAB®, sendo
utilizado um computador baseado no Pentium IV 2.8GHz, conb d&memdria RAM. A menos
gue seja informado diferente, os resultados sdo obtidosadio o critério de parada do procedi-
mento de projetes = 0,1; os critérios de parada do algoritmo de otimizacao corpseiiale = ¢ e
N, = 10 e a especificacao de precisdo no algoritmo branch-and-hosngd, sendop = 0,001 para
realimentacao estéaticage= 0,01 para realimentagédo dinAmica. Nos exemplos a seguir, sefoada
mencionado, considere que o controlador é obtido em apenasteracéo do procedimento de pro-
jeto (piores casos ocorrem nos proprios vertices do dondimiacerteza politopico), o que acontece
na maioria dos casos analisados.
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6.3.1 Exemplos llustrativos de Controle por Realimentacao de Estado

Exemplo 6.1 Considere o modelo no espaco de estado de um satélite cotgisiie dois corpos
rigidos (modulo principal e médulo de sensores) conectpdosixo elastico (Gahinet et al., 1995):

0 0 0 0
dz(t) o 0 o0 1 0 0
= = x4 5 x(t) + N u(t) + N w(t)
J1 Jl J1 J1 Jl Jl
k k f f
v A A 0 0

Zoo(l) = [0 10 O]x(t) (6.16)

1 0 00
2t) = |01 00 |z@t)+ |0 |ul)
0000

comz = [fy 6, 6, 6,7, sendod; e 6, os angulos de rotagdo do corpo principal e do médulo
de sensores, respectivamente o conjugado de controlewe € um conjugado de distarbio sobre o
corpo principal. Séo consideradds= 1 e .J, = 1. Os parametros incertdse f podem variar nas
faixas0,09 < k < 0,4 €0,0038 < f < 0,04 resultando em um dominio de incerteza na forma de
retangulo cujos vértices séo as combinacdes dos valomesrd dek e f: Q = {a = [k f]T € R?:
0,09 <k <0,4, 0,0038 < f <0,04}.

O objetivo de controle é projetar um controlador robustorpalimentacao de estado que obtenha
um compromisso entre as normes («, )|z e || 7w (@, K)|| s, cOM|| T (v, K)||oo < 1, € posicione
os polos em malha-fechada na intersec¢éo das regides keroifpeals) < 0,1 e o setor conico
centrado na origem com angulo inter2b = 37 para todor € Q: \;(A(o, K)) € D, Vi, Va € Q,
D={seC : Reals) < 0,1, |£(s)] <7 — 3}

No procedimento proposto, os parametros de otimizacaoetdcianados com a controlador da
seguinte forma:

IC:[arl Ty T3 x4]

As solucdes obtidas pelo procedimento proposto ¢om0,1;0,2;...;1 (0 =0, s =1 €A =
0) sdo comparadas com as solucdes calculadas com a fos¢&yn disponivel noLMI Control
Toolboxdo MATLAB® (Gahinet et al., 1995). No algoritmo de otimizacéo forantados os valores
iniciaiszy = [ —0,4326 —1,6656 0,1253 0,2877 }T(gerado de forma aleatériay® = 1031,.
Os resultados de projeto do procedimento proposto saoempaelos na Tabela 6.1 sendo que os
custose-garantidos ou simplesmente custds e H,, sdo calculados pelo algoritmo branch-and-
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bound (BnB) com precisio relativa= 0,001. E possivel reduzir os tempos computacionais apos o
célculo do primeiro controlador, obtendo resultados sire#, reduzindo o raio do elipséide inicial e
utilizando o controlador obtido para o valor gle@nterior, como condicao inicial para o seguinte, ao
invés da condicdo inicial aleatoria.

Tabela 6.1: Resultados de projeto do procedimento propBstd(1).

v CustoH,, | CustoH, | Tempo Proc. (s GanhosC

0,1 0,0996 1,9180 26,5 [-8,8399 -5,3100 -4,3728 -29,2253]
0,2 0,1993 1,7261 32,9 [-5,9889 -1,0892 -3,6235 -16,1648]
0,3 0,2998 1,6214 33,6 [-4,7609 0,0518 -3,1938 -11,2636]
0,4 0,3977 1,5504 38,1 [-4,0231 0,4722 -2,9210 -8,6864]
0,5 0,4974 1,5002 38,3 [-3,4946 0,6592 -2,7811 -7,0037]
0,6 0,5998 1,4614 36,6 [-3,1119 0,7900 -2,6497 -5,8526]
0,7 0,6996 1,4300 35,8 [-2,8221 0,8154 -2,5216 -4,9975]
0,8 0,7957 1,4055 36,6 [-2,6076 0,8352 -2,3822 -4,3916]
0,9 0,8956 1,3872 34,2 [-2,3894 0,8277 -2,3515 -3,8527]
1,0 0,9953 1,3749 31,2 [-2,2430 0,8825 -2,2926 -3,4853]

A Figura 6.2 apresenta a curva tipo Pareto obtida pelos dotedimentos, sendo que os valores
de custo obtidos pela funcasf syn também sdo calculados pelo algoritmo BnB. E verificado
gue o procedimento proposto apresenta duas vantagensagaael formulacdo LMI baseada em
estabilidade quadratica. A primeira vantagem € que a curtidaopelo procedimento proposto cobre
a faixa de valores especificada para o cUsto enquanto que a curva obtida pela fungad syn
cobre apenas a faixa de 0,037 a 0,323. A segunda vantagemabalpnento proposto € que 0 mesmo
resulta em menores valores do cuitppara mesmos valores de custq, do que a formulagéo LMI.

Considere o melhor controlador obtido pela fung®d syn como sendo aquele para o qual a
reducdo relativa no custd, € menor que o aumento relativo no cusig,, o que é verificado para
~ = 0,2, com o correspondente controlador:

Km:[—16,6769 2,9441 —6,7480 —59,6433]

que resulta nos custoes = 0,074 e §. = 2,245. Para 0 mesmg, o controladorC, calculado com
o procedimento de projeto proposto resulta nos cugtes 0,199 e . = 1,726. O custoH, é 23%
menor do que o obtido pela formulacéo baseada em LMI. O tempoatessamento requerido neste
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2.6
- msfsyn(.)
-@- Proposto

24 b

1.81- S b

CustoHo
2

16l .

141 "‘*0--..___

1.2
0

Ofl O.l2 0‘.3 O‘é:usot‘SOH O‘.G 0‘.7 018 O.‘9 1
Figura 6.2: Curva tipo Pareto obtida com a fung@d syn e o procedimento proposto.

caso € de 22,92s no passo 3 (otimizacao), 4,94s no passadlgodd custdH,), 4,24s no passo 5
(célculo do custdt..) e 0,74s no passo 6 (verificacdo do posicionamento regienadlbs).

Como exemplo da capacidade do procedimento proposto paasaiticdes factiveis, considere
que, além da especificacdo semi-plano e setor cénico, ésdeiegue 0s polos se localizem dentro do
disco de raio- com centro na origem® = {s € C : [s| < r, Reals) < —0,1, |£(s)| <7 — 37}
Neste caso sera analisada a capacidade de cada método rdsoblgtao factivel com a reducéo do
raio do disco com as outras restricdes fixas. Para 0,2, a formulagdo LMI obteve solucdo para
r > 3,70 enquanto que o procedimento proposto obtém solugéda-para41, que é 35% menor que
o primeiro. Neste caso, o controlador obtido com o procedimproposto e = 2,41 é obtido como

Kpi = | —5,9686 —1,0743 —3,7566 —16,1295]

gue leva a custos similares em relacdo ao projeto sem a;éestie disco. A Figura 6.3 apresenta
a distribuicdo dos polos em malha-fechada para o controkdglocomk e f variando entre os seus
respectivos valores limites.

Para ilustrar o comportamento do algoritmo de otimizaca®esdipsoidal, sdo apresentados nas
Figuras 6.4 e 6.5 a evolucao da funcéo objetivo e dos parasnéé otimizacdo com o numero de
iteracBes no calculo do controladGy. O algoritmo busca inicialmente a regiéo de factibilidadeap
depois iniciar a otimizacao da funcdo objetivo. As osciészapresentadas sdo caracteristica deste
algoritmo de otimizacgao cujo vetor de parametros de otigdiaaorresponde ao centro do elipsoéide
gque contém a solugéo 6tima local.

A aplicacdo do procedimento geral de projeto para sintesmueoladores por realimentacao
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Figura 6.3: Posicionamento dos pélos em malha-fechadaGpmarak e f variando entre os valores

limites.

dindmica de saida, de ordem completa e reduzida, consitieeste mesmo exemplo, é apresentada
em Goncalves, Palhares e Takahashi (2005b).

Exemplo 6.2 Considere o exemplo do sistema de controle a tempo discretlis@do em de Oliveira

et al. (2002) e em Ebihara et al. (2004), obtido do sistemtmamno tempo apresentado em Veillette
et al. (1992). O modelo no espaco de estado do sistema a temngiowo é dado por (Veillette

et al., 1992):
[ 9
de(t) 3 0
d | =1 0
92 -1
(1 0 —1
0 0

N =

0 0
by 0
x(t) + 5’ . u(t) +
0 be
0
+ 1 u(t)
0

O = O =

o O O O

o O O O

sendo que as matrizes do sistema a tempo discreto séo afmaderando um amostrador de ordem
zero com periodo de amostragem igual a 0,1s (de Oliveira, &042).
Em Goncgalves, Palhares e Takahashi (2005a) é tratado cepralde projeto de um controla-

dor por realimentacdo de estado descentralizado cujonabg@tminimizar a normd{, da funcao
de transferéncia em malha-fechada discietde w paraz, considerando que o sistema é precisa-
mente conhecido. Neste exemplo sera tratado o problemanfialmtidade com objetivo de projetar
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Figura 6.4: Evolug&o da funcéo objetivo no processo de ptigdio para o calculo do controladoy.
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Figura 6.5: Evolugéo dos parametros de otimizagao no @atbtutontroladoiC,,.

um controlador por realimentacéo de estaglo)(= z(t)) centralizado para lidar com trés cenarios
distintos (de Oliveira et al., 2002): a planta nominal & 1 e b, = 1), falha do primeiro atua-
dor by = 0 eby, = 1) e falha do segundo atuaddr (= 1 e b, = 0). O dominio de incerteza
€ considerado como sendo um tridngulo com os vértices pamdsndo aos trés cenarios listados:
Q={a=1[b b)T:0<b; <1,0<by <1, by + by > 1}. Os custogt, apresentados a seguir Séo
calculados pelo método de analise proposto com preeisé0,01, considerando as quatro primeiro
casas decimais dos ganhos dos controladores ao invés d@&xato.

Utilizando uma formulacdo LMI baseada em estabilidade catad, € obtido o controlador apre-
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sentado em de Oliveira et al. (2002) e o custocorrespondente:

_[—0,5473 —0,7060 —0,5289 —0,6190

= CUStOH, : 62 = 0,566
—0,6590 —0,9840 —0,6073 —0,3613

O controlador obtido com a caracterizagéo estendida é dadae Oliveira et al., 2002):

—0,6521 —-0,6783 —0,3365 —0,5451
-0,6294 -0,9690 -0,6510 —0,4170

] = CUStoH, : 62 = 0,536
Considere no procedimento de projeto proposto a seguimtewgst do controlador:

IC:

Ty T2 I3 374]

Ts Tg 7 I8

S&o adotados condicdes iniciais= 0 e Q(0) = I, e critérios de parada= 0,01 e N. = 10. Se
forem considerados apenas os trés cenarios, apos 3,48scdsgamento (apenas a etapa de sintese),
€ obtido o seguinte controlador:

- -0,1030 -0,8536  0,1873 —0,3135
N —0,8584 —0,0499 -0,5785  0,1355

com o pior caso da norma correspondendo a falha no primeiealat:
|1 T2(e, K)||5 = 0,434, =0 1]

Considerando todo o politopo, como o pior caso da norma naweonos vertices do politopo,
sdo necessarias iteracdes do procedimento de projetogtoagmon a incluséo de pontos adicionais no
conjuntoﬁ, definido na Secéo 5.3, inicializado com os vértices doqqudit Comes = 0,1, S&0 neces-
sérias trés iteracdes, com a inclusdo de dois novos pontos(een Figura 6.6) obtidos pelo algoritmo
BnB, resultando na seguinte seqiiéncia de cugtgsara cada iteracédd? = {0,618; 0,500; 0.488}.
Apos trés iteracdes e 170,41s de processamento € obtidoiotsegontrolador e o custh, corres-
pondente:

—0,3071 —0,4967 —0,0695 —0,1033 )
K= , = CUStoH, : o; = 0,488
—0,8649 —0,2167 —0,5481  0,0593
que é 9% menor do que o melhor resultado obtido com as fordesdgMI. A Figura 6.7 apresenta
o perfil da norméH, sobre a arestd, + b, = 1 (onde ocorrem 0s piores casos de nofifyd para
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as trés iteracdes, através da qual pode ser observado cowlasio de novos pontos no conjuﬁlo
atua sobre a minimizag&o do cu$®. Na terceira iteragdo o conjunto de pontos finitos utilizaélo
Q= {1 1]%; [0 1]%; [1 0]7; [0,4688 0,5313]T; [0,25 0,75]7}.
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Figura 6.6: Subdivisdo do espaco de incerteza apés a teitmracao (Ex. 6.2).
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Figura 6.7: Evolucdo da normid, sobre a aresta + b, = 1 para cada iteracdo (Ex. 6.2).

6.3.2 Exemplos llustrativos de Controle por Realimentacéo de Saida

Exemplo 6.3 Considere o modelo linearizado de um helicoptero VTOL, abpidra condi¢bes de
vOo e carga tipicos na velocidade de 135 nds, apresentadeelatal. (1988) e também considerado
em Geromel et al. (1996), El Ghaoui et al. (1997), Pereirafrdajo (2004) e de Araujo e Neumann
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(2004), com as seguintes equacdes dinamicas:

~0,0366  0,0271  0,0188 —0,4555 1000
_ 0,0482 —1,0100 0,0024 —4,0208 0100
i(t) = z(t) + w(t)
0,1002 azy  —0,7070  as, 0010
0 0 1 0 000 1
—0,4422 —0,1761
b 7.5922
21 ) U(t)
55200  —4,4900
0 0
Zoo(t) = Lyx(t) + 04w(t) 4 Osxou(t)
i 0 04
5(t) = Yz + | Tt fw®) | P [ u®
_02><4 O2><4 I2
s = [0 1 0 o]x(t)+[o 00 o]w(t)+[o O]u(t)

O sistema possui trés pardmetros incertos que variam nasfgi € [—0,6319; 1,3681], ags €
[1,22; 1,62] ebyy € [2,7446; 4,3446] (Geromel et al., 1996).

O objetivo de controle € obter um compromisso entre os desenos?, e ., através de con-
troladores por realimentacao da saida, dindmicos ouasgati

Como relatado em Pereira e de Araujo (2004), utilizando urtratégia que utiliza um algo-
ritmo hibrido que combina algoritmos genéticos de otimpagom formula¢des baseadas em LMls,
€ obtido um controlador dindmico dé @rdem que resulta no custo garantile igual a4,3576 e
no custo garantid®i., igual a18,9714. Analisando o controlador relatado em Pereira e de Araujo
(2004) com o célculo dos custos pelo algoritmo BnB, com precis& 0,01, resultou nos custos
d. = 4,81 e~, = 18,97. Em de Aradjo e Neumann (2004), utilizando a mesma técniea, af
terando os parametros do algoritmo genético, é obtido urtralador dinamico de 2ordem que
resulta no custo garantidd, igual a3,6992 e no custo garantid#(., igual a13,6338. Analisando o
controlador relatado em de Araujo e Neumann (2004) com ailcatios custos pelo algoritmo BnB,
com precisde = 0,01, resultou nos custaos. = 3,56 e 7. = 13,63. Para comparar os resultados
obtidos com o procedimento proposto com os resultadosesstos em Pereira e de Araujo (2004)
e em de Araujo e Neumann (2004), foram projetados variogaadbres estaticos e dindmicos de
2¢ ordem, cujos resultados sédo apresentados na Tabela 6.2 comesgpondente curva tipo Pareto
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apresentada na Figura 6.8. Para a sintese dos controlaliivéiesicos de 2ordem séo adotadas as
condicdes iniciais equivalentesf& = —1, B. e C, com todos elementos iguaisa 12 = 0 e a
elipse inicial definida po€), = 100/;,. Para a sintese dos controladores estaticos sdo adotadas as
condigdes iniciais equivalentefa = [1 1]7 e a elipse inicial definida pap, = 1007,. Pode ser
observado que qualquer uma das soluc¢des obtidas pelo prered de projeto proposto dominam
a solucdo apresentada em Pereira e de Araujo (2004), o quficsigjue os dois objetivos sdo mi-
nimizados simultaneamente, independentemente de seletarso valor de custo garantido relatado
ou o valor de custo calculado. A solugdo obtida em de Araluje@nann (2004) € dominada pelas
solucdes obtidas com o procedimento proposto p2v&a < ~ < 13,8. As marcas '*' na Figura 6.8
representam os resultados obtidos para sintese de cdot@dadinamicos de*drdem considerando
a minimizacao do cust#l; ou do custdH,, sem restrigdes.

Tabela 6.2: Resultados de projeto para os controladoregglimentacéo da saida (Ex. 6.3).

Controladores estaticos Controladores deZordem
Y Ve d. | Tempo Kt Ve 5, Tempo

11,4| 11,35| 5,17 | 1min34s| [-1,2931 -14,9188] 11,35| 4,08| 8min10s
11,8| 11,79 4,46 | 2min36s| [-1,1053 -22,9237] 11,78| 3,73| 9min4s
12,2| 12,20| 4,17 | 3min40s| [-0,3337 -19,4220] 12,19| 3,58 | 14minlls
12,6| 12,60| 4,00 | 3min36s| [ 0,1816 -16,2335] 12,56| 3,51| 12minl4s
13,01 12,99| 3,91 | 4min26s| [ 0,5227 -14,0367] 12,98| 3,48 | 12min52s
13,4| 13,38| 3,84 | 5min43s| [ 0,7441-11,9000] 13,26| 3,48 | 18minl2s
13,8| 13,74| 3,79 | 6min58s| [ 0,8438 -9,8096] 13,58| 3,46| 18min34s

As matrizes do controlador dé @rdem séo relacionadas com os parametros do vetor de otimiza

x T T11
7 8 ’ Dc _
Tg T1o T12
As matrizes do controlador que podem ser consideradas cempoegproporcionam melhor com-
promisso entre os desempenfigse H., sao aquelas obtidas com= 12,6:

¢aox como:

1 T2 Ty

A=

7Bc: 7Cc:

xr3 T4 Te

~1,3646  1,7720 | —1,7714
1,6965 —1,9245 | —1,3347
—0,2454  0,0703 | 1,8588
31202 2,8109 | —2,8281

AC BC
C. | D
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5.2 o

—=— dinamico 2a. ordem
—e estatico

12.6 13 134 13.8

11 11.4 11.8 12.2
CustoH

Figura 6.8: Curvas tipo Pareto para os controladores panrealacédo de saida (Ex. 6.3).

Paray = 12,6, adotanda), = 10315, e z, obtido de forma aleatéria (distribuicdo normal com média
zero e variancia unitaria), o procedimento proposto fagreseguinte controlador dindmico de ordem
completaj = 4:

[ -0,6976  0,4934 -0,6406 —0,0136 | —1,5299
0,2446 —-0,4692 -1,0192 —0,8485 | —1,9637
Ac| Be | 0,5204  0,3141 -1,0033  0,6900 | —0,2011
C. | D, B —1,1613  0,7820 —1,0482 —0,0377| 1,2562
0,5954 —0,1363 —1,0434 —0,1042 | —1,7465

| —24890 —2,2604 —1,5834  0,3871 | 2,5546 |

Para o projeto deste controlador, sdo necessarios 11mile5@cessamento pelo algoritmo de

otimizacao, 24min5s para o célculo do custgarantidoH,, apos 11 iteracdes do algoritmo BnB, e
42s para o calculo do custegarantidoH., resultando nos custds = 3,51 e . = 12,59.

O tempo de processamento na etapa de sintese pode ser oegpmsleitando a flexibilidade
do procedimento de projeto proposto que permite a sinteserdmladores com qualquer estrutura
fixa desejada, propriedade que dificilmente pode ser obtidaaracterizacdes baseadas em LMIs.
Impondo a relacéo entre as variaveis escalares de otinizaga matrizes do controlador de ordem
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completa { = 4) de modo a obter controladores descentralizados com ansegsitrutura

[0 1 0 0|0 ]
T, 2o 0 0| 1
A|B.| [0 0 0 1]0
C.\D.| | 0 0 23 4] 1
rs g 0 0 | x9
i 0 0 27 zg|x10 |

0 numero de variaveis de otimizacao é reduzido de 30 para 10.

Paray = 12,6, Qo = 1001, e z, obtido de forma aleatédria, o procedimento proposto formece

seguinte controlador dindmico com a estrutura determinada

apos apenas 1min40s de processamento do algoritmo deag#anizone-elipsoidal, resultando nos

custos), = 3,52 e, = 12,57.

[ 0 1 0 0 0]
22406 —2,9203 0 0 1
Al B. | 0 0 0 1 0
c.|D. | 0 0 —0,0738 —1,4505 1
2,1237  1,5338 0 0| —1,8366

I 0 0 46930 55229 | 29472

Exemplo 6.4 Considere o sistema a tempo continuo apresentado em EbiHagieara (2004a):

[ —0,32 0,04 0,01 0,42
i(t) 045 0,99 0,64 |2(t)+ | 0 | wt)+ | 0,74 | u(t)

| 0,76 —0,37 —0,40 1 0,31

[0 2 0 0 (6.17)
29(t) 00 1 |z@®)+ |0 |u®

| 000 5

(072 085 088 | w(t) + 2u(!)

cujo objetivo € projetar um controlador dindmico por realiacéo da saida que minimize a norma
|73]|2 e que posicione os polos em malha-fechada no semi-plang)Redl) < —0,3, Vi. Neste
caso, para obter norni#, finita € necessario que o controlador seja estritamenteiprdor se tratar
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de um sistema precisamente conhecido, apenas a etapaede simprocedimento de projeto proposto
serd necessaria. Este exemplo € interessante para corapfieéicia do algoritmo de otimizacdo
cone-elipsoidal para resolver o problema ndo convexo enpamagao com formulacdes LMIs, mais
simples, porém mais conservadoras.

Partindo de condi¢Bes iniciais aleatorias (distribuicéomal com média zero e variancia unita-
ria), come = 0,01 € obtido|| 73| = 61,46 apbs 223 itera¢Bes do algoritmo cone-elipsoidal e tempo
de processamento de 8,64s. Pode ser obtido um melhor desutiam || 75|, = 50,46, adotando
e = 0,001, sendo necessérias 2075 iteracfes e tempo de processataet8b0s. Neste exemplo
€ observado que uma mudanca no passo utilizado para o cdtrgi@diente (ver algoritmo na pa-
gina 101) pode resultar em um melhor comportamento do atgomparac = 0,001. Mudando de
A = 107° paraA = 10719 apo6s 1733 iteragdes, 64,70s de tempo de processamenttideé @b
seguinte controlador dindmico caif: ||, = 50,22:

—1,3778 —1,0489  1,9774 | —2,0671
—0,5750 —0,1463  1,9559 | —0,1829
1,6772  1,1927 —2.7185 | 2,8847
0,5435 —0,3552 —2,0032 0

A.| Be
C. | D,

com a correspondente funcéo de transferéncia:

(s) = —6,8371(s + 0,3717)(s + 0,1547)
(s +4,653)(s — 0,407)(s — 0,003175)

Através da Tabela 6.3 pode-se comparar o desempenho destelador com os controladores
projetados com a formulacao baseada em estabilidade gead@cherer et al., 1997):

—15,93(s + 0,53)(s + 0,41)

ICS(S) = (8 + 621)(5 — 1,56)(8 + 0755)

e com a formulacao baseada em funcdo de Lyapunov depenagrdednnetros com um parametro de
sintonia escalar (requer busca unidimensional do melHor)vapresentada em Ebihara e Hagiwara

(2004a);
—10,60(s* + 0,845 + 0,18)

(s +4,99)(s — 1,19)(s + 0,44)
O resultado obtido com o procedimento de projeto proposteréacde 26,7% menor do que a
formulacao apresentada por Ebihara e Hagiwara (2004a).

ICE(S) =
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Tabela 6.3: Resultados de projeto (Ex. 6.4).
Método | (Scherer et al., 1997) (Ebihara e Hagiwara, 2004a)Proposto
Sintese Real Sintese Real Real

Normaf,, |Ts). | 115,62 | 79,09 73,60 68,49 50,22

Exemplo 6.5 Considere o sistema analisado em Arzelier e Peaucelle (2002)

de(t) [ 01 0 10
il i 0]x(t)+[1]u(t)+[0 1]w2(t)—|—

2(t) = Lo ] x(t) + [ X ] u(t)

Weo (1)

_0 0 1
wlt) = |01 ]a()
yt) = [0 1]a@)

Este exemplo é interessante pelo fato de haver uma solugfibnpara o problema de controle
mistoH,/H .., por realimentagéo estatica de saida, que € apresentadezeliee Peaucelle (2002).
SejaTs(s) a funcdo de transferéncia em malha-fechadagdparaz, e 7. (s) a fungéo de transfe-
réncia em malha-fechada de, paraz,,. A solucéo 6tima para o problenid, por realimentacéo
estéatica de saida pode ser calculada analiticamente Eomo—ﬁ ~ —(0,8165 resultando em
T3] = 6% ~ 1,5651 € ||Tx s = 3/V/5 ~ 1,3416. Para o problema mist,/H., com~y = 1,2,

a solugo analitica € obtida corio= —0,9458 resultando enfi Ty ||, = 1,5735.

Com o procedimento proposto, adotando condicfes ini¢jgis= 2 e o = —1, a solucéo do
problemaH, resulta no mesmo controlador obtido analiticamente apbs28,de processamento,
sendo necessario somente o passo de otimizacao (sistecisaprente conhecido). Para o problema
misto também é obtido 0 mesmo controlador obtido analiter@mapods 0,625s de processamento.

O procedimento apresentado em Arzelier e Peaucelle (2@®)esulta nos mesmos controla-
dores obtidos analiticamente e os autores reconhecem aldkfite de sintese de controladores por
realimentacao dinamica de saida, mesmo para um sistemigsienprecisamente conhecido.

Em Kim et al. (2005), é projetado um controlador para o prmoblenisto comy = 1,2, utilizando
um método de sintese iterativo baseado em LMI com uma réstri€ posto ndo convexa substituida
por uma funcéo de penalidade, de modo que, a cada iterac@eesAd0 resolver um problema de
otimizag&o convexo. E obtido o controladér= —0,9735 e ||T |, = 1,5772. Os resultados para o
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problema misto sdo apresentados na Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Resultados de projeto para o problema misto (Ex. 6

Método K IT2ll2 | | Too oo
Otimo —0,9458| 1,5735| 1,2000
(Arzelier e Peaucelle, 2002)-0,9782| 1,6825| 1,1706
(Kim et al., 2005) —-0,9735| 1,5838| 1,1746
Proposto —-0,9458| 1,5735| 1,2000

Em Geromel et al. (1996), é projetado um controlador someata o problemat,, utilizando
um algoritmo tipo planos de corte, resultando em um cordoslaraticamente igual ao controlador
otimo: £ = —0,8198 e || T5||s = 1,5651.

Em Pereira e de Araujo (2004), é projetado um controlada pgsroblema misto com = 1,
utilizando um algoritmo de otimizacdo genético, resultand controladoiC = —3,4176 e || T =
2,3279. Pelo procedimento proposto é obtitlo= —1,5303 e || T3|| = 1,7173.

Exemplo 6.6 Considere o problema de estabilizacao e atenuacao de distdidomodo de periodo
curto longitudinal do avido de combate F4E analisado eme&hg003):

da (1) ai; a2 a3 by 1 00
zt = a21 G2 Q93 ZE(t)—I— 0 U(t)+ 010 w(t)
| 0 0 =30 30 0 0 1
(1 0 0 0
2t) = [0 1 0 |z(t)+ | 0 | u(k)
000 1
(1.0 0
y(t) = 010 (1)

cujos parametros incertos, determinados para quatro paemperacdo, sdo apresentados na Ta-
bela 6.5. O sistema ndo é estavel em malha-aberta em todostos ple operagdo. Sera considerado
0 problema de projeto do controlador robusie considerando o politopo definido pelos quatro ver-
tices, associados a cada ponto de operacéo.

Em Shaked (2003), ao invés de considerar o controlador camganho fixo, € utilizado um
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Tabela 6.5: Valores dos parametros incertos nos quatrepdetoperacao distintos (Ex. 6.6).
Pt. Op. ail a2 a3 az1 a22 Q23 by

-0,9896| 17,41 96,15| 0,2648 | -0,8512| -11,39| -97,78

-0,6607| 18,11 84,34| 0,08201| -0,6587| -10,81 | -272,2

-1,702 | 50,72 | 263,5| 0,2201 | -1,418 | -31,99| -85,09

-0,5162| 29,96 | 178,9| -0,6896| -1,225 | -30,38| -175,6

ArIW|IN|PF

controlador estritamente préprio:

(t) = —pn(t) + py(t), u(t) = Kn(t) (6.18)

sendon € R™ e p > 1 um escalar, a ser fixado, formando um filtro passa-baixa ceqiiéncia de
corte bastante elevada. Segundo (Shaked, 2003), esteladotr além de facilitar a formulacao de
projeto, representa de forma mais realista os amplificadque possuem faixa de passagem finita.
Cada funcao de Lyapunov dependente de parametro envolve andiagiro escalar de sintonig

1 =1,...,N, que devem ser fixados, junto cggnpara o problema ser representado na forma de
LMI. E necessario adotar um algoritmo de otimizacéo par@®nar a combinacdo de parametros
qgue conduz a solucao do problema com o atendimento das fespgies.

A Tabela 6.6 apresenta o ganho, o pior caso de norma no po(iboglor entre parénteses corres-
ponde ao pior caso nos veértices) e o cusgarantiddH,, com precisdo 0,1%, considerando os resul-
tados relatados em Shaked (2003), obtidos paral0'®, e os obtidos com o procedimento de pro-
jeto proposto. Os dois primeiros resultados sao obtidasspaktodos baseados no Teorema 1, com
funcdo de Lyapunov comum para 0s quatro vértices, e no TeoBerom funcdes de Lyapunov de-
pendentes de parametros, ambos apresentados em Shak&d Ki¥dresultados obtidos com o pro-
cedimento proposto, é adotado o critério de parada na sifakgritmo cone-elipsoidat)= 0,001
e a precisao no calculo do custode- 0,001. Comes = 0,1, o controlador € obtido em uma ite-
ragdo do procedimento de projeto, partindo da solugacinigatoriar, = [—1,1465 1,1909]7 e
Qo = 1001,, apés 1,84s de tempo de processamento na sintese e 50,0&8isa de desempenho
H,, sendo que o pior caso de norma ocorre na coordemgga= [0 0,7813 0 0,2187]7, fora dos
vértices do politopo. Parg = 0,01, o controlador € obtido em duas itera¢des do procedimento de
projeto, com a inclusao no conjunfbdo ponto de pior caso obtido na primeira iteragdo, sendo ne-
cessarios 100,58s de processamento total. Neste casonosrpoojetos obtidos em Shaked (2003),
0 pior caso de norma corresponde ao vértice associado amg®operacao 3. Em ambos os projetos
com o procedimento proposto sao obtidos melhores ressltfgmos obtidos em Shaked (2003).

No caso de um controle robusto,,, para as mesmas condi¢ées do caso anterior, foram obtidos
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Tabela 6.6: Resultados do projétfs (Ex. 6.6).

Método K dpe. CustoHs, o,
Teorema 1 (Shaked, 2003) [0,0634 0,6444] 4,2885 4,2921
Teorema 3 (Shaked, 2003) [0,0495 0,3870] 5,3547 5,3596

Propostogs = 0,1: 1 iteracdo | [1,1909 10,2325] | 3,6886(3,5020 3,6917
Propostogs = 0,01: 2 iteragdes [1,3081 10,7745] | 3,5730(3,5730 3,5750

os resultados apresentados na Tabela 6.7. Ra¥ra0,1, o tempo de processamento necessario € de
9,64s para sintese e 10,13s para analise do desempenhmom o pior caso de norma ocorrendo na
coordenaday.) = [0 0,875 0 0,125]7. Parass = 0,01, sdo necessarias duas itera¢des e 32,53s de
tempo computacional para convergéncia do procedimentaajet@p com a incluséo do pontg..

no conjunto@. Os valores entre parénteses correspondem aos pioresnusswesrtices. Também
neste caso, o procedimento de projeto proposto apresefttaregeresultados do que os obtidos em
Shaked (2003), sendo que o Teorema 2 (Shaked, 2003) utiizd@id de Lyapunov comum para 0s
guatro vértices, e o Teorema 4 (Shaked, 2003) adota funedgsmg@unov dependentes de parametros.

Tabela 6.7: Resultados do projétfa, (Ex. 6.6).
Método K Yp.c. CustoH o, e
Teorema 2 (Shaked, 2003) [0,0706 0,7663] | 4,3015(3,7478 4,3028
Teorema 4 (Shaked, 2003) [0,0530 0,4596] | 3,1278(3,0622 3,1280
Propostogs = 0,1: 1iteracdo | [2,7708 17,0632] | 2,9830(2,8770 2,9842
Propostogs = 0,01: 2 iteracdes [3,6401 22,2378] | 2,9663(2,8945 2,9672

Considere agora que, além de minimizar o pior caso de n@tmao politopo formado pelos
guatro pontos de operacdes, deseja-se posicionar os plmgenseccdo das regides semi-plano
Reals) < —1,25, disco centrado na origem com raio= 25 e setor cénico com angulo interno
20 = Z: Ni(A(a, K)) € D,Vi,Va € Q,D = {s € C : Reals) < —1,25, |s| <25, |£(s)| < 7—Z}.
Neste caso sdo necessdrias trés iteracbes para posicioopélos na regido especificada. Apos a
primeira iteracdo sdo acrescentados trés novos pontosnjumntm: [0 0,7969 0 0,2031]7, corres-
pondente ao pior caso de nori@; [0 0,75 0 0,25]7 e [0 0,5 0 0,5]7 associados com sistemas que
ndo atendem as restricdes de posicionamento regional de pdksemi-plano e no disco, respectiva-
mente. Na segunda iteracéo é acrescentado o ponto com ieadafie0,6875 0 0,3125]7 associado a
um sistema que néo atende a restricao de posicionamentdodenpddisco. Apoés a terceira iteragao,
com tempo de processamento total de 108,44s, € obtido cotamfdr: X = [0,0641 0,8014]. A
Figura 6.9(a) apresenta o posicionamento de poélos nadiehdo procedimento de projeto, em que
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/
1 S |

\
Lo o)

-10
Real

(b) Iteracéo 3

Figura 6.9: Posicionamento regional de pélos (Ex. 6.6).

é verificado que existem casos de sistemas fora dos vértigesmolos se localizam fora da regido
semi-plano e disco. Como pode ser verificado pela Figura )5.8fts 3 iteracdes, o sistema em
malha fechada é robustameMeestavel.

Exemplo 6.7 Considere o sistema incerto discreto no tempo analisado egéftal. (2005):

0,01 0 0 0 0 0,1
z(k+1) = 0 m 1 zk)+| 0 1 0 |wk)+ | 03 |uk)
0 045 0,3+ p, 0,1 0 O 0,02

2(k) = [0,1 0,3 0,4+p3}x(k)+[0,01 002 045 |w(k) + u(k)

y(k) = [0 0,1 o}w(k)ﬂo 0 0,414]w(k)
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cujos parametros incertos variam nas seguintes fajxas:[0; 0,02], p2 € [0; 0,01] ep; € [0; 0,02].
Em Yang et al. (2005) é estudado inicialmente o projeto dérolauores que minimizam o custo,
utilizando uma formulac&o ndo convexa que é transformadaneaformulacéo LMI através da fixa-
c&o de uma parametro de sintomjaeterminado através de busca linear. E apresentado umdsegu
procedimento de projeto mais complexo, para reduzir o eeaderismo da primeira formulacéo, na
gual é necessario minimizar o traco de um produto de vagawatiriciais utilizando um método de
programacao linear sequencial desenvolvido em Leibf&@{). Com o procedimento mais sim-
ples é obtido o controlador que garante o custo de 0,51396GpBl0s de processamento em um
computador com processador de 3GHz e 1Gb de RAM (como relatadé@ang et al. (2005)). Com
procedimento mais complexo € obtido o controlador que ga@ousto de 0,4975 apds 53min21s de
processamento (Yang et al., 2005). Com o procedimento detpnojoposto, adotand@, = 10/,

o € R® com elementos aleatérios com distribuicdo normal (média eevariancia unitaria), é
obtido o seguinte controlador

0,1972 —0,0013 —0,0255 | 0,0478
—22597 03273 —0,1233 | 0,6864
0,9628  0,9975 —0,6041 | —1,2034
—0,7895  0,0970  0,0096 | —0,3453

A.| Be
C. | D,

gue garante um custo de 0,4970, similar ao obtido no mellmetor apresentado em Yang et al.
(2005) mas com tempo de processamento de 1min34s, conabheeate inferior aos tempo menci-
onados em Yang et al. (2005). Todos os custos gararitidderam calculados com o procedimento
proposto de analise com precisao de 1%.

Em Yang et al. (2005) também é considerado o projeto de dadbres que minimizam o custo
'H .. deste mesmo sistema com formulagao de projeto semelhanteo @ocedimento mais simples
€ obtido o controlador que resulta no custo garantido detl,@p6s 3min5s de processamento. Com
procedimento mais complexo € obtido o controlador que garamcusto de 1,6849 apds 15min36s
de processamento. Com o procedimento de projeto proposteraasespecificacées informadas no
casoH,, € obtido o seguinte controlador

0,1883  0,1263 —0,0562 | 0,3557
—2,2281 0,330l —0,1866 | 1,1302
0,9900 1,0870 —1,0267 | —1,4483
—1,1182 —0,0258  0,0375 | 0,1969

A. | B,
C. | D,

gue garante um custo de 1,6843, similar ao obtido no mellmetprapresentado em Yang et al.
(2005), mas com tempo de processamento de apenas 47s. Eduostos garantido¥,, foram
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calculados com o procedimento proposto de andlise comsgiedie 1%.

6.4 Sintese de Controladores PID

6.4.1 Introducéo

Ao se tratar de controladores dinamicos por realimentagdsa@da é importante considerar o
controlador proporcional-integral-derivativo (PID). ©ntrolador PID continua nos dias de hoje a
configuracdo de controlador mais aplicada na industria.&3#®0% de todas as malhas de controle
na pratica utilizam controladores PID em uma extensa listaplicacfes: controle de processos,
acionamentos elétricos, automoéveis, aviagéo, instruagéntetc. (Astrom e Hagglund, 2001). Esta
larga aplicagéo é devida a sua simplicidade (apenas trémpaos de ajuste), eficiéncia na maioria
das aplicacdes industriais e a existéncia de um método amirsimples desenvolvido por John G.
Ziegler e Nathaniel B. Nichols em 1942. Desde 1942, variogyisadores tém buscado desenvolver
procedimentos de sintese para atender as necessidadeifieapee cada aplicacdo (auto-sintonia,
controle preditivo etc.) considerando objetivos e comigiete do algoritmo de sintonia completa-
mente diferentes (ver referéncias em Astrom e Hagglundl(200ma reviséo a respeito de contro-
lodores PID e métodos de sintonia é apresentada em Cominosre {2002). O método da resposta
ao degrau de Ziegler-Nichols é revisto e novas regras demsinsao desenvolvidas em Hang et al.
(1991) e Astrém e Hagglund (2004).

Apesar das varias técnicas de sintonia PID disponiveis gmthferentes aplicacdes e configu-
racdes de controladores PID, ainda é interessante pessqoigzs métodos que possam resultar em
melhor desempenho e que possam ser aplicados a uma classaelbraaigente de problemas, em
especial, sintese robusta multiobjetivo para tratar derses incertos representadas por modelos po-
litépicos ou com dependéncia afim de parametros. O desemaito de caracteriza¢des de custo
garantiddH,/ H., em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs) édanalternativas para
o desenvolvimento de procedimentos de sintonia PID paearsaplicados a sistemas incertos. Entre-
tanto, o controlador PID é um controlador por realimentadii@mica de saida, de ordem reduzida,
com restricdo de estrutura, cujo problema de sintonia éildifé ser representado por formulacdes
LMI. Formular o problema como controle por realimentacicaliela estatico resulta em restricoes
na forma desigualdade matriciais bilineares (BMIs). Em Thakai et al. (1996), a sintonia PID &
caracterizada como um problema de otimizacdo multiolyetd/realimentacao estética robusto, com
a equacéo de estados ampliada, sendo que formulacdes Lipk&adas para determinar os custos
garantidos resultantes. Em Huang e Wang (2000), o teoreiihatéonov para intervalos de plantas
€ explorado com o propésito de caracterizar todos os caivoés PID que estabilizam o sistema
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incerto. Em Ge et al. (2002), um método de projeto de comtonts PID robustos para sistemas
com modelos multiplos é desenvolvido pelo método LQR-LMIapawntrole por realimentacéo de
saida estética. Nesta secéo, sera desenvolvida uma gistizdéa aplicar o procedimento geral de
projeto, apresentado no Capitulo 5, para a sintonia PID.8esfrado, através de exemplos, que o
procedimento geral de projeto proposto pode ser aplicademtiemente para a sintonia robusta de
controladores PID, podendo apresentar melhores resaltao® outros métodos ja publicados para
lidar com 0 mesmo tipo de problema. Os resultados que seréseapiados na sequéncia também po-
dem ser encontrados em Gongalves, Palhares e Takahasbbf20Gongalves, Palhares e Takahashi
(2006c¢).

6.4.2 Formulacéo do Problema

Considere a configuracdo PID-ISA com dois-graus-de-litterdgpresentada na Figura 6.10 no
qual R(s) € o sinal de referéncid)(s) € o disturbio de cargd/(s) é o sinal de controle;’'(s) € a
saida do sistemarg s) € o ruido de medicdo. A lei de controle PID-ISA é dada por

Tis+1 Tys

0(6) = =ty (T ) 1) + ol

T:s

R(s) (6.19)

em quek, € o ganho proporciondl;; € o tempo da agéo integral (“reset timer),é o tempo da acéo
derivativa (“rate time”) e\ £ 1/p é uma constante do filtro de ruido que geralmente varia ergre 3
10 (Hang et al., 1991) cotv" = 10 sendo o valor tipico.

D(s) ¢
Gy(s)

+
YO ) :»é)«cﬂ»

pTd S+1
A Yy n(s)

O«

+

Figura 6.10: Diagrama de blocos da configuracédo PID-ISA.

A sintonia do controlador PID deve ter como objetivo obtsteshas com as seguintes caracte-
risticas: boa resposta de rastreamento, rejeicdo aokldcstile carga, pequena influéncia do ruido
de medicdo sobre os demais sinais do sistema, sinal de leootnm amplitude e taxa de variacéo
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limitadas e robustez em relacdo as incertezas do modelstexidiferentes formas de tratar estes
objetivos nas estratégias de sintonia PID. Por exemplgeig@e ao distlrbio de carga pode ser ob-
tida pela minimizacdo da norma da funcéo de transferéncimalima-fechada relacionando a saida
e o disturbio. As especificacdes em termos de respostattmaagpodem ser atendidas atraves de
posicionamento regional de pélos. Para obter um controRidrobusto, o método de sintonia PID
deve ter capacidade para lidar com sistemas incertos egpae®s por modelos politdpicos ou com
dependéncia afim de parametros.

Considere o vetor de entrada exdégenas definido coftp = [r(t), d(t), n(t)]* e o vetor de
saidas medidas definido com@) = [c(t) + n(t), r(¢)]*. O controlador PID-ISA pode ser descrito
pela seguinte realiza¢do: considerando as variaveis ddaest () e z.»(t) do diagrama de blocos
modificado apresentado na Figura 6.11:

1 1
o0 T T
A.| B.
K(s) = o L QL 0 (6.20)
Ce | De Py p*1y
1
k, k, —k, (1+—) k,
o - - - - - - -"-"-"-"-"=-"="="=-"~-~"=-"=-"=-"=-”~= |
1 K(s) I
: 1/p |« :
! ' n(s)
| *y XeolS) "y
| c2 1/p [ C(s)
: < pTd s+ :O‘T
U(s), K - I
<_|— p |
! + X _(s) EGS) y
! c1 1 1, !
R s TR
| T+ |
| |
| |

Figura 6.11: Diagrama de blocos modificado do PID-ISA.

O problema de sintonia PID robusta pode ser estabelecido:centontre os valores dg, 7; e
T, que minimizam os valores maximos das normas, e J, .., sujeitos &, > 0,7; > 0,7, > 0 e
\i(A(a, K)) € D,Vi,Va € Q.

A restricao de posicionamento regional de poélos é Gtil peapicontroladores 6tim@s,, podem

resultar em resposta de rastreamento lentas (Takahas$hil&xab).
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6.4.3 Exemplos llustrativos

Exemplo 6.8 Considere o sistema incerto a tempo continuo, apresentattuany e Wang (2000),
modelado pela funcao de transferéncia:

5,2(s +2)
s(83 4+ bgs? 4+ bys + by)

G(s) =

Os coeficientes do denominador da funcédo de transferénoi@ad precisamente conhecidos po-
dendo variar de acordo com o seguinte dominio de incert@za: {a = [by by bo]" € R3?

95 < by < 11,5, 12 < by < 15, 3,5 < by < 4,8}. Em Huang e Wang (2000), um controlador
PID classico robusto € projetado para garantir as margegam® e fase. A seguinte realizacédo €
considerada aqui com a definicdo das variaveis controladaseréscimos do disturbio de entrada,
Ga(s) = G(s), e do ruido de medicéo (ver Figura 6.10):

T 000 O T 0 104 O 10,4
To 1 0 0 —b To 0 52 0 5,2
T3 01 0 —=b T3 0 0 0 0
&4 00 1 by || x4 o 0o oft” 0
T
00O w1 i) 0
21 = + (%
000 O T3 wo
Ty
T
0001 X9 0 0 1
y = +
00 0O T3 1 00
Ty

O procedimento proposto de sintonia PID é aplicado para ebtentrolador PID-ISA que mi-
nimiza o custo garantid#(,, e posiciona os pélos na regido semi-plano Reé(a, K))) < —0,5,
Vi, Vo € €. O procedimento proposto obtép = 1,6910, T; = 3,2082 eT; = 0,5316 considerando
w; = 1 ewy, = 0,01. Os parametros PIB, = 3,1950, T; = 1,3975 e T,; = 0,2236, calculados pelo
método de resposta em frequéncia de Ziegler-Nichols s&idamados como condi¢des iniciais no
algoritmo de otimizacdo. O custo garantitiQ, é reduzido de,2467 para2,0082 ap0s 64s de pro-
cessamento. A Figura 6.12 apresenta as respostas tressitérsinal de saida para o controlador PID
obtido em (Huang e Wang, 2000) e o obtido pelo procedimeripgsto, para um degrau unitario
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emr(t), um degrau unitario negativo edt) iniciando em: = 15s e um ruido de medig&o aleatorio
variando na faixdn(t)| < 0,01. O controlador PID obtido pelo procedimento proposto agnts
melhor rejeicédo ao disturbio e € menos influenciado pelagao dos parametros incertos.

15

1.25F

Proposto (solido)

1 |
iy
[
_g i
‘G 0.75F
n
0.5 25
" ,,///%\/%\4
w;) Huang e
Wi’ Wang, 2000 (tracejado)
0.251 W
N/
0 L L L L L J
0 5 10 20 25 30

15
Tempo (S)

Figura 6.12: Resposta transitériagle) nos oito vértices do politopo (Ex. 6.8).

Exemplo 6.9 Considere o sistema com modelos multiplos apresentado emnab€2002) e também
considerado em Toscano (2005). Para uma faixa de operag@elesio obtidos trés modelos para

diferentes pontos de operacao:

0,04612
()= F 005157 219
0.04107
G _ )
2(5) = 57 2.6745 1 10,97
0,03707
Gs(s) =

52+ 0,01248s + 5,862

Em Ge et al. (2002), o controlador PID classico é projetada panimizar o custo LQR e posici-
onar os polos na intersec¢do das regides semi-plano e $eticocom angulo interno igual %zr:

D ={seC : Reals) < —1, 7 — [£(s)| < r}. Em Ge et al. (2002), os parametros PID sé&o
calculados como sendg = 516,6, T; = 0,2784 e T; = 0,6749. Em Toscano (2005), os parametros
PID séo calculados como senélp = 698,1, T; = 0,5259 e T; = 0,6197. No procedimento pro-
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posto, considerando um disturbio c@(s, o) = 500G (s, «v) e ruido de medic¢éo, os trés pontos de
operacéo sao tratados como os trés vértices do simplexd? representados por

[0 —22.19 ] [0 23.06 0 [ 0.04612 ]
Al = ’ ; Bw,l = ’ ) Bul = ’ ;
|1 9,251 | 0 0 0 ’ i 0 |
[0 —10,97 | [0 205350 0 | [ 0.04107 |
AQ - ’ 3 Bw2 == ’ ) Bu2 - ’ 3
|1 2,674 | ’ 0 00| ’ i 0 |
[0 —5,862 [0 18,5350 0 | [ 0,03707 |
A3 = ) w3 5 Bu,3 = )
|1 -0,01248 0 00| i 0 |

OUJl

Co1=0C,12=0C,13=
1,1 1,2 1,3 [ 0 0

0
) Dzul,l = Dzul,Q = Dzul,S = [ ] )

Wa

0 1 0 01
Cy1=0Cyo=0Cy3= v Dyw1=Dyyos=Dyys= .

O procedimento proposto de sintonia PID é aplicado parammimar 0 custo garantidd{., e
posicionar os polos na interseccdo do semi-plano(Reat —2,5 e do setor cbnico centrado na
origem com angulo interno igual® X;(A(a,K)) € D, Vi,Va € Q, D = {s € C : Reals) <
—2,5, |4£(s)] < ™= §}, Vi, Va € Q. O método da resposta ao degrau de Ziegler-Nichols resulta
nos parametrok, = 2,5209 x 103, T; = 0,25 e T; = 0,04. Partindo destes valores e considerando
wy; =1 ewy =6 x 1077, 0 procedimento proposto obtép = 2.518,4, T; = 0,5703 e T, = 0,1706.

A otimizacao reduz o custo garantidt,, de 408,37 paral,6706 apos 6,33s de processamento. As
resposta transitorias dos controladores PID obtidos coammaulacdo LMI em Ge et al. (2002), o
método em Toscano (2005) e o procedimento proposto saoceapadss na Figura 6.13 para um
degrau unitario em(t), um degrau unitario negativo edft) iniciando emt = 5s e um ruido de

medic&o aleatdrio na faixg(t)| < 0,01.
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Em Ge et al. (2002), também séo considerados trés pontosedecdp em uma regido instavel:

0,036
Gi(s) = )
1(8) = 02055 1 2.99%
0,026
Go(s) = ’
2(8) = T 5 5ams 0879
0,016
Gs(s) =

s2 —2,251s — 2,252

Os parametros do controlador PIB, = 804,6, T; = 1,3249 e T,; = 0,3930 séo calculados em Ge

et al. (2002). O procedimento geral de projeto propostcosidenando o posicionamento regional de
pélos na regid® = {s € C : Reals) < —2, |£(s)| < = — 27}, obtém os seguintes parametros:
k, = 2.518,1, T; = 0,8748 e T; = 0,2762. A otimizacao inicia a partir de um sistema em malha-
fechada instavel para obter ao final o custQ garantido igual a 1,9794 apos 16,45s de processa-
mento. As respostas transitérias dos controladores Plidashéem Ge et al. (2002) e pelo procedi-
mento proposto sao apresentadas na Figura 6.13 para as srasmdades anteriores.

1.25
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I
I
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O
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I
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O 1 1 1 Z\l é é 1 1 1 1\0
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Figura 6.13: Resposta transitoriagle) para os trés vértices (Ex. 6.9).

O controlador PID obtido pelo procedimento proposto apriesmelhor resposta de rastreamento

e melhor rejeicdo do distlrbio do que os controladores aptados em Ge et al. (2002) e Toscano
(2005).
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Figura 6.14: Respostas transitériagde para os trés vértices do politopo para os sistemas instaveis
em malha-aberta (Ex. 6.9).

6.5 Conclusodes

Foi demonstrado através de varios exemplos que o procettirgeral de projeto proposto é um
método eficaz para a sintese de controladores rob#istdsH.,,, com posicionamento regional de
polos, tanto por realimentacdo de estado como por realap@atestatica ou dinamica da saida, apli-
cado a sistemas lineares invariantes no tempo, com domditégico de incerteza, representados
por modelos politépicos ou por dependéncia afim de paramettbprocedimento proposto pode
tratar de sintese de controladores dinamicos com qualguendao e estrutura especificadas como,
por exemplo, controle descentralizado, controlador deranceduzida e controladores PID. A combi-
nacdo do procedimento de otimizacéo, considerando diegtiEnos parametros do controlador e um
namero finito de pontos do dominio infinito de incerteza, caali@acéo por meio de formulagdes de
andlise baseadas em LMIs resultam em controladores rabongnos conservadores que os obtidos
baseados puramente em formulacdes LMIs.

No caso do controle por realimentacédo de estado, consife@exemplos analisados, o pro-
cedimento geral de projeto proposto apresenta melhoraka@ss que as formulagdes LMI. Uma
segunda vantagem é a possibilidade de fornecer solucdesfagara problemas em que as formu-
lacBes baseadas em LMIs ndo séo factiveis.

O desenvolvimento do procedimento de projeto de controésdobustos por realimentacéao esta-
tica ou dindmica da saida é uma contribuicdo bastante ntéeuana vez que a maioria das formula-
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¢Oes existentes na literatura também consideram probléenatimizacdo nao convexos sem garantia
de convergéncia para o 6timo global.

O procedimento de projeto proposto também pode ser utilipada aprimorar resultados de pro-
jetos obtidos com estratégias mais simples, como ocorm@ugsacasos de projetos de controladores
PID. Para isso pode ser considerado um elipsdide inicial @@omvolume no algoritmo elipsoidal
gue resulta em convergéncia muito mais rapida.



Capitulo 7

Projeto de Filtros

7.1 Introducéao

O problema de projeto de filtros robustis/H.,, para sistemas com incertezas politopicas tem
sido tratado em varios artigos nos ultimos anos. A maioriaesératégias de projeto apresentadas é
baseada em problemas de otimizacdo com funcao objetivar leneestricbes na forma de LMIs. No
caso de sistemas continuos no tempo, formulacées parastade filtro, e H.., baseadas no con-
ceito de estabilidade quadratica, podem ser encontrad&eeomel (1999), Geromel e de Oliveira
(2001) e Jin e Park (2001); uma formulacdo generalizada ajetprde filtroH, é apresentada em
Palhares e Peres (2000a); uma formulacdo de projeto deHiltraom posicionamento regional de
polos é tratada em Palhares e Peres (1999) e formulactesibasm funcdes de Lyapunov depen-
dentes de parametros para o projeto de filltlgséao desenvolvidas em Tuan et al. (2001) e Barbosa
et al. (2005), sendo que o ultimo considera um parametrdagsadicional que deve ser pesquisado
para resultar em um menor conservadorismo da formulacéoadlnde sistemas discretos no tempo,
formulacdes baseadas em estabilidade quadratica parblemeaode projeto de filtrd{, e H., sao
apresentadas em Geromel et al. (1998); uma formulacdodmsea estabilidade quadratica para o
problema de projeto de filtri(/H ., misto pode ser obtida em Palhares e Peres (2001); uma formu-
lacéo de projeto de filtré{.,, com posicionamento regional de polos pode ser encontradabrares
e Peres (2000b); formulagbes baseadas em fungdes de Lyagependentes de parametros para o
projeto de filtrosH,; podem ser vistas em Shaked et al. (2001) e Geromel et al. \2Go2mulacdes
baseadas em funcdes de Lyapunov dependentes de paranatias grojeto de filtrog{, e H.,
com parametros livres adicionais (que precisam ser pestpsgara reduzir o conservadorismo), séo
apresentadas em Xie et al. (2004). Projetos de flits@om confiabilidade contra falhas de sensores,
para sistemas continuos ou discretos no tempo, podem &3 & Liu et al. (2003).

Mesmo considerando a facilidade de solugéo dos problenfa®p#o com formulacdes baseadas

143
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em LMls, é interessante desenvolver métodos alternativespgssibilitam: (i) verificar o grau de
conservadorismo das formulacfes de projeto baseadas en(iDNtatar de situacdes para as quais
0s problemas de otimizacdo com restri¢cdes tipo LMI ndo sé@dveas e (iii) evitar situacdes em que
os resultados obtidos pelos projetos baseados em LMI ngésegam desempenho satisfatério.

Este capitulo trata da aplicacdo do procedimento geral @etprapresentado no Capitulo 5 ao
projeto de filtros robustos{,/H., com posicionamento regional dos pdlos do filtro. Uma das van-
tagens do procedimento proposto é a possibilidade de dafestrutura desejada e a ordem para o
filtro a ser projetado.

Vérias consequéncias do procedimento proposto sdo espkraos exemplos apresentados na
Secdo 7.3, que revelam a flexibilidade e o desempenho supeiando comparado com métodos
existentes.

Parte dos resultados de projetos de filtros com o procedinakenprojeto geral proposto, apresen-
tados a seguir, também podem ser encontrados em Goncadllesr,d? e Takahashi (2006a).

7.2 Formulacao do Problema

Considere o sistema linear invariante no tempo descrito por

dz(m)] = Ax(r)+ Bu(r) + Ew(r)
y(t) = Cz(1)+ Dvu(r) + Fw(r) (7.1)
z(t) = Lax(r)

sendoz(7) € R™ o vetor de estado, com(0) = 0, y(7) € R™ o vetor de saidas medidagy) € R?
o vetor do sinal de saida a ser estimada, € R’ um vetor de entradas tipo ruido branco gaussiano
com média zero e covariancia e densidade espectral de pot&mhecidos e(7) € R? um vetor
de distarbios ndo nulo com energia limitada, ou sejas £,[0,00) para sinais continuos au €
l5[0, o) para sinais discretos. O operadft representa o operador derivada para sistemas continuos
no tempo ou o operador deslocamento no tempo para sistescastds e pode representar o tempo
continuot ou discretakT', senddl” o periodo de amostragemniec N.

As matrizes do sistema em (7.1) podem ser agrupadas na matriz

)
[I>
=~ Q>
© O W

E
F (7.2)
0

Considere que a matriZ ndo € precisamente conhecida, mas pertence a um conjuiédrjou
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convexo fechado, ou politopas € P. Como no caso de projeto de controladores, para modelos
politépicos, o conjuntd® € um politopo no espaco de matrizes definido pelo conjuntodastas

matrizes obtidas pela combinacdo convexa de 3euértices:

N
PA {S(e) L S(0) =) 6:S;, 0¢ QM} (7.3)
=1
sendo
Sz S Cz Dz E y = ]—7 7N (74)
L 0 0
0s Vértices do politopo e
(7.5)

N
QMé{GERN : 02207221,,]\[,28@:1}
i=1

No caso de sistemas dependentes de parametros, a fatdependente afim do vetor de para-

metros incertop = [py, ps, ... pa|’ € R%:

PE{S(p) : S(p)=So+p1S1+...+paSs, pe€Q} (7.6)

Se os parametros incertos variam entre valores limitesp.e [Qi’@]’ sendo;_oi ep, os valores
minimo e maximo da-ésimo parametro incerto, o vetppertence a um hiper-retangulo no espaco
d-dimensional:

Qpé{pG]Rd:Bigpigﬁi,izl,...,d} (7.7)

O dominiof2, também pode ser um politopo de formato qualquer se existiesinicdes adici-

onais sobre os parametros. A partir deste ponteera utilizado para representapu p e () para

representaf2,, ou(l,,.
O problema de filtragem consiste em gerar as estimatiyasdo sinalz(7) baseadas no vetor
y(7) de saidas medidas, conforme apresentado na Figura 7.1re@lrar esta tarefa € necessario

projetar um filtroF com a seguinte descri¢ao:
olz(r)] = Api(r)+ Byy(7), &

A1) = Cypi(r) + Dyy(7)

0)=0 (7.8)



7.2 Formulagéo do Problema 146
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Figura 7.1: Diagrama de blocos do problema de filtragem.

O sistema ampliad6 composto pelo modelo do sisterfige do filtro F pode ser descrito como:

S[z(1)] = Az(1) + Bu(r) + Bw(r) 7.9)
e(r) = CT(r) + Do(r) + Fu(r) '
sendaz(7) £ [27 (1) 27(7)]%, e(r) £ 2(1) — 2(1) €
- A 0 = B = E
BiC As | BfD |’ BF | (7.10)
C = |1-DCc ¢ |, D= [-DD], F = [-DsF),
com a imposi¢do dé& = —D;D = 0 no caso de ser considerado desempehhe@m sistemas

continuos no tempo.
As funcdes de transferéncia para os dois canais do sistempléadoe, para um dado modelo,

especificado patr, e um dado filtraF, sdo dadas por:
T..(a, F) = Ty(a, F) £ D+ C[\ — A 'B (7.11)

Tow(o, F) = Too(a, F) £ F+ C[MN — A|'E (7.12)

sendo que\ representa ou z no caso de sistemas a tempo continuo ou discreto, resperetita
(novamente, o significado da variavedica claro com o contexto).

O problema de projeto de filtro robust6, /H., consiste em obter a estimativé) do sinalz(t)
tal que o seguinte vetor de objetivos seja minimizado:

(7.13)
max |[Tew (o, F)]oo
1Y)

mase [ Teu 0, F)
F) = =
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Neste caso, o conjunto, definido na Secao 5.3, é o conjunto dos filtros que satisfazenastricbes
de posicionamento de pélos:
I £{F : XN4;) cD} (7.14)

sendoD a regido no plano complexo desejada para a localizacao ttwsgmfiltro.

7.3 Exemplos llustrativos

Os resultados obtidos com o procedimento proposto nos daemhystrativos apresentados a se-
guir adotam como critério de parada no algoritmo de otindinapne-elipsoidal = 0,001 e N. = 10,
a precisao nos célculos dos custegarantido dee = 0,001 e como critério de parada do procedi-
mento de projeta; = 0,1. Nestes exemplos, os cusths séo representados pelo custgarantido
ao quadradaj?, conforme outros trabalhos publicados nesta area.

Exemplo 7.1 Considere o0 seguinte sistema incerto a tempo continuo adalesm Geromel (1999),
Tuan et al. (2001), e Barbosa et al. (2005):

_ [0 —1+030 20

r(t) = E 05 ] x(t) + Lo ] v(t)
y(t) = :—100+106 100]x(t)+[0 1] 0(t)
A1) = :1 o}x(t)

cujo dominio de incerteza é especificado cofde: {a = [0 3] € R? : |o| < 1, |3| < 1}. Deseja-
se projetar filtros estritamente proprios de ordem comgletaluzida que minimizemii,, («, F)||2,
Ya € Q.

Em Geromel (1999) é apresentada uma formulacdo de projefittrderobusto#, de ordem
completa para sistemas continuos no tempo baseada em LMIfuogdo de Lyapunov fixa e em
Tuan et al. (2001) e Barbosa et al. (2005) sdo apresentadategits de projeto de filtro robustt,
com funcdes de Lyapunov dependentes de parametros. Em fTakif2901) € também apresentada
uma formulacgé&o para projeto de filtros de ordem reduzida.

Neste exemplo, a relacdo entre os elementos do vetor dezatiéu e as matrizes do filtro de 2
ordem é definida como

Ty T2 Ts

Af: ,Bf: ,Cf:[x7 :CB],Df:O

T3 T4 Te
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Neste exemplo sdo adotadas, no procedimento proposto,ndg@es iniciais equivalentes a
Ay = —1I, sendadt aordem do filtro5; e C'y com todos elementos iguais a )¢ = 100/;25. AS
funcdes de transferéncia dos filtros deo2dem calculados com o método apresentado em Geromel
(1999),F:(s), com o método apresentado em Tuan et al. (20B)s), com o método apresentado
em Barbosa et al. (2005f,5(s), € com 0 método proposta,,(s), S4o

—0,010742(s + 1,453)

Fal(s) = (s + 1,937)(s + 0,7119)
i -
Fol9) = oot 096
) = —0,35284(s + 1,49)

(s + 82,17)(s + 0,1648)

Para o computo do filtro de¢drdem pelo procedimento proposto foi necessario 43,7 8teswgo
de processamento.

As funcdes de transferéncia dos filtros deotdem calculadas com o método propost,(s),
apos 7,031s de tempo computacional, e com o método aprdgesrtaTuan et al. (2001)r,(s),
séo
—0,0089029 —0,0091873
s+ 0,5362 s+ 0,7297

Na formulacéo apresentada em Barbosa et al. (2005) € ndoesbasca de um parametro escalar
¢ que resulta no melhor desempenho. Neste exemplo, foiaddin método da secdo aurea com
0,01 < e < 30 e critério de parada quando a se¢éo de busca for mendr,@ueO filtro Fp(s)
€ obtido parae = 0,8794 ap0s47,2810s de tempo de processamento, superior ao requerido pelo
procedimento de projeto proposto.

A Tabela 7.1 compara os custts, 42 obtidos com os quatro métodos < oy, o7, € {1; 3,3}.

O método apresentado em Geromel (1999) obtém solucaodeapienas par@, < 1,6132, 0o método
apresentado em Tuan et al. (2001) obtém solu¢éo factivebpar 3,05, e parar;, = 10/3, o sistema

€ instavel (Barbosa et al., 2005). Os resultados de minid@da funcdo objetivo na sintese sédo
também apresentados para Geromel (1999), Tuan et al. (B@drposa et al. (2005), e representam
0 custo garantid@t, obtido.

As funcdes de transferéncia dos filtros dee® ordem, parar;, = 3,3, calculadas com o método
proposto, séo dadas por

Fpr(s) = Fre(s) =

0,22975

For S
pr(s) s + 28.26



7.3 Exemplos llustrativos 149

Tabela 7.1: Cust®t,, 62 (Ex. 7.1).

Método Filtro | o7 | 42 (sintese)| 62 (andlise)
Geromel (1999) 22 |1 5,278 3,013
Tuan et al. (2001) 24 1 2,381 2,245
Barbosa etal. (2005) 2¢ |1 2,188 2.141
Proposto 22 11 2,120 2,120
Tuan et al. (2001) 1 |1 3,001 2,910
Proposto 1@ 11 2,799 2,799
Geromel (1999) 22 | 3,3 | nao factivel

Tuan et al. (2001) 22 | 3,3 | néo factivel

Barbosa etal. (2005) 2¢ | 3,3| 31.876 28.826
Proposto 2¢ | 3,3 26,725 26,725
Proposto 12 | 3,3 29,413 29,413

0,30175(s + 0,4291)
(s + 49,7)(s + 0,2656)

Neste caso o tempo de processamento, de 311,813s, foi bemoswgn caso em que;, = 1.

Fp(s) =

O tempo de otimizacao é praticamente 0 mesmo, 0 aumento éodavitempo necessario para a
validacdo do cust@{,. Parac; = 1, 0 proprio custo garantido j& possui a precisdo requerila, a
passo que, para; = 3,3, sdo necessarias 144 iteragbes do algoritmo branch-amiihmara o
calculo do custd,.

Exemplo 7.2 Considere o sistema linear invariante no tempo, a temporaamt€om dois parametros
incertos, adaptado de de Oliveira et al. (2004a):

—2,02 0,16 +0 —0,60+ 3 1
i(t) = | —045—20 —185+8 059—3c |z(t)+ | 0 | v(t)
—0,19-38 097440  —0,57 0

y(t) = [o 0 1]:6(1%)

“41) - [; X 8]x<t>

sendo o dominio de incerteza dado p&r:= {a = [3 o]f € R* : |3] < 1, o] < 1}. O
objetivo de projeto € calcular um filtro estritamente prégrue minimizal|T.,(«, F)||2, Yo € Q.
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Neste caso, as formulagdes apresentadas em Geromel (1€99)wean et al. (2001) falham em obter
solucdes factiveis. Com a formulacéo apresentada em Barkaisé2905), é necessario realizar uma
pesquisa unidimensional para obter o melhor valor do pdararascalae. O problema de otimizagéo
é factivel apenas pafa< ¢ < 0,1. O melhor desempenho é obtido cem- 0,0212 que resulta no
limite superior de custo na sintese&l8692 e no valor de custe-garantiddH, ded? = 1,2218. As
funcdes de transferéncia do filtro sdo obtidas como sendo:

35477,9909(s — 4,322)(s + 1,329)
(s + 2,68 x 107)(s2 + 6,699s + 20,64)

f31(5> =

—19551,3248(s + 19,54) (s — 1,621)

a —
5208) = 7568 x 10°)(s2 + 6,6995 + 20,64)

Com o procedimento de projeto proposto, considerando aoels#l da formulacdo LMI para
calculo do custo garantidi,, e adotando condi¢des iniciaig com valores aleatorios com distri-
buicdo normal (média zero e variancia unitari@) @) = 10075, ap6s 1.431,8s ou 23 minutos e 52
segundos de processamento, sao obtidas as seguintessfdegdansferéncia para o filtro:

—199,8773(s + 2,321) (s + 0,459)
(s + 1,265)(s2 + 26,645 + 1166)

Fpi(s) =

100,6101(s2 — 0,3812s + 9,53)
(s 4 1,265)(s2 + 26,645 + 1166)

Fpa(s)

Este projeto garante o custb= 0,5168, que é cerca de 57,6% menor que o obtido com a formulacéo
apresentada em Barbosa et al. (2005).

Neste caso, como o pior caso da norfaocorre no interior do politopo, sdo necessarias quatro
iteracfes do procedimento, com a adicdo de trés pontos degso no conjunto finito considerado
na etapa de sintese, inicializado como o conjunto dos e8rtio politopd? e finalizado como sendo
Q= {[-1 =17, 1 —1%, 1 17, [-1 1]%, [0,3750 —0,0156]7, [1 —0,2188]T, [0,3281 0,0469]"'}.

A Figura 7.2 apresenta as superficies da nothao quadrado nas primeira, segunda e quarta
iteracOes do procedimento de projeto. Através desta figpassgivel verificar o funcionamento do
procedimento de projeto que, a cada iteracdo, busca realymao da superficie nas coordenadas
correspondentes aos vértices e aos pontos de pior casohtsd iteracdes anteriores. O efeito é
o de “suavizar” a superficie de forma gradativa. A Figuramdstra a evolucédo do custd, ao
guadrado com o numero de itera¢gdes, na qual é verificada argémcia do procedimento proposto.
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Figura 7.2: Evolucdo da superficie da norhfdaao quadrado (Ex. 7.2).
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CustoH,, §2

[

0.8

0.6

0.4l L L
Iteracdo

Figura 7.3: Evolucao do cusfd, (Ex. 7.2).

A Figura 7.4(a) apresenta a particdo do espaco de inceriekacalizacdo dos trés pontos adici-
onais no calculo do custd, na ultima iteracao.

1

0.8

0.6

0.4r

0.2

i i i i i i i i
-1 -08 -0.6 -04 -0.2 Q 02 04 06 08 1

Figura 7.4: Particdo do dominio de incerteza e localizag&ocdordenadas de pior caso de norma
Hs (Ex. 7.2).

Observe que tanto o filtro obtido com a formulagéo apresargad Barbosa et al. (2005) como
os filtros obtidos com o procedimento de projeto apresentenpdes de transferéncia de fase néo-
minima. Através do procedimento proposto é facil impor guéuacdes de transferéncia sejam de
fase minima por intermédio da introducao de restricbesd@uics sobre os zeros no problema de
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otimizagé&o auxiliar. As fungdes de transferéncia de fasémai sdo obtidas como:

—158,3148(s + 2,236)(s + 0,4624)

T _
1(s) (5 + 1,265)(s2 + 25,985 + 941,1)

75,1569(s* 4 0,01986s + 10,29)

Fals) = (s + 1,265)(s? + 25,985 + 941,1)

correspondendo & = 0,5195, valor similar ao obtido sem a restrigdo sobre os zeros do.filt

Exemplo 7.3 Considere o sistema incerto a tempo discreto, analisado eratXl. (2004), descrito
pelas seguintes matrizes:

0,6+005¢ 0,1 02+0,05 —03 —02+005c 0
0,05¢ 04 —03+005 02 01+005 0,1
0,3+0,05¢ —0,2 0,1+0,05 -0,1 0,05¢c —0,2
~0,140,05¢ 03 0,1+005 —03 0,1+0,05 0,05
0,1+0,05¢ 02 —01-+005 01 03+0,05 0,1
0,3+005¢ 0,1 —02+0,05 03 02+005 —0,3

T
B:[100010},C:[101000],

D:0,5,L:[100001},

cujo dominio de incerteza é um hiper-retangulo com 8 vé&tite= {a« = [a b ¢|T € R? : |a| < 5,

1b] < 3, |¢|] < 2}. O objetivo de projeto é obter filtros estritamente prépdesordem completa e
reduzida que minimizem o pior caso da norffia,(a, F)||2, Yo € €. Como condig8es iniciais do
algoritmo de otimizacaa;, € formado por nUmeros aleatorios com distribuicdo normat{enzero e
variancia unitaria) € = 10/,(,+2), para o projeto do filtro de ordein Neste exemplo, para reduzir
0 custo computacional, € considerado o célculo dos custog ee 0,01.

A Tabela 7.3 apresenta os custegarantidosH, ao quadradaj?, calculados com preciséo rela-
tiva de 1%, dos filtros obtidos com as formulag¢des apresastt Shaked et al. (2001), em Geromel
etal. (2002) e em Xie et al. (2004), todas com func¢des de Lyapdependentes de parametros, sendo
gue a ultima considera a busca de dois parametros escataieeeducao de conservadorismo, e dos
filtros de ordem completa e reduzidos calculados com o pnoesdo de projeto proposto. Observe
que o procedimento de andlise apresentado no Capitulo 4rprop® uma comparagcdo muito mais
justa do que a realizada em Xie et al. (2004) para este mesenopdox
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Tabela 7.2: Custok.,, 62 (Ex. 7.3).

Método Ordem do Filtro| CustoH., §?
Shaked et al. (2001) 62 2,06
Geromel et al. (2002 62 1,80
Xie et al. (2004) 62 1,31
Proposto 62 0,94
Proposto 5¢ 0,94
Proposto 44 0,94
Proposto 3 0,94
Proposto 24 1,01
Proposto 1e 1,04

Os filtros calculados com o procedimento de projeto propastardenk > 3 resultam no mesmo
custo’H,, sendo 54%, 48% e 28% menor do que 0s custos obtidos pelasldgdes apresentadas
em Shaked et al. (2001), em Geromel et al. (2002) e em Xie @Q04), respectivamente. A titulo de
ilustracdo, as funcdes de transferéncia dos filtros de oodenpleta e de terceira ordem calculadas
pelo procedimento de projeto proposto sdo dadas por:

1,0263(z — 0,7741)(z + 0,7283)(z — 0,2053)(22 + 0,48842 + 0,1063)

f
o(2) (z — 0,8423)(z + 0,6364) (22 — 0,1047z + 0,0215)(22 + 0,6921z + 0,2428)

1,0227(z — 0,8156)(z + 0,5411)
(z — 0,8677)(22 40,7243z + 0,2075)

fg(z) =

A Figura 7.5 apresenta a particéo final do dominio de incartezalculo do cust#(/, para o filtro
de 12 ordem apos 13 iteracdes do procedimento de andlise de deskogpresentado no Capitulo 4.

Como exemplo de posicionamento regional de pélos, consmgmjeto do filtro de terceira
ordem com a restricdo adicional de que os poélos do filtroastépcalizados no semi-plano direito
dentro do disco de raio 0,8 e centrado na origém= {2z € C : Realz) > 0, |z| < 0,8}. A funcéo
de transferéncia do filtro calculada neste caso é dada por:

1,0472(z — 0,6881)(z — 0,253)

f p—
(2) (z — 0,7962)(22 — 0,007812z + 0,0908)

que resulta em? = 0,94, igual ao obtido sem a restrigdo de posicionamento regimpblos.
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Figura 7.5: Particdo final do dominio de incerteza no caldolousto, (Ex. 7.3).

Exemplo 7.4 Considere o seguinte sistema incerto discreto no tempaltragm Palhares e Peres

(2001):
0 0,8 0 —0,45
(k1) = [ 12-0 05 ] R ] v(k) + [ 0,35 ] wik)
y(k) = 035+08 —0,65 ] 2(k) + 1,30(k) + 0,4w(k)
(k) = 02 0 } (k)

sendo o dominio de incertezadado gor= {a =0 BT €eR? : 0<0 <05, 0< B <1}

O objetivo de projeto € obter um filtro estritamente propeooddem completa que minimiza o
pior caso da normd7,,(«, F)||» e que garanta que o pior caso da notfia,(«, F)|l. Seja menor
quey = 2, Va € (.

A Tabela 7.3 apresenta os resultados de projeto para a gL MI baseada em estabilidade
quadratica, como apresentado em Palhares e Peres (20ai3, @ grocedimento proposto. Os resul-
tados do procedimento proposto foram obtidos com as coesligiciais equivalentes.a; = 0,915,

By e C'y com todos os elementos iguais a L)g = 100/5. Neste caso, o procedimento proposto
obtém um resultado 24% menor do que a formulacao LMI.
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Tabela 7.3: Custo#ls, 62 (Ex. 7.4).

Método Palhares e Peres (200[LProposto
CustoH,, §? 0,0871 0,0666
CustoH ., 7. 1,5157 1,4169

As matrizes do filtro calculadas com o procedimento proppatay = 2 sdo

0,3080  0,5976 0,2548
Af p— 5 Bf p—
~0,9214 —0,2979 0,1170

O = [ —0,1196 0,3225 }

Para este exemplo, o procedimento proposto obtém solugéigeiis paray > 1,39 enquanto a
formulacao LMI é factivel apenas paya> 1,90.

7.4 Conclusodes

Neste capitulo, o procedimento geral de projeto propostotiizado para sintese de filtros ro-
bustosH,/H.,, com posicionamento regional de poélos, para sistemagdéaéavariantes no tempo,
a tempo continuo ou discreto, com dominios politopicos derteza. A sintese por intermédio de
otimizacao realizada diretamente no espaco dos paranutrfiéro, reduz o conservadorismo que
aparece nas formulagfes baseadas em LMIs. Além disso, edinoento proposto permite incluir
restricbes adicionais sobre a estrutura do filtro. Um exenmpéressante desta flexibilidade de pro-
jeto é considerar restricbes sobre os zeros das fung¢deargdetréncia do filtro de modo a garantir
filtros de fase minima. Tais restricdes séo dificeis de sénaadas por formulagcées LMI.

Considerando os exemplos analisados, o procedimento de@uodjtém resultados melhores ou
iguais aos dos procedimentos baseados em LMIs além de tgraaidade de obter solucbes para
problemas em que as formula¢des LMI ndo séo factiveis.



Capitulo 8

Reducao de Modelos

8.1 Introducéao

Aproximacéao de sistemas complexos de alta ordem por modelbsixa ordem mais simples é
um dos problemas fundamentais da teoria de sistemas lnesmecendo ainda a atencéo de varios
pesquisadores. Sefa(\) um sistema linear invariante no tempo estavel de ordeoom A repre-
sentandos ou z em caso de sistemas a tempo continuo ou discreto, respeetite. Nesta tese, 0
problema de redug&o de modelos é obter uma aproxim@g@g de ordemr, comr < n, de modo
que uma norma do erro de reducad,E()\)|,, comE()\) £ G()\) — G,()\), seja minimizada. O
termo ordem é empregado como sendo a dimenséao do vetor de dstaealizacdo minima (reali-

zacao controlavel e observavel) @¢\), também conhecido como grau de McMillan. A escolha da
norma depende da aplicacdo, podendo ser consideradagepgple, as normas(,, e/ouHs;.

No caso de sistemas precisamente conhecidos, os métodosanhecidos de reducéo de mode-
los sdo os métodos de reducao balanceada (Moore, 1981) dwigioepela aproximacao da norma
de Hankel 6tima (Glover, 1984), ambas aplicadas sobre met@elanceados. Outra possibilidade de
reducdo de modelos € a minimizagdo da norma do erro de redogéimlerando problemas de otimi-
zacao baseados em desigualdades matriciais lineares)(eM&ndendo resultados ja conhecidos na
area de sintese de controladores (Helmersson, 1994). Gmalle reducédo de modelos é similar
ao problema de sintese de controladores dindmicos de oethmida que resulta em formulacdes
nao convexas em termos de desigualdades matriciais bémé€BMIs). Em Grigoriadis (1995) é
apresentado um algoritmo iterativo para a minimizacéo daa®{., do erro de reducao de sistemas
lineares a tempo continuo e discreto. Em Geromel et al. j20prbblema de reducdo de modélq,

e H, de sistemas discretos no tempo em termos de BMIs é transforemadim problema sub-6timo,
baseado em LMIs, através da fixacao de parte das variaveasi@wicom isso a necessidade de um
procedimento iterativo. De forma semelhante, em EbiharagiWwhra (2004b) é apresentada uma

157
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formulacdo convexa baseada em LMIs para o problema de redticade sistemas continuos no
tempo, no qual uma matriz é fixada para tornar o problema gonebdtendo resultados relacionados
com os obtidos pelo método de aproximacao da norma de Hatikel.d mesmo problema é resol-
vido por estratégia semelhante em Geromel et al. (2005). Bnm& (2005) o problema de reducéo
de modelos, com critérit(,, para sistemas a tempo continuo e discreto, é resolvidonp&tiodo de
projecdes alternadas, apresentando uma discusséao sataeesobre a escolha da condicao inicial no
algoritmo de otimizagdo. Mais informagdes sobre reduc&maldelos conhecidos, baseada em for-
mulacdes balanceadas, podem ser encontradas em Gugertiowaa (2000), Gugercin e Antoulas
(2004) e em suas referéncias.

No caso de sistemas incertos, alguns trabalhos recenteseapam formulacdes para obtencao
de modelos reduzidos fixos. Uma das estratégias utilizadageéeralizacdo do método de reducdo
balanceada para tratar de sistemas incertos como, por kxeanpBeck et al. (1996) que apresenta
um método baseado na solucéo de um par de LMIs acopladasefpeobdo convexo) para lidar com
modelos por transformacéao fracional linear (LFT). Em Agsine Peres (1999) também é apresen-
tado um método para obter um modelo reduzido fixo em que ograbtle otimizacdo é novamente
formulado em termos de restricbes LMIs acopladas, exigumdalgoritmo iterativo, que pode ser
aplicado a sistemas discretos no tempo com incertezagpolts. Em Trofino e Coutinho (2004)
é tratado o problema de reducdo de modelos com critériosimalmade’, e H.,, considerando
sistemas continuos lineares invariantes no tempo, comImpadétopico, sendo apresentadas for-
mulacdes baseadas em LMIs nas quais o0 modelo aproximadadei® aompleta é formatado de tal
modo que possa ser isolado o modelo reduzido com a ordenadasegra isso sendo necessaria a
escolha de uma matriz ndo singular arbitraria. Em Haleviak&dh (2004) é considerada uma abor-
dagem similar para o critérifls, porém incluindo dois parametros escalares de sintoniaeuem
ser pesquisados para gerar o resultado menos conservaday.ptbblema importante é a obtencéo
de modelos reduzidos que reproduzem o modelo de incertez&latevi et al. (1997) é considerado
o problema de obter modelos reduzidos dependentes de pesénp®rém, ao invés de dependéncia
afim de parametros € considerada uma dependéncia néo loepametros. Em Dolgin e Zeheb
(2004) é apresentado um método de aproximacao por modeledda porém limitado a sistemas
incertos discretos no tempo monovariaveis (SISO) nos guaiserteza aparece sobre o0s coeficientes
do modelo por resposta ao impulso finita (FIR). Em Wu (1996)réssgmtado um procedimento para
calculo de modelos reduzidos politopicos de sistemasipidios lineares a tempo continuo, conside-
rando como critério de otimalidade o custo garanfitlg do erro de reducéo, baseado no método de
projecdes alternadas. Em Wu e Jaramillo (2002) € abordadssmmproblema s6 que considerando
um procedimento baseado no algoritmo de complementaratadene.

Neste capitulo, o procedimento geral de projeto sera ajgiaa problema de reducao de modelos
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com aproximacao por modelos reduzidos fixos, politépicosam dependéncia afim de parametros.

8.2 Reducéao de Modelos Balanceada

As formas mais classicas de reducédo de modelos sao baseadasdelos balanceados. Consi-
dere o sistema linear invariante no tempo, estavel, de graod/lillan n, representado por

A|B
C|D

sendoA € R, B € R™?, C € R™", D € R, X representande ou z e ¢[-] denotando
o operador derivada)[x(t)] = dx(t)/dt, ou o operador deslocamentiz(t)] = z(t + 1), para
sistemas a tempo continuo ou discreto, respectivamente.

Os gramianos de controlabilidade e observabiliddtie; PT = 0 e Q = Q7 = 0, respectiva-
mente, podem ser calculados como sendo as solucdes dastss@uajuacdes de Lyapunov:

dz(t)] = Ax(t) + Bw(t)

G\ =
y(t) = Cxz(t) + Dw(t)

(8.1)

AP+ PAT + BBT =0 (8.2)

ATQ+QA+CTC =0 (8.3)

no caso de sistemas a tempo continuo e
APAT — P+ BBT =0 (8.4)

ATQA—Q+CTC =0 (8.5)

no caso de sistemas a tempo discreto.
SeG()) é controlavel e observavel, uma realizagéo balanceadd Xleé uma realizagdo em que
os gramianos de controlabilidade e observabilidade s@&sguuma matriz diagonal:

oL, 0 ... 0 ]
0 I,
P=Q=x2 > . (8.6)

sendoo; > o9 > ... > o5 > 0 0s valores singulares de Hankel @é\) com multiplicidadesn;
tais quer:1 m; = n. Os valores singulares de Hankel sdo definidos com8 /\;(PQ), i =
1,...,k, ndo sendo alterados por uma transformacéao de similaritaties valores informam o peso
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da influéncia de cada variavel de estado da realizacédo lealdasobre a relacdo entrada-saida de
G(A). Deste modo, uma forma de redugdo de modelo é descartariageigde estado associadas
aos menores valores singulares de Hankel (Moore, 1981).

Considere a seguinte particdo da realizacdo balanceadéxer = [z 2217, tal que:

All A12 Bl
G()‘) = A21 A22 BQ (87)

i G| D
e a respectiva particdo do gramiank: = diag(¥, %), com ¥, = diagoil,,,...,0:0,.) €
Yo £ diagosi1lm..ss- - Oklm, ), SENdOT, < 0,4 1. A eliminagédo das variaveis de estade$t),

menos significativas na relacéo entrada-saida de G(s),seodieita por dois modos diferentes: trun-
camento ou residualizacao (Skogestad e Postlethwait6).186 truncamento, o modelo reduzido de
ordemr = Y7 m,;, G,()), é obtido eliminando diretamente as variaveisio modelo balanceado
particionado dado por (8.7):

A,
Cr

B,
D,

An ‘ By

Gr<)‘) = Cl ‘ D

(8.8)

comA, € R™", B, e R"™*P, C, € R?*", D, € R7*P,

Na residualizac¢éo, considera-se nula a variagéo, (tg, ou sejaj|x»(t)] = 0, e a equacao resul-
tante é resolvida para, (t) de modo a obter as matrizes do modelo reduzido assumindal.gue
nao singular:

A, 2 Ay — ApAG Ay (8.9)
B, 2 B, — Aj3A3'B, (8.10)
C, 2 C1 — CyAy Ay (8.11)
D, = D — CyA5,) By (8.12)

Em ambos os casos de reducéo balanceada pode ser provado que

HG<)‘) - GT(/\)HOO < 2(0-r+1 + Or42 +...+ Uk) (813)

As diferenca entre as duas formas de reducdo balanceadaoémuneamento garante 0 mesmo
ganho em altas-frequéncias(oc) = G, (c0) = D, ao passo que a residualizagdo garante 0 mesmo
ganho em regime estacionar®0) = D — CA™'B = G,(0) = D, — C, A ' B,.
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8.3 Reducéao de Modelos Incertos

Neste trabalho, o objetivo € apresentar uma estratégialdede de modelos incertos em que as
matrizes do sistema dado por (8.1) ndo sao precisamenteadahl. No caso de modelos politdpicos,
as matrizes do sistema pertencem a um dominio convexo fecbadoolitopo, que é obtido pela
combinacdo convexa de seus vértices:

N
G(\0) =) 6,G; (8.14)

Ci | D;

0 conjunto deN vértices conhecidos@ = [, ...0x]" € Q,, 0 vetor de coordenadas do politopo,
sendof?,, definido como

sendo

L

(8.15)

%

N
QMé{Q:0i>0,i:1,...,N,Zei:1} (8.16)
=1

No caso de modelos com dependéncia afim de um vetor de pao&ritetertop = [p; ... p4)7,

sendo que, varia entre valores ml’nimgi, e maximop,;, conhecidos, as matrizes do sistema podem
ser calculadas como

d
G\ p) =Go+ Y _ pGi (8.17)
=1

sendoG;,i=0,...,d, como em (8.15), as matrizes que definem a dependéncia afipatlrsetros
incertos.

Neste casoy € (2, senda2, um politopo na forma de um hiper-retédngulo, definido pelalmem
nacéo dos valores extremos dos parametros incertos, oulitappale formato qualquer se existirem
restricdes lineares adicionais sobre os parametros ascert

O modelo reduzido pode ser um modelo fixo ou um modelo inceréorgproduz a estrutura do
modelo incerto original. No caso de modelos politopicos,calefo reduzido incerto € dado por

N

G,(\0) & >

i=1

(8.18)

sendo(A4,,, B,,, C.., D,.),i = 1,..., N, os vértices do politopo a ser determinado pelo procedi-
mento de projeto é € Q.
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No caso de modelos com dependéncia afim de parametros, oamedekido incerto é dado por

Ay | Bry A, | By,
Cr | Dry Cr, | Dr,

sendo(4,,, B,,, Cy,, D,,),i = 0,...,d, as matrizes que caracterizam a dependéncia afim dos
parametros incertos a serem determinadas pelo procedimemrojeto.

d

+Zpi

i=1

Gr(\p) = (8.19)

8.4 Procedimento de Projeto

Nesta secédo é descrito como o procedimento geral de prayeto ger aplicado ao problema de
reducéo de modelo. Considere queepresentd ou p e (2 representdl,, ou €2,,. Definal2 como
o conjunto finito de pontos do dominio de incerteza politdpiicializado como o conjunto dos
vértices de:
Q 2 Vert() (8.20)

SejaE(\) = G()\) — G,()\) o erro de redugdo de modelo dado por:
B

: (8.21)
D—D,

0
A,
—C,

E()) =

Sy

Qo =

A partir deste ponto, os argumentd®/oua poderdo ser omitidos por conveniéncia. Considere
0s pontos de “pior caso” no conjunto finito de porﬁNbsjado um modelo reduzids,.:

Vp.e. = max || E(a)||o
~ acld (8.22)
Ope. = max || E(a)l2

ae

e 0s pontos de “pior caso” em todo o politopo:

Tp.e. = MaxX || E(@) |0
ae (8.23)
Ope. = max | E(a)]]2

com suas correspondente coordenadas

Q(oo) = argmax || E(a)| s
ach (8.24)
() = argmax || E(a)]
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Defina agora o conjunto de modelos reduzidos robustametéteces
r2 {GT@ MA@ CD, i=1,....rVae Q} (8.25)

sendoD C C aregido semi-plano esquerdo ou o disco centrado na origgaialanitario em caso
de sistemas a tempo continuo ou discreto, respectivamente.

Sera utilizado o seguinte problema auxiliar definido por:
Problema Auxiliar: Dado os escalares; > 0, A\, > 0, A\ + A2 = 1,¢; > 0 eey, > 0, €encontre o
modelo reduzidd-}, tal que:

G, = argmin max(Ai[|E(a) [l + A2l E(a)]l2)
ac 0
G.cT

[E(a)][e < €
[E()]l2 < €

sujeito a:

O procedimento de projeto apresentado a seguir é adaptagoodedimento geral de projeto
apresentado no Capitulo 5. O procedimento finaliza quandstasl restricdes sdo atendidas e néo
existe possibilidade de reduzir a funcao objetivo pelossinéo de novos pontos, 0 que é verificado
por um indice de precisao relativa Como no procedimento geral de projetpe d. representam os
custos:=-garantidosH.,, e H,, respectivamente.

Procedimento de Projeto

Passo 1. Inicializei < 0,
Qo «— Vert(Q).

Passo 2. i« i+ 1,Q; «— Q,;_1.
Passo 3. Resolva o problema auxiliar para encontigre 5, .. €/oud, ..

Passo 4. Se (\; > 0 oue; < oo) entdo calculey., v,... € ) paraG;.

Se o) & §~2i entdo se §; > 0 € (Vpe — Vpe)/Vpe. > €53 OU Y. > €, entéo

Passo 5. Se (\; > 0 oue; < o) entao calcul@,, ... €« paraG;.
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Seap ¢ O entdo se fo > 0 € (Bpe — 0pe)/0pe > &5 } OU 6. > €, entdo
ﬁi — QZU(X(Q)

Passo 6. Sef); # ();_; va para o passo 2. Caso contrario, fim.

8.5 Exemplos llustrativos

Os resultados apresentados nos exemplos a seguir foranutaaiop através do LMI Control
Toolbox para MATLABR em um computador com processador de 2.8Ghz e 1Gb de memodria RAM

Exemplo 8.1 Considere o sistema incerto, linear invariante no tempan@aecontinuo (Wu, 1996;
Wu e Jaramillo, 2002; Trofino e Coutinho, 2004):

-2 3 -1 1]=25 by —12 ]
0 -1 1 0| 1,3 -1 1
0 0 ay 12| 16 2 0

G(s,p) = 0O 0 0 —-4|,-34 0,1 2

—25 13 16 —34 0 0 0

0
0

0 -1 2 01| 0
| 12 1 0 2] 0

em quep = [azz bia]” € Q,, sendo?, = {p € R? : —3,5 < azgz < —2,5, —0,5 < by < 0,5}

O problema considerado € calcular um modelo reduzido*dedem que minimize o pior caso de
normaH., do erro de redug¢édo no dominio de incerteza. Em Trofino e Cau(2004) é relatado que
foi obtido o limitantey. , = 5,54 para um modelo reduzido dé @rdem fixo. Os procedimentos de
aproximacao baseados no método de projecdes alternadas4®d) e no algoritmo de complemen-
taridade do cone (Wu e Jaramillo, 2002) calculam modelogzidds politépicos que resultam em
Ve.g. = 3,79 €74 = 3,67, respectivamente.

O procedimento proposto € aplicado para calcular os modetheidos de 2ordem fixo e com
dependéncia afim de parametros. Sao utilizados como cawsigitiais 0 modelo reduzido obtido
pelo truncamento do modelo balancead®g = 10/,;. S&o adotados os critérios de parada do
algoritmo cone-elipsoidat, = 0,01 e N, = 10 e do algoritmo BnBg = 0,01. No caso do modelo
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reduzido fixo, apds 8 minutos e 46 segundos de processamehtilé:

—1,1062 —1,3692 | —2,4644 09103  2,5686 ]
0,6334 —0,4245| 0,1724 —0,5937  0,8357
24290  0,0377 | 3,1647  0,0607 —0,4967
27042  1,0050 | 0,1718  0,4603 —0,6666
12101 0,0083 | 0,3425 —0,2217  0,4432 |

que resulta em, = 3,24, inferior aos resultados obtidos com as formulacdes baseah LMIs,

mesmo comparado com os modelos reduzidos politopicos. i#ig.1 apresenta o diagrama de
valores singulares maximos @#&s, p) para 0s quatro vértices do politopo.

w
(<2}
T

w
>
T

w
N
T

Valores singulares maximos

3.8

w
T

N
oo
T

I
-1

10°, 10
Frequéncia (rad/s)

I I
0 1

10

10

Figura 8.1: Diagramas de valores singulares maximog&'@ep) do modelo reduzido fixo para os
vértices do politopo (Ex. 8.1).

No caso do modelo reduzido dependente de parametrosgpatas0/7;, apos 24 minutos e 39
segundos de processamento é obtido:

[ —0,7961 —1,0070 | —3,3200  1,2579  2,8928
0,6251 —0,1640 | 0,5037 —0,5529  0,7351
3,3810  0,4994 | 4,8763 —0,0235 —0,7463
2,7028  1,0227 | —0,3917  0,5720 —0,7653

| 14950  0,2076| 0,9797 —0,3661  0,6494
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0,0540  0,0728 | —0,4728  0,0390  0,2890 |
0,0116  0,1255| 0,2360 —0,0718 —0,0836
+aszs | 03006 0,1822| 0,7158 —0,0568 —0,0849
—0,1343 —0,0159 | —0,2320  0,1559 —0,1008
0,0681  0,0599 | 0,2629 —0,0485  0,0364 |

[ —0,0377  0,0452 | —0,0150 —0,1038  0,0063 |
—0,0058  0,0479 | —0,0037 —0,0140 —0,0008
+bia | —0,0947 —0,0075 | —0,0068 —0,0649 —0,0315
—0,0016  0,0388 | —0,0327 —0,0333 —0,0094
| —0,0343  0,0078 | 0,0209 —0,0180 —0,0051 |

que resulta em,. = 3,19, que é apenas 1,6% maior do que o limite inferior estabelquédo Te-
orema 2 apresentado em (Wu, 1996) e (Wu e Jaramillo, 20023,068lmenor do que o melhor
resultado relatado em (Wu e Jaramillo, 2002). A Figura 8r2semta o diagrama de valores singula-
res deE(s, p) para os quatro vértices do politopo que pode ser comparad@sd-iguras 1 e 2 em
Wu e Jaramillo (2002).

w
©

w
o
Il

w
»
T
Il

w
N
T
L

Valores singulares maximos
N
) w

N
(=2
T

INg
N
T
Il

10° 107 100 10°, 10" 10° 10
Frequéncia (rad/s)

Figura 8.2: Diagramas de valores singulares maximas(dep) do modelo reduzido dependente de
parametros para os vértices do politopo (Ex. 8.1).

Exemplo 8.2 Considere o seguinte sistema incerto, linear invarianteengo, a tempo discreto,
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apresentado em Assuncéo e Peres (1999):

[ 0,150 0,340 +p; 0,0315 |1 ]
1 0 0 0
G(z,p) = 0 1 0 0
0 1 —02+4+py |0

| 0,50 0,80 0 0

comp = [p1 po]” € Q, senddd, = {p € R? : |pi[ < 0,2, |po < 0,1}

Os valores singulares de Hankel do sistema nomjnat(p, = 0) sdoo; = 2,0241, 0, = 1,2414
eos = 0,1576. Considere o problema de reduzir o modelo incerto de ordem&8ypa modelo de
ordem 2 minimizando a norn¥,, parap € €2,. Com o algoritmo B apresentado em Assungéo e
Peres (1999), o valor dg , € reduzido de,4944 (reducéo balanceada) pdra@616 (4,9dBs). Com o
procedimento de projeto proposto, apos 18s de processanéenibtido o seguinte modelo reduzido
fixo

0,7249 —0,2342 | —1,0576
0,3352 —0,7032 | 0,6546
—0,5161 —0,6504 | 0,0832
—0,8833 —0,3449 | 0,0239

G.(2) =

que resulta em. = 1,76, que é similar ao anterior. Projetando um modelo reduzidoadependéncia
afim de parametros, € obtido o seguinte modelo, ap6s 9 mirutésegundos de processamento:

[ 0,7651 —0,2780 | —0,9028 |
0,4187 —0,7148 | 0,6217
Gr<z7p) =
—0,4284 —0,7022 | —0,0065
| —0,7558 —0,2380 | 0,0044 |
[ 05747 0,2868 | 0,0952 |
—0,2406 —0,3133 | —0,0185
+ A
0,2025  0,0244 | 0,0142
| —0,0248  0,0516 | —0,0269 |

0,0649 0,0085 | —0,0261
0,0091 0,1376 | —0,0666
—0,1344 0,0456 | 0,0142
0,0467 0,0252 | —0,0134
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que resulta em. = 0,26 (—11,8dBs), que é 85% menor do que o valor obtido pelos modelos reduzi
dos fixos. A Figura 8.3 compara os diagramas de valores siregutieF’ (2, p) obtidos com o modelo
reduzido fixo e o0 modelo reduzido dependente de parametits og quatro vértices do politopo. E
verificado que o modelo reduzido fixo pode amplificar o efeéedtrada sobre o erro para determi-
nada faixa de freqiéncias ao passo que o modelo reduzidadkge de parametros sempre atenua
o efeito da entrada em todas as faixas de frequéncia e para todl,.

A Figura 8.4 mostra as respostas ao impulso do modelo ofignalelo fixo de segunda ordem
(Assuncdo e Peres, 1999), e o modelo incerto de segunda,godesp = [0,2 0,1]7, que mostra a
melhor aproximac&o do modelo reduzido incerto comparadixa.o

o

Valores Singulares (dB)

-20

-25
10

-2 1 0

10~
Frequéncia (rad/s)

Figura 8.3: Diagramas de valores singularesfde, p) com o modelo reduzido fixo (tracejado) e
modelo reduzido incerto (linha sélida) para os vérticesaliqpo (Ex. 8.2).

Os resultados obtidos com uma Unica iteracao do procedirpenposto utilizam como condicbes
iniciais o modelo reduzido obtido pelo truncamento do motk@lanceado €, = I,,. S4o adotados
os critérios de parada do algoritmo cone-elipsoidal,0,01 e N, = 10 e do algoritmo BnBg = 0,01.

Exemplo 8.3 Considere o sistema discreto no tempo ¢éer@em, com incerteza politopicaz) =
a1G1(2) + aaGo(2), a = [a; as]” € Q, sendod; = diag(0,5, 0,55, 0,6, ...,0,85), Ay igual a uma
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Figura 8.4: Respostas ao impulso do modelo original (linhdili@da), modelo fixo de ordem redu-
zida (linha tracejada), e modelo incerto de ordem redufiidea(soélida) para = [0,2 0,1]7 (Ex. 8.2).

matriz bloco diagonal:

0 02 0 ... 0

0,2 0 '

A=A+ | 0 0

0 02
0 0 02 0 |

e as demais matrizes sao fixas:

T

R I

C1:CQI[1 1] e DlzDQZ[OO]

O modelo “nominal”, dado par = [0,5 0,5]7, apresenta os seguintes quatro maiores valores sin-
gulares de Hankel: 11,5543; 2,9482; 0,2377 e 0,0709. Eates=g indicam que modelos reduzidos
de ¥ ou 2 ordem produzem uma boa aproximacao. Neste exemplo sédaleoasas aproximagoes
de 2t ordem e minimizac&o da normié,, do erro de reducao parac ().

O modelo reduzido balanceado considerando o modelo “ndhges um valor baixo de norma,
|E(2)]|l« = 0,4441, porém, considerando todo o politopo é obtigo = 7,0637. Para o procedi-
mento proposto, sdo adotados como condic¢des iniciais olmoelduzido obtido pelo truncamento
do modelo balanceado(g, = I;, e como critérios de parada do algoritmo cone-elipsoidal 0,01
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e N. = 5, e do algoritmo BnBg = 0,01. ApGs 22s de processamento, € obtido o seguinte modelo

reduzido fixo
0,6985 0,2777 | —1,2923 —1,9760

G,(z) = | —0,0698 0,5281 | 0,9764 —0,4889
—2,3635 0,8454‘ 0,1782  0,0374

que resulta emy, . = 5,79 que é similar ao valob,82 obtido pelo algoritmo B em Assungéo e
Peres (1999). Projetando um modelo reduzido politopicttéle, apos 14m58s de processamento,
0 modelo reduzid@-,(z, o) = a1G,1 + aG,, SENdO

0,7466 0,0746 | —1,3406 —1,8109 |
G = 0,0796 0,7758 | 1,0135 —0,3597
| —2,2779 0,7934 | 0,1189  0,0584 |

0,7153 0,3622 | —1,2202 —1,9234 |
Gpo= | —0,0876 0,7616 | 1,0298 —0,6619
| —2,3653 0,7753| 0,1270 —0,0154 |

que resulta emy, . = 0,47, que é 92% menor que o resultado obtido com o modelo reduzdo fi
calculado com o algoritmo B em Assuncéo e Peres (1999).

Este exemplo é interessante porque ele requer duas iterdgg@ocedimento de projeto. Na 1
iteracdo, o célculo do modelo reduzido pelo procedimentotioieizacdo, considerando apenas 0s
dois vértices2 = {[1 0]7; [0 1]7}, resulta em uma variagdo da norfia, em funcéo dev; (com
ay = 1 — o) tal que o valor maximo ocorre para= [0,5625 0,4375]%, fora dos vértices, como
indicado na Figura 8.5 (curva tracejada). Acrescentadopsito ao conjunto finite e repetindo a
otimizacao, a curva da nornid,, € suavizada, como mostrado na Figura 8.5 (curva solidajuel
a diferenca entre os valores maximos para §2 e parax € Q ndo é significativa (de acordo com o
critério de parada;s = 0,1) ndo sendo necessaria nova iteracao.

8.6 Conclusodes

O procedimento geral de projeto foi aplicado ao problemaedeigdo de modelos de sistemas
incertos lineares invariantes no tempo estaveis. Umagantamportante do procedimento proposto
€ sua capacidade de obter modelos reduzidos fixos ou qu&uvepra a estrutura do modelo incerto
original, seja ele modelo politopico ou com dependéncia démparametros. Como outras formula-
¢Oes ndo convexas, ndo existe garantia de convergéncia pairaimo global da norma do erro de
reducdo. Entretanto, os varios testes ja realizados mosju@ o procedimento proposto obtém na
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0.9F > ~ -

0.8F ’ Y 1

0.7r ‘ \ 4
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Figura 8.5: NormaH., do erro de reducédo d€,(z,«) na primeira (tracejada) e segunda (sélida)
iteracOes do procedimento proposto (Ex. 8.3).

pratica resultados bastante satisfatorios que podem cwapem determinadas situagées o maior
tempo requerido. O problema de calculo de modelos redugdwms problema mais simples que os

tratados nos capitulos anteriores e que, a principio, padeadado de forma eficiente com procedi-

mentos baseados em formulagdes LMI, iterativos ou ndo, gderp ser facilmente estendidos para
o caso de obtencao de modelos reduzidos politépicos. Adesar o procedimento de aproximacao

por modelos reduzidos proposto ainda pode ser interessasteasos em que as formulacdes LMI

nao sao factiveis ou ndo resultem no desempenho desejado.



Capitulo 9

Conclusoes Finais

9.1 Sumario das contribuicbes da tese

Esta tese apresenta as seguintes contribuicbes na areanei@a Computacional e Controle
Robusto:

« procedimento de divisdo de simplexorientada pelas arestas éfh) k£ > 2, para espacos de
dimenséaal qualquer, de facil implementacéo, baseado em um modelargdesio existente
na literatura, que reproduz os resultados ja conhecidagatios aos espacos de duas e trés
dimensdes (Goncalves, Palhares, Takahashi e Mesquitea200

» procedimento de analise deD-estabilidade robustapara sistemas incertos lineares, inva-
riantes no tempo, com dominio politépico de incerteza, aqdi@rina se o sistema incerto é
robustamenté-estavel ou, em caso contrério, localiza um sistema no dordmincerteza
gue nao é-estavel (Gongalves, Palhares, Takahashi e Mesquitad2@calves, Palhares,
Takahashi e Mesquita, 2006b);

» procedimento de andlise de desempenho robustaseado no algoritmo branch-and-bound,
considerando formula¢des LMI para célculo de custos gad@ntomo fungdes limitantes su-
periores, que calcula os cusths ou H,, de sistemas incertos lineares invariantes no tempo,
com dominio politdpico de incerteza, com qualquer precisgoerida (Goncalves, Palhares,
Takahashi e Mesquita, 2004; Goncalves, Campos, Ekel, lealhibakahashi e Mesquita, 2004;
Goncalves, Bastos, Palhares, Takahashi, Mesquita, Campad, 2805; Goncalves, Palhares,
Takahashi e Mesquita, 2006c¢);

» procedimento geral de projeto de controladores, filtros ou mdelos reduzidos conside-
rando especificagdes de cugty, H., e posicionamento regional de polos, para sistemas line-
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ares invariantes no tempo com dominios politépicos de iezay considerando diretamente o0s
elementos das matrizes do controlador, filtro ou modeloziddicomo parametros de otimiza-
cao (Goncalves, Palhares e Takahashi, 2004a; Goncalvbsrésae Takahashi, 2004b; Gon-
calves, Palhares e Takahashi, 2005a; Goncalves, Palhdedsaashi, 2004; Gongalves, Pa-
Ihares e Takahashi, 2005b; Gongalves, Palhares e TakaRasieb; Goncalves, Palhares e
Takahashi, 2006c; Goncalves, Palhares e Takahashi, 2G@8galves, Chasin, Palhares, Ta-
kahashi e Mesquita, 2006).

O método simples e eficiente de particdo de politopos de geattimensao, apresentado no Ca-
pitulo 2, combina a triangularizacdo de Delaunay, para ardposicéo do politopo em uma malha de
simplexos, e a técnica proposta de divisdo de simplexotadarpelas arestas. Este procedimento é
bastante (til para varios problemas na area de otimizagéespecial, para os algoritmos de otimiza-
¢ao global tipo branch-and-bound que s&o consideradostragdgias de analise propostas. Além da
simplicidade de implementacao, o método proposto tambésupa vantagem de trabalhar com ma-
Iha de simplexos, que sdo os politopos com menor numero tieegem uma determinada dimenséao.
Esta caracteristica possui influéncia direta sobre a efi@@wos procedimentos de anélise propostos
nesta tese. Outra vantagem de extrema importancia do meégoplarticao de politopos é a aplicacao
da técnica de divisdo de simplexo orientada pelas areseaprgqduz o minimo numero de classes
congruentes, evitando a geracao de simplexos degenerag@®dem comprometer a convergéncia
do algoritmo branch-and-bound.

O procedimento de analise de-estabilidade robusta, apresentado em detalhes no CaBijtulo
combina a reducéo do conservadorismo de condi¢des sufisieM| pela particdo do dominio de
incerteza com um método de grade (discretizacdo do doméiaakrteza). O método de grade
é eficiente devido a eliminacédo de regiées do dominio detewzm@ partir dos resultados obtidos
pelas condi¢des suficientes LMI. O procedimento propostoifuna, na pratica, como uma condi¢ao
necessaria e suficiente se nao for considerado o tempo cacignal requerido, limitado pelo numero
méaximo de iteracdes (ou particbes) permitido. Foram maasaatravés de exemplos, a eficacia e
a eficiéncia do procedimento proposto, que identificou diistade de 100% dos casos analisados
e requereu, em média, menores tempos computacionais dsdasmalacdes LMI mais eficazes,
porém mais complexas.

A principal vantagem do procedimento proposto para o coongast custos garantid@s, ou’H .,
apresentado no Capitulo 4, é a capacidade de calculo comisgareequerida, o que nao é possivel
com formulac¢des LMI isoladas. A principio, sdo esperadins aémpos computacionais com a apli-
cacdo do algoritmo branch-and-bound, sendo necessas@asos mais complexos, estabelecer um
compromisso entre precisao e custo computacional. Apéstar, @ observado em varios exemplos
gue a combinacéo do algoritmo branch-and-bound com fog@atLMI mais simples pode requerer
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menores tempos computacionais do que formulacdes LMI maimplexas isoladas. Similar ao caso
de andlise d® estabilidade, tal eficiéncia é em parte justificada pela&alda malha simplicial na
implementacéo do algoritmo branch-and-bound. Uma seguemtagem do procedimento proposto
€ a sua capacidade de localizar as coordenadas do sistenmararaso de norma, informacéo que
€ util para o procedimento geral de projeto proposto. O mliotento de analise de desempenho
robusto proposto € uma ferramenta util para aferir o coas@nsmo das formulacées LMI e para
comparar sistemas projetados por diferentes estratégisisise.

O procedimento geral de projeto, apresentado no Capitulomdbina uma etapa de sintese (oti-
mizacao no espaco de parametros do controlador, filtro oelmoeduzido) e uma de andlise (analise
robusta de estabilidade e desempenho com localiza¢ao dtspute pior caso), transformando o pro-
blema de otimizacao do pior caso de um numero infinito dersageem um dominio de incerteza em
um problema com um conjunto finito de pontos. O conjunto fidégontos considerados na etapa
de sintese é aumentado gradativamente de acordo com aidadesavaliada na etapa de analise.
Apesar do procedimento de projeto ser baseado em um prolleromizacdo nao convexo, sem
garantia de convergéncia para o 6timo global, através desvéxemplos, apresentados nos capitu-
los 6 e 7, foi verificado que é possivel projetar controlasloobustos por realimentacéo de estado,
realimentacao de saida estatica e realimentacao de safhaica de ordem fixa, admitindo restrices
de estrutura, inclusive controladores PID, e filtros robsiste ordem fixa com desempenhos iguais
ou superiores em relacdo aos projetos baseados em forresilalfis ou BMIs. No Capitulo 8, o
procedimento geral de projeto também é aplicado a aprogmde sistemas incertos por modelos
reduzidos fixos ou com a mesma estrutura do modelo incerto.

9.2 Comentarios finais e perspectivas futuras

Apesar do procedimento geral de projeto apresentar desdmgatisfatério em todos os exem-
plos analisados, tendo evoluido desde a primeira versd@add, ainda existe bastante campo de
pesquisa para o aprimoramento do passo de projeto do cadraju filtro, pelo algoritmo de otimi-
zacao cone-elipsoidal, e do passo de validacéo pela cogdtmm algoritmo branch-and-bound com
as formulacdes de analise baseadas em LMIs.

Com relacdo ao algoritmo de otimizacéo cone-elipsoidal ccfminverificado, o mesmo tem apre-
sentado bastante eficiéncia, tanto na obtencdo de solwgéiégeis como na obtencédo dos 6timos
locais, mas ainda pode ser aperfeicoado no quesito custputacional, que é relevante quando o
namero de parametros de otimizacdo é elevado, como é comupnagetos de controladores por
realimentacao dinamica de saida de ordem completa ou fikrosdem completa.

O aspecto mais importante, ao se aplicar o procedimentd derarojeto em um sistema em
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gue o espaco de incertezas é de ordem maior ou igual a trésyiomero de vértices elevado, é o
passo de validagédo do controlador, filtro ou modelo redupglo algoritmo branch-and-bound. A
aplicacao deste algoritmo no problema em analise demamdieecinentos nas areas de otimizacao,
geometria computacional e controle robusto. O mais imptetabstaculo enfrentado para utiliza-
cdo deste algoritmo na andlise de sistemas robustos comeire® politopicas foi encontrar uma
técnica simples e eficiente de particdo do espaco. Com o adgemento do algoritmo de divisao
orientado pelas arestas, esta etapa do trabalho pode sateranla finalizada. Entretanto, o conser-
vadorismo das formulagfes de célculo do custo garantidizagio como fungéo limitante superior,

e das formulacdes de andlise de posicionamento regionalldg, ginda é um problema a ser traba-
Ihado. As formulacdes baseadas em estabilidade quadrédicafuncdo de Lyapunov fixa, exigem
pequeno tempo de processamento por iteracdo mas demancheroralevado de iteracdes para con-
vergéncia. Por outro lado, as formulacfes de analise basead funcdes de Lyapunov dependentes
de parametros produzem resultados menos conservadocessit@ndo menos iteracdes, mas com
tempo de processamento por iteracédo elevado em funcédo derodmaior de parametros de otimiza-
cdo. Infelizmente, ndo foi observada, nos véarios exempiasados, uma formulagdo que possa ser
considerada a mais adequada em qualquer situacdo. No casstdd{,, mesmo para uma mesma
formulacéo, as versdes primal e dual apresentam compartasgiferentes de acordo com o sistema
analisado.

Apesar do tempo de processamento elevado em algumas ssyac@rocedimento de analise
proposto baseado no algoritmo branch-and-bound pode ssidepado, independente da aplicacéo
no procedimento de projeto proposto, uma importante fesrdande analise para validacéo e compa-
racao de desempenho das formulacdes de analise e projesmlbasem LMIs. Além disso, a técnica
desenvolvida de particdo de espaco pode ser aplicada eamtmopm o algoritmo branch-and-bound
em Varias outras situacdes, ndo limitadas a area de cantrole

Do ponto de vista da aplicacao do procedimento geral detprpjeposto, outras possibilidades
a serem pesquisadas incluem:

» Projeto de controladores e filtros robustos aplicadostamnsas incertos com retardo no tempo
(Palhares et al., 2001; Palhares et al., 2005).

* Projeto de controladores e filtros dependentes de pardsniteite e Peres, 2002; Gao, Lam,
Shi e Wang, 2005; Gao, Lam, Xie e Wang, 2005).

* Inclusd@o de novos tipos de restricdes, considerando, y@n@o, a questdo da saturacédo do
controlador (Gomes da Silva Jr. et al., 2003).

 Controle por realimentacdo da derivada do estado (Abdete¥al&ek, 2004).
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* Projeto aplicado a sistemas com incertezas n&o-estdatsira

» Projeto de filtros robustos para deteccéao de falhas (Naleegl., 2000; Zhong et al., 2003;
Casavola et al., 2005).

* Projeto de controladores baseados em modelos de ref@@nsiderando critérios de otimali-
dadeH; e Ho.

Com obijetivo de aperfeicoar o desempenho do procedimenab dgeiprojeto, € importante pes-
quisar a aplicacao de:

outras técnicas disponiveis de calculo dos elipsdideppgdem proporcionar uma convergén-
cia mais rapida do método de otimizacédo baseado no algoeiipeoidal;

* outras possibilidades de critério de parada no métodoinezat;do para evitar iteracdes des-
necessarias do algoritmo, sem reducéo relevante da fubgtivo;

» outros métodos de otimizacdo para determinacdo dos pac&ndae controlador, filtro ou mo-
delo reduzido, considerando inclusive algoritmos de atag@o multiobjetivos;

* outras formula¢des de analise de custo garantido ou pasiciento regional de pélos, ja pu-
blicadas ou sendo desenvolvidas, que poderao proporaiomadesempenho melhor do proce-
dimento de analise proposto.
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