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Resumo— Este texto apresenta uma descric¸ão sucinta de De-
sigualdades Matriciais Lineares (LMI - Linear Matrix Inequali-
ties) com o objetivo de aplića-las como restriç̃oes em problemas
de otimizaç̃ao convexa orientados para a s´ıntese de controladores
e observadores din̂amicos robustos no contexto de diagnose de
falhas em sistemas incertos com entradas desconhecidas. Após
uma fundamentaç̃ao inicial, é apresentada a formulac¸ão do
problema e um exemplo pŕatico é implementado.

I. I NTRODUÇÃO

Um estudo sobre o projeto de um observador ´otimo baseado
em um modelo dinˆamico livre de incertezas nos parˆametros
é projetado e um segundo observador robusto ´e obtido de
forma a obter um res´ıduo que busca maximizar a sensibilidade
às faltas minimizando os alarmes falsos devido a variac¸ão
nos parâmetros. Este estudo foi baseado no artigoAn LMI
approach to design robust fault detection filter for uncertain
LTI systems[1].

II. OTIMIZAÇ ÃO CONVEXA

1) Método da Barreira: O método da barreira prop˜oe
inicialmente a soluc¸ão para um problema do tipo:

min ����
s.a: ����� � �� i=1,...,m.

(1)

considerando as func¸ões continuamente diferenci´aveis e o
método estritamente fact´ıvel, trabalhando com pontos no inte-
rior da região viável [2]. O método consiste de se criar uma
barreira atrav´es de uma func¸ão logar´ıtimica:
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ou através de uma func¸ão inversa:
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cria-se a func¸ão da barreira como:
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a partir da func¸ão logar´ıtmica ou:
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a partir da func¸ão inversa.

Estas duas func¸ões têm o valor do custo muito aumentado
quando o ponto vi´avel se aproxima da fronteira das restric¸ões.

2) Barreira auto-concordante: Para problemas quadr´aticos
o método de Newton converge em uma iterac¸ão. O grau de n˜ao
linearidade das func¸ões envolvidas na func¸ão de custo define
o comportamento do m´etodo de Newton. Para a garantia de
um bom desempenho do m´etodo em func¸ões mais complexas
exige-se o conceito de auto-concordˆancia aplicado ao sub-
problema com uma barreira simples.

Definição II-.2.1 (Barreira auto-concordante): Uma funç̃ao
de barreira convexa ´e chamada auto-concordante se:
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cuja sequˆencia���� � ��� e todo
 � �� .
�

Considerando uma func¸ão de barreira logar´ıtmica auto-
concordante do tipo:

	 ��� � ��� ����� (7)

pode-se encontrar a primeira e a segunda derivadas [3] como:
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e
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que podem ser implementadas como [4]:
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para�� � � �� �����.



3) Centro Analı́tico: Baseado na manutenc¸ão de uma de-
sigualdade matricial linear	 ��� � � estritamente fact´ıvel
funcionando como restric¸ão para um problema de otimizac¸ão
convexa, o m´etodo busca o ponto ´otimo a partir de uma func¸ão
estritamente convexa [4] do tipo:

�� � argmin �����
�

(12)

O método consiste em definir a direc¸ão da func¸ão de custo
pelo método de Newton e definir o tamanho ideal do passo
pelo método da bissec¸ão [5].

Algoritmo II-.3.1 - M étodo dos Centros Anal´ıticos
passo 1:Computar a direc¸ão de Newton a partir da direc¸ão
�	 �����

��������
� dada pelas equac¸ões (10) e (11);

passo 2:Encontrar o passo ´otimo da equac¸ão ���� � �� �
p�	 �������������� pelo método da bissec¸ão;
passo 3:Atualizar a variável de otimizac¸ão através da equac¸ão
���� � �� � p�	 �������������� .

A. Formulação de LMI’s

1) Norma Euclideana: Considere o exemplo de aplicac¸ão
da programac¸ão semidefinida em func¸ões que admitem uma
representac¸ão definida positiva sugerida em [3] para	 � 	 �
� � � �� com� � ��� ��,
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cuja soluc¸ão para o cone de segunda ordem encontra-se na
figura 1:
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Fig. 1. Cone de segunda ordem de matriz definida positiva sim´etrica

Esta soluc¸ão foi obtida a partir da utilizac¸ão do método da
seç̃ao II-.3 inicializado no ponto�� � ��	��	�. A formulaç̃ao
torna-se:

min 

s.a:
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Este método com alguns refinamentos ´e disponibilizado
através de rotinas computacionais e denominado m´etodo pro-
jetivo (Ex. Matlab) a partir da formulac¸ão feita em [6] ou
primal-dual (Ex. Scilab) com o tratado feito em [7] para a
soluç̃ao das Inequac¸ões Matriciais Lineares, como apresentado
no código a seguir em Scilab:

Codigo 1 Inicializaç̃ao da LMI �arquivo: testanormay.sci�
function [t]=testanormay(y)
getf(’diretorio/ normayeval.sci’);
LIST0=list(t init);
LISTF=lmisolver(LIST0,normayeval);
[t]=LISTF(:)

Codigo 2 Formulaç̃ao da LMI �arquivo: normayeval.sci�
function [LME,LMI,OBJ]=normayeval(XLIST)
[t]=XLIST(:)
LME=[ ];
LMI1=[t,y;...

y’,t*eye(size(y’,1),size(y,2))];
LMI=list(LMI1);
OBJ=[t];

Para a execuc¸ão da rotina, deve ser carregado o arquivo tes-
tanormay.sci a partir do comando getf() no diret´orio corrente
e digitado o comando [t]=testanormay([1,2,3]), por exemplo
para encontrar a norma do vetor [1,2,3]. O mesmo c´odigo em
Matlab pode ser visto no C´odigo (3):

Codigo 3 Formulaç̃ao da LMI �arquivo: normay.m�
function [t]=normay(y)
setlmis([]);
T=lmivar(1,[1 1]);
lmi1=newlmi;
lmiterm([-lmi1 1 1 T],1,1);
lmiterm([-lmi1 1 2 0],y);
lmiterm([-lmi1 2 2 T],eye(size(y’,1),size(y,2)),1);
a=getlmis;
options=[1e-15,0,0,0,0];
c=mat2dec(a,1);
[topt]=mincx(a,c,options)
t=dec2mat(a,topt,T)

digitando-se y=normay([1,2,3]) na linha de comando do Mat-
lab.

III. G ERAÇÃO DO MODELO RESIDUAL DE REFERÊNCIA

Dado o sistema:
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O Modelo Residual de Referˆencia (MRR) sugerido no artigo
[1] pode ser obtido com a soluc¸ão do problema:

min � �
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Teorema 1Dado um sistema como nas Equac¸ões 15 e 16
com �� � � e �� � �, considerando (A1),(A2) e (A3)
válidas, ent˜ao:
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resolve o problema de otimizac¸ão 17, sendo � �	�
�
	 ,

� � � é uma soluc¸ão da equac¸ão algébrica de Riccati:
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cuja soluc¸ão é encontrada atrav´es do C´odigo 4:
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Codigo 4 Resoluc¸ão da Equac¸ão Algébrica de Riccati
�arquivo: riccatiartigo.sci�

function [He,Ve]=riccatiartigo()
A=[0,1,0,0;6.52,24.77,33.82,35.56;0,0,0,1;-12.56,-49.71,-
56.25,-68.50];
B=[0;.2471;0;-.4758]; Bd=[0,0,0;0,0,-1;0,0,0;0,0,.5];
Bf=[0;.5;0;-.5]; C=[1,0,0,0;0,1,0,0];
Dd=[1,0,0;0,1,0]; D=[0;0]; Df=0;
E=[0;.1;0;.1]; E1=E; E2=E; F1=[.2,.1,.1,.1]; F2=.1;
Q=Dd*Dd’;
T1=A-Bd*Dd’*inv(Q)*C;
T2=C’*inv(Q)*C;
T3=Bd*(eye(size(Dd’,1),size(Dd,2))-
Dd’*inv(Q)*Dd) �*Bd’;
Y=riccati(T1,T2,T3,’c’);
He=(Bd*Dd’+Y*C’)*inv(Q);
Ve=Q�����;

O sistema considerando as incertezas nos parˆametros passa a
ser representado conforme o conjunto de equac¸ões 21, gerando
um problema de otimizac¸ão da equac¸ão 22 conforme [1]:



O código que soluciona 22 ´e apresentado a seguir:

Codigo 5 Inicializaç̃ao da LMI �arquivo: testaartigo.sci�
function [P1,P2,P3,Y1,V,epsilon1,epsilon2,gama2]=

testaartigo(gama)
A=[0,1,0,0;6.52,24.77,33.82,35.56;0,0,0,1;-12.56,-49.71,-
56.25,-68.50];
B=[0;.2471;0;-.4758]; Bd=[0,0,0;0,0,-1;0,0,0;0,0,.5];
Bf=[0;.5;0;-.5]; B0f=Bf; C=[1,0,0,0;0,1,0,0]; C0=C;
Dd=[1,0,0;0,1,0]; D0d=Dd; D=[0;0];
Df=[0;0]; D0f=Df; E=[0;.1;0;.1]; E1=E; E2=E;
F1=[.2,.1,.1,.1];
F2=.1;
deltaA=E1*(eye(size(E1,2),size(F1,1)))*F1;
deltaB=E2*(eye(size(E2,2),size(F2,1)))*F2;
A0=A; B0=B; B0d=Bd; A=A+deltaA; B=B+deltaB;
[lC,cC]=size(C); [lE1t,cE1t]=size(E1’);
[lE2t,cE2t]=size(E2’);
[lBt,cBt]=size(B’); P1init=zeros(A); P2init=zeros(A);
P3 init=zeros(A);
Y1 init=zeros(size(A,2),size(C,1));
V init=zeros(size(D0d,1),size(Dd,1)); epsilon1init=[0];
epsilon2init=[0]; gama2init=[0];
LIST0=list(P1init,P2 init,P3 init,Y1 init,V init,

epsilon1init,epsilon2init,gama2init);
LISTF=lmisolver(LIST0,artigoeval);
[P1,P2,P3,Y1,V,epsilon1,epsilon2,gama2]=LISTF(:)

Codigo 6 Formulaç̃ao da LMI �arquivo: artigoeval.sci�
function [LME,LMI,OBJ]=artigoeval(XLIST)
[P1,P2,P3,Y1,V,epsilon1,epsilon2,gama2]=XLIST(:)
LME1=[P1-P1’];LME2=[P2-P2’];LME3=[P3-
P3’];LME4=[V-V’];
LME=list(LME1,LME2,LME3,LME4);
LMI1=[P1*A+A’*P1-Y1*C-
C’*Y1’,zeros(size(P1,1),size(P2,2)),
zeros(size(P1,1),size(P3,1)),zeros(size(P1,1),size(B,2)),
P1*Bf-Y1*Df,P1*Bd-Y1*Dd,C’*V’,P1*E1,
P1*E2; zeros(size(P2,1),size(P1,1)),P2*A0+A0’*P2,
zeros(size(P2,1),size(P3,1)),zeros(size(P2,1),size(B,2)),
P2*B0f,P2*B0d,-C0’,
zeros(size(P2,1),size(E1,2)),zeros(size(P2,1),size(E2,2));
zeros(size(P3,1),size(P1,1)),zeros(size(P3,1),size(P2,2)),
P3*A+A’*P3+epsilon1*F1’*F1,P3*B,P3*Bf,P3*Bd,
zeros(size(P3,1),size(D0d’,2)),P3*E1,P3*E2;
zeros(size(B,2),size(P1,1)),zeros(size(B,2),size(P2,2)),(P3*B)’,
-gama2*eye(size(B,2),size(B,2))+epsilon2*F2’*F2,
zeros(size(F2’,1),size(Df’,1)),zeros(size(F2’,1),size(Dd’,1)),
zeros(size(F2’,1),size(D0d’,2)),zeros(size(F2’,1),size(E1,2)),
zeros(size(F2’,1),size(E2,2));(P1*Bf-Y1*Df)’,(P2*B0f)’,
(P3*Bf)’,zeros(size(Df’,1),size(B,2)),
-gama2*eye(size(Df’,1),size(Df’,1)),
zeros(size(Df’,1),size(Dd’,1)),Df’*V’-D0f’,
zeros(size(Df’,1),size(E1,2)),zeros(size(Df’,1),size(E2,2));
(P1*Bd-Y1*Dd)’,(P2*B0d)’,(P3*Bd)’,
zeros(size(Dd’,1),size(B,2)),zeros(size(Dd’,1),size(Df’,1)),
-gama2*eye(size(Dd’,1),size(Dd’,1)),Dd’*V’-D0d’,
zeros(size(Dd’,1),size(E1,2)),zeros(size(Dd’,1),size(E2,2));
(C’*V’)’,(-C0’)’,zeros(size(D0d’,2),size(P3,1)),
zeros(size(D0d’,2),size(B,2)),(Df’*V’-D0f’)’,
(Dd’*V’-D0d’)’,-eye(size(D0d’,2),size(D0d’,2)),
zeros(size(D0d’,2),size(E1,2)),zeros(size(D0d’,2),size(E2,2));
(P1*E1)’,zeros(size(E1,2),size(P2,2)),(P3*E1)’,
zeros(size(E1,2),size(B,2)),zeros(size(E1,2),size(Df’,1)),
zeros(size(E1,2),size(Dd’,1)),zeros(size(E1,2),size(D0d’,2)),
-epsilon1*eye(size(E1,2),size(E1,2)),
zeros(size(E1,2),size(E2,2));P1*E2)’,
zeros(size(E2,2),size(P2,2)),(P3*E2)’,
zeros(size(E2,2),size(B,2)),zeros(size(E2,2),size(Df’,1)),
zeros(size(E2,2),size(Dd’,1)),zeros(size(E2,2),size(D0d’,2)),
zeros(size(E2,2),size(E1,2)),
-epsilon2*eye(size(E2,2),size(E2,2))];
LMI=list(-LMI1,epsilon1,epsilon2);
//LMI=list(-LMI1,epsilon1,epsilon2,gama2-.75�);//�Caso
queira limitar" como no artigo�
OBJ=[gama2];
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