‘ Controle Otimo H I

1. Revisitando o controle étimo: LQR e LQG
1.1. Relacao entre o custo 6timo LQR e a norma H2 e o custo LQG e a norma
rms?
2. Controle 6timo H2
2.1.  Por que estudar a sintese de controladores com critério do tipo norma Hso ?

2.2. Abordagem padrao por equacoes algébricas de Riccati

2.2.1 Realimentacao de estados

2.2.2 Realimentacao de saida

3. Utilizando as desigualdades matriciais lineares - LMIs — Vantagens ?
3.1 Estabilidade Quadratica
3.2 Condicoes relaxadas para sistemas incertos

3.3 Realimentacao de saida

4. Alocando pdélos em malha fechada
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‘ Brincando de controle “6timo”... I

Objetivo do controle 6timo:  encontrar uma lei de controle u(t) tal que minimize
um custo funcional J(x(t), u(t))

Formalmente u*(t) é denominado 6timo se é a solugdo étima do problema
min J(z(t), u(t))
u(t

sa Olx(t)] = Ax(t) + Bu(t), x(0) = =xo

e CustoJ = /Ooo f(x(t),u(t))dt (ou J = z_: f(x(t+ 1),u(t)), discreto)

e Na3o importa a trajetéria de u™ (t), desde que seja limitada (nem sempre a trajetdria
“em linha reta” é a melhor solucao — exemplo tradicional: trajetéria que demanda o
menor tempo tal que o caca de combate F4 atinja um ponto de operacao a uma certa
altitude)

UF M G
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‘ LQR — Controle 6timo X tempo ... I

Determinar u™ (t) solugdo étima
min J(z(t), u(t))
u(t

sa Olx(t)] = Ax(t) + Bu(t), x(0) = =xo

sendo J (z(t), @ (t)) A/Oo =] @ 8] |eo)] di

o |a@)| |sT R| |a()]

e paraxz(t) € R®" eu(t) € R™, Q € R™™ ™ é uma ponderacdo para os estados,

R’n)(m

R € R™*™ & uma ponderac3o para o sinal de controle e S € pondera

conjuntamente o termo cruzado: estado e sinal de controle

UF VY G
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‘ LQR - realimentacao de estados I

Restricdes Q = QT e R = RT = 0. R > 0 para garantir que o sinal de controle é
regular, ie é finito, u(t) € L2[0, oo]

Q S

No geral ~ 0 e aplicando o complemento de Schur
ST R

Q2Q—-SR'ST =0
como Cj > 0, pode-se fatora-la da forma @ =CrC.., comC,, € R**™

Definem-se  uw = RY2u; B, = BR'/?

UF /M G
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‘ LQR — realimentacao de estados I

Desta forma

2Tz = (wTCZ + uTDzu) (C.x + D.yu)
= :BTCZC'za: + a:TC’;FDzuu + uTDrfusz + uTDZuDzuu
C
T ~T _ T T —1/2 zz
o r (C.,Cx = <« [sz SR ] R-1/2gT
= z' [C..C.. +SR™'S”
N——
Q
= 27 (Q — SR™'sT 4 SR_lsT) r = 270z
UF M G
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‘ LQR - realimentacao de estados I

T ~T
x C, D.,u

T —1/2 T o~
= 2TSR™Y = x' Su
R1/2g
T ~T p1/2 pl/2~ ~T A~
o uTDquzuu = u lu = RY2RY2?% = W"Ru
UF M G .. .
pag.6 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 6

(© Reinaldo M. Palhares



‘ LQR - realimentacao de estados I

Logo, pode-se concluir que

[ "o s [«@

J(z(t),u(t)) = dt
’ at)| |ST R| |a()
_ / 2T (8)2(t)dt
0
2
= |[z]l2
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‘ LQR — realimentacao de estados I

Por que n3o introduzir uma "saida” artificial a ser controlada, z, e considerar o sistema

abaixo?

z£(t) = Ax(t) + Byu(t), x(0) = xo
z(t) = Crx(t) + D.yu(t)

e (A,B,) é estabilzivel e (A, C.) é observavel (garante Ju e 3 X = Ric(M) > 0)

e D., éinjetiva (tem posto completo de coluna), ie garante controle n3o-singular...

A — ]“JI Bu e e . , .
O é injetiva, Vw € R, ie garante também regularidade
CZ DZ’LL

UF M G
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‘ Reformulando o problema LQR I

“Encontre uma lei de controle 6tima u(t) € L£2[0, 00), que estabilize
internamente o sistema com a saida controlada “artificial”, z, e minimize o
indice de desempenho J = ||z||3 ”

Associada a matriz Hamiltoniana

A — BuDZuCZ _BuBZj

M = .
—C} (1= D..D?,) (11— D..D.,)C. —(A— B.D,C.)

T

tem-se a equacao algébrica de Riccati
ATX + XA - XB,BXEX +C¥C, =

~

sendko A2 A—B,DL.C, e C, 2 (I — D..DZ,) C-

UF M G P
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‘ Reformulando o problema LQR I

Supondo que X seja a solucdo estabilizante da equacdo de Riccati define-se
—1
K= — (DZuDzu) (B,f-f X + Df;”ucz) . sendo DT, D,, = I
Nota Mostra-se no Zhou que A + B, K é estavel

Definindo-se Ay = A+ B,K e C; = C. + D., K, a Riccati é reescrita da forma

ATX + XA - XB,BXXx +C%cC,

XB.(D!.,D..,)BL X — XB.,(D.,D..)B. X

cl(DL.D..)D..BL.X — C; (D.,D..)D..B. X
XB.(D.,D..)D..C. — XB.(D.,D..,)D.,.C. = 0

ou At X + XA5+C;Cy =0, ie X é o Grammiano de Observabilidade !!

UF VY G
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‘ Reformulando o problema LQR I

Considerando o sistema em malha fechada com a lei de controle u(t) = Kx(t)

[ #(t) = (At BuK)x(t),  @(0) = wo
< A
2(t) = (C:= D=uK)z(t)
\ Cr

Nota Particularmente, a solucao do problema é a mesma substituindo-se a condicao
inicial por uma pertubacao persistente nao-correlacionada entrando em todas as direcoes

do espaco de estado através de uma matriz B,,, ie

z(t) = Arx(t) + Byw(t), x(0) =0
z(t) = Crx(t)
sendo B, = o € w = §(t)
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‘ Custo LQR X norma H- I

Matrix de transferéncia da pertubacao, w, para a saida controlada, z, ie z = T, w:

As | Bu,
Cr| 0

Tzw —

Considerando o Grammiano de Observabilidade, X, descrito para o sistema em malha

fechada, obtém-se que minimizar o custo LQR é equivalente a
. 2 . 2 T
min || T |3 = min ||2]|3 = Trago | BL X B., |

Nota K é unico

UF /M G
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‘ Realimentacao de estados H, por Riccati I

Considere o sistema

([ #(t) = Az(t)+ Buu(t) + Buw(t), x(0)=0
§ 2(t) = Crx(t) 4+ D.yu(t)
L y(®) = l=z(t), wu(t) = Kz(t)

satisfazendo as hipdteses de estabilizabilidade e regularidade anteriores
e Solugdo: n}én 1T ||2 = mIgn |IC+(sI — Ap) "By ||5 = Traco {B,:‘ZXBU,}

sendo X = X' > 0, X = Ric(M2)

A — BuDZuCz —BUBZ
M2z = T T
-Cc; (- D..Df,) \—D..D.,)C. —(A—- B.DZL,C.)
e K =— (DY, D..,)” " (BIX + DL,C.)
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

A saida medida é corrompida por ruido, ou n3o esta acessivel para medicdo. Implicacao?
Como realimentar ... Necessariamente deve-se entiao estimar os estados. Considere o

sistema abaixo

B(t) = Ax(t)+Ba(t) +p), @(0) = o
gt) = Cz(t) +v(t)

T
sendo v(t) = [H(t) y(t)} um sinal do tipo ruido branco, de média nula e

covariancia

%% 1%%
W s ];- 12 t 0, W22 — 0
W12 W22

T
t S t

e Considere o custo Jrgg = t]im E mE ; % mE ;
e u(t S R |u(t

UF M G PP
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

Seguindo os mesmos passos como no LQR, aplica-se Schur em W e na matriz de

ponderacao

Q S

o | =0 RO
R

Q2Q—-—SR'ST>0 , W2Wy; — WiuWoL'Wwh =0

Decompondo-os da forma

Q\ = CZzsz; sz - Ran

—

W 2 BuwBl.,, Buww € R™*"

UF M G Ve
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

definem-se
w2 RY?4; B, 2 BRY?
A —1/2/\ AN —1/2
y = Wy, 3 Cy = Wy "7C
C A sz A O
= R-1/2gT ? sl |
By 2 [Buw WiW'?|5 Dyw 2 |0 |
22 Cox+ Doyu; y = Cyzx + Dypw
UF M G
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

Desta forma o sistema original pode ser reescrito abaixo

( #(t) = Az(t) + Buu(t) + Buw(t)
¢ z(t) = C.z(t) + D.uu(t)
L y(#) = Cyx(l) + Dyww(t)

sendo w(t) um sinal do tipo ruido branco, média nula e covaridncia unitaria, satisfazendo

Buww WiaW,,'?2
v(t) = 22 ()
1/2
0 W

Jige = lim S{zT(t)z(t)}

Norma rms...

UF M G
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

Maquindrio para solucao Principio da Separacio: Filtro de Kalman 4+ Realimentacao
com estado estimado

Te(t) = Axe(t) + Byu(t) + L(Cyx(t) — Cyxe(t))
u(t) Kz, (t)

sendo os ganhos dados por
K=—-R" (BZX + ST)
L=— (YCyT n le) Wit

comR=DY D,,.eS=C%,D.,,

UF M G
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‘ Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG I

X=XTs>0eY =Y? - 0 satisfazem, respectivamente, as Riccati

ATX + XA - XB,R 'BEX+Q—-SR'sT =0

AY + YAT —YCTWL'C,Y + Wi — Wi W' Wi =0

sendo A2 A—B,R 'S, e A2 A— Wi .W,'C,

Nota As hipdteses para a existéncia de solucoes para as Riccati acima, bem como
condicoes para ganhos finitos do controle, K, e do filtro, L, serao apresentadas a seguir
no problema de controle H 2 padrao

UF MV G ] .. -
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‘ Problema de Controle H5 padrao I

Considere o sistema
w(t) —
z(t)

y(t)
u(t) =

Planta Generalizada: P(s) =

Ax(t) + Byu(t) + By, w(t)
C.x(t) + D.yu(t)
Cyx(t) + Dyww(t)

K (s)y(t)

A B B.
C.| 0 D,
C, | Dyw 0

e D,, = 0 garante que o sistema é bem definido

e D.,, = 0 assegura que a fungdo de transferéncia em malha fechada F; (P, K) é

estritamente prépria

UF M G
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‘ Problema de Controle H5 padrao I

Hipdteses

e (A, B,) é estabilziavel e (A, Cy) é detectdvel (garante que o sistema é estabilizavel

por realimentac¢do de saida)

e D., éinjetiva e D,, é sobrejetiva

A - .7‘*” Bu ;o e .
° é injetiva, Vw € R
CZ DZ’LL
A—jwl By | o
° é sobrejetiva, Vw € R
Cy Dy
UF MG

© Reinaldo M. Palhares pag.21 Fund. Controle Robusto via Otimizacdo — Bloco 6



‘ Problema de Controle H5 padrao I

“Encontre um controlador K (s) que estabilize internamente o sistema
descrito por P(s), e minimize a norma H2 da matriz de transferéncia em
malha fechada T,, de w para z (ou F;(P, K)) "

P(s)

Kis)

Planta Generalizada associada ao sistema

UF M G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

As hipéteses anteriores garantem que as matrizes Hamiltonianas abaixo, M2 € dom(Ric)
e H2 € dom(Ric)

M2 = T T T T T
-Cc,c.+C;D..D, C, -— (A — BuDzuCz)

- (A — B,DI,Cy,)" —-crc,
2 p—
—B.,B}, + B,D.,Dy,B., —(A- B,D.,C,)

tais que X2 = Ric(M2) =~ 0e Y2 = Ric(H2) =~ 0

UF MV G ] .. -
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

Definem-se os ganhos para o controle H 2
—1
K = — (D5LD..) (BiX:+ DLC:)

—1
Ly = — (Y2Cy + BuD},) (DyuwD}.)

Nota A construgdo do ganho do filtro (observador), L2, depende das matrizes do
sistema, ao contrario do LQG. Pode-se mostrar que ha uma relacdo entre W12 e Was,
no LQG, com as matrizes do sistema. De fato, Wi2 = BwD,Zw e Wao = DwaZw

UF M G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

Considera-se o controlador baseado no observador da forma

Le(t) = Axc(t) + Buu(t) + L2 (Cyze(t) — y(t))
u(t) = Kox.(t)
)
ic(t) = (A4 BuKa+ L2Cy)xe(t) — Lay(t)
u(t) = Kox.(t)
)
A+ B, K L2C —L
u=K(s)y <& K(s)= + 2 F e y‘ °
K> 0
UF M G pag.25 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 6
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

Considerando agora, isoladamente, pelo principio da separacdo, primeiro a acao da
realimentacdo de estados e em seguida o observador (filtro), pode-se obter duas fun¢des

de transferéncia do distlrbio, w, para a saida controlada, z,

1. Realimentacio de estado, u = K2x, em malha fechada no sistema:

( #(t) = Az(t) + Buu(t) + Buw(t)
¢ z(t) = C.x(t) + D.yu(t)
L y(®) = lz(?)

x
Malha fechada ...

UF MV G ] .. -
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

o

[ @(t) = (A+BuKa)z(t) + Buw(t)
< Ax
2(t) = (C:+ D.uKa)a(t)
\ Carey

~ Ko ‘ I
Entdo z = G.Byw, G.(s) =
Csz O
UF G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

2. Dinamica do erro de estimagdo (obervacdo ou filtragem) considerando o sistema:

( #(t) = Az(t) + Buu(t) + Buw(t)
 z(t) = C.z(t)
L y(&) = Cyz(l) + Dyww(t)

e o observador

Ee(t) = Azc(t) + Buu(t) + L2(Cyze(t) — (Cyz(t) + Dyww(t))

yz)

UF M G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

A dindmica do erro de estimacg3o, para £(t) = x(t) — x(t), é da forma

T(t) = Az(t)+ Boww(t) — Azc(t) + L2(Cyze(t) — Cyz(t) — Dyww(t))
z(t) = C.x(t)
I

[ &(t) = (A+4L:Cy)#(t) + (Bw + LaDyw) w(t)

{ At2 B:erz

| 2(t) = C:.z(1)

AL2 BwL2
Entio z = C.Gyw, Gyf(s) =
ass

UF M G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

Teorema Considere a planta generalizada P(s) e as hipéteses de regularidade,
estabilizabilidade e observabilidade. Entao o problema de controle H2 padrao tem a

seguinte solucao:

a)
R 2 2 2
n}én ||Tzw||2 — ||GCB’w||2 _I_ ||K2Gf||2

= ||GcL2||3 + [IC-G 13

2
— V2«
b) O dnico controlador étimo é dado por

AN

* A2 ‘ _L2 -~ A
K (S) pm— ) Az = A —|— BuKz —I— chy
Kx| 0
UF G
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‘ Problema de Controle H padrao por Riccati I

c) O conjunto de todos os controladores estabilizantes tal que ||Tzw||3 < 72, ¥2 > O,
é definido pelo esquema da figura abaixo

u Y
) Ga(s) [ " Ay | —L2 Bu
Gz2(s) = | K 0 |
—C, | 0
— Q(s)

sendo o pardmetro livre Q@ € RHz2, ||Q|3 < ¥3 — Y3+, 72 > Y2« > 0. Para Q = 0,
obtém-se K™ (s)

UF VM G ] .. -
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‘ Controle Hs por LMIs I

Por que considerar LMIs? Facilidade de se tratar incertezas politépicas (e limitadas
em norma também). Obtém-se facilmente problemas de otimiza¢do convexa

Implicacoes para o controle H2 com Incertezas? Introduciao da nocao de custo

garantido

Realimentacao de estados para o caso de modelos precisamente conhecidos, reproduz

exatamente a mesma solucao quando se considera uma abordagem por Riccati

Nota Ha3 varias estratégias na literatura baseadas em Riccati que também permitem
lidar com sistemas incertos, particularmente incertezas limitas em norma (porém, sob o

meu ponto de vista, a um custo em termos de manipula¢des razoavelmente grande)

UF M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

Considere o sistema

( #(t) = Az(t) + Buu(t) + Buw(t)
¢ 2(t) = C.z(t) + D.uu(t)
L y(@t) = lz@), u(t)=Kz()

sendo que o sistema em malha fechada de w —— z é descrito por

As | Bu,
Cr| 0

T.w(s) =

onde Ay =A+B,KeCy=C,+ D, K

UF M G
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‘ Controle H, por LMIs I

Ponto de partida? Resultado de andlise para o calculo da norma H2 em espaco de

estados, baseado nos Grammianos de observabilidade ou controlabilidade, e revisitados

em termos de um problema de otimizacao, ie

min || Tew |13

min Traco {B,Zj Xon}
X0

s.a A Xo + XoAs +C;Cy X0
ou
min ||T.»||2 = min Traco {C’chC’]T}
K x.-0
s.a AX.+ X.AT +B,BY <0
UF M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

Como garantir que se obtém a norma H2 minima? Afinal ndo utilizou-se
diretamente os Grammianos de Observabilidade ou Controlabilidade, mas sim um

problema de otimizacao? Em outras palavras, qual a relacdo entre X, e L, 7

e Note que do Grammiano de Observabilidade

AfL, +L,A; +C;Cy =0

e da LMI na primeira restricao anterior
A X, + X,A; +C5C; <0
obtém-se do termo em comum Cfo
AT X, + XoAy X AL, + Lo Ay
A} (X, — Lo) + (Xo — Lo)Afy <0

Do Teorema de Lyapunov, se Ay é estdvel entdo X, — L, > 0 = X, > L,

UF M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

e Como o problema de otimizagdo é convexo (concorda?), entdo é facil concluir que,
XO — LO e

min Traco {B?;XOB,,,,} — Traco {BZ}LOBw} = min | Tzw |3
x>0 K

e O mesmo procedimento vale para o cdlculo da norma H 2 descrita pelo procedimento

de otimizacao e o Grammiano de controlabilidade

UF M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

Receita de bolo Uma vez de posse de um resultado de andlise H2 em malha fechada
(ou célculo da norma H2 para um controlador K dado), basta proceder as substitui¢ces

de Ay e C¢ na LMI, ie considerando

AT X, + X,A; +C5Cy =0
3
(A+ B,K)' X, 4+ X0 (A+ BuK) + (C. + Du.K)" (C. + Du.K) <0

{ Schur

(A4 B,K)" X, 4+ X0 (A+ By,K) (C.+ D,.K)"
(Cz _I_ DuzK) —I1

<0

UF M G
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‘ Controle H, por LMIs I

{I Transformagdo de Similaridade

X1 0| |(A+BuK)' Xo+ Xo(A+ByK) (C.+Du..K)'| | X1 0
0 | (C. 4+ D..K) | | J—

<0

T X2X;', ZAKX;'=KX

AX + XAT +B,Z+zZ"BY xctf +z7DZ,
C,X +Dy.Z —1

<0

UF /M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

. ., . . . A — ~
e Veja que com a mudanca de varidveis linearizante X = X, ! transformou a funcio

objetivo da forma:

Traco {BZ}XOBw} — Traco {ng—le}

portanto nao-linear !!

Dessa forma, ainda é necessdrio se fazer mais uma manipulacao para que o problema

possa ser descrito da forma linear ...

UF M G
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‘ Controle Hs por LMIs I

O que fazer? Introduze-se uma varidavel matricial adicional, J, lembrando que traco é

um operador linear e utilizando Schur
Traco{J} > Traco {BZ:X_le}
()
J > BEX"'B,
()
J—BX 'B, >0

{L agora linear ...

J Bl
>0
B, X
UF VM G
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‘ Controle 6timo Hy por LMIs — Continuo I

Portanto o problema de controle étimo H2 pode ser colocado da seguinte forma

f [
min Traco {J }
J=JT X=XT,Z

J Bl
S.a -0
B, X

2\

AX + XAT +B,.Z+zZ"BY xct + z"DZ,

<0
L CzX _I_ DuzZ _l
onde K = ZX ' e min || T ||3 = Traco {J}
UF G
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‘ Controle 6timo Ho por LMIs I

Caso a tempo discreto Mesmos procedimentos ... Particularmente do calculo da

norma H2 em termos de otimizacao, tem-se

min | T |3

S.a

ou

min || Tew |13

S.d

min Traco {BZ;XOBw}
x,>0

A XoA; — Xo+C;Cy X0

min Traco {C’fXCC;{}
x.>0

A X.A7 — X.+ BwB,, <0

Da primeira opcao, obtém-se a sintese do controlador 6timo aplicando-se Schur na LMI,

considerando as mudancas de varidveis linearizantes X = X', Z =KX, 1!, e

levando em conta a introduc3o de uma varidvel extra na funcao custo, J

UF M G
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‘ Controle 6timo Ho por LMIs — Discreto I

Particularmente A}:XOAJ« — Xo + C?Cf <0...

{ Schur
X, A; C%
Ayf Xo_l 0
Cy 0 I

{ Pré- e pés-multiplicando por diag{Xo_l, I, I}

(A+ B,K)X;" x5!
(C: + D K)XJ? 0

X, ! X;'(A+ B,K)T

- 0

X;Y(Cy 4 Do K)T

0
I

- 0

Aplicando as mudancas de varidveis linearizantes X = X, ' e Z = KX, ! obtém-se a

ultima LMI da préxima pagina ...

UF M G
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‘ Controle 6timo Ho por LMIs — Discreto I

Portanto o problema de controle 6timo H2 para sistemas a tempo discreto é dado por:

min Traco {J}
J BI
s.a - 0
B X
<
i X XAT + ZzTBT xCT 4+ zTDZ,]
AX + B, Z X 0 >0
\ C.X + Du.Z 0 | |

onde K = ZX ' e min || Ty |3 = Traco {J}

UF M G
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‘ Controle 6timo Ho por LMIs — Discreto I

e Incertezas politépicas? Bastante simples de ser aplicado nos procedimentos de

otimizacao convexa descritos por LMIs. E suficiente testar nos vértices do politopo

e Valor da norma H2>7? No caso de sistemas incertos, considerando estabilidade

;oo . . / 1/2
quadratica, tem-se o denominado custo garantido Hz. Isto &, (Traco {J})*/? & um
limitante superior assegurando que em cada vértice, o valor da norma H2 é limitado

por este custo garantido

e Solucdo conservadora? Considerando estabilidade quadratica, com a matriz de
Lyapunov fixada para todos os vértices, o custo garantido pode ser bastante conservativo
com relacdo a norma H o realmente obtida para cada vértice. Alternativa? Utilizar os
resultados de andlise introduzidos anteriormente em termos de condicoes relaxadas, ie

considerar que a matriz de Lyapunov nao é fixada ...

UF M G

© Reinaldo M. Palhares pag.45 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 6



‘ Condicoes relaxadas para Ho, — Continuo I

Considerando o caso de realimentag3o de estados, u(t) = Kx(t) e o sistema em malha
fechada, T% .,

Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes

1. Ay é estavel e n;(in 1T ||2 < min Traco {J}

2. 3IX =XT,7:
X Cy
Cc; J

- 0

ATX + XAy XBuw
BT X —TI

<0

UF M G
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Continuo I

3. X =X1, 0,V

X Cj
>~ 0

C; J

—(V+V") ViA;+X V'B, VT

ATV + X —X 0 0
<0
Brv 0 —1
% 0 0 —-X
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Continuo I

4. (Dual) 3IX =XT,J,V :

o
B g
—(V+VT) vTAT 4+ x vTct vT|
AV + X —X 0 0 | .,
C;V 0 —I 0
v 0 0 —-X

Linhas gerais da demonstracao

(1) < (2). Direto da discussao anterior e do calculo da norma Hz por Grammiano de

controlabilidade (ou observabilidade para o dual)

UF /M G
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Continuo I

(2) < (3). Basta aplicar o Lema Projetivo Reciproco para o Grammiano de

controlabilidade no item (2)

AyY + YA} + B,B, <0, onde Y &X1
T com¥ 2 B,Bl eST =AY

—W+wWhh+P+B,B) A;Y +W7T

<0
YA; + W —P
pré- e pés-multiplicando por diag{l,Y "'} com X 2 Y !
- W 4+WwWhH+P+B,B, Ay +W'X <0
A + XW —XPX
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Continuo I

pré- e pés-multiplicando por diag{W =7, 1} e diag{W ', 1} com V £ W1

—(V4+VH+vr'PVv +VviB,BlV VTA; + X

<0
ATV + X —XPX
{L aplicando Schur em vipvev?'B,BIV..
—(V+VT) vTA;+X VTB, VT
ATV + X —XPX 0 0 20
Brv 0 —1
] 14 0 0 —P~1

., . . A — ,
usando a mudanca de varidvel linearizante P = X ~ ', obtém-se o resultado

(3) < (4). Por dualidade fazendo Ay < A%, Cy <+ B., e By, «— C¥

UF /M G
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‘ Condicoes relaxadas para controle Ho — Continuo I

Sintese de K? Condic3o (4) do Teorema anterior substituindo Ay e Cy:

—(V +VT) VT (A+B,K)Y +X VT (C.+ Du.K)T VT
(A+ BJK)V + X ~X 0 0 | L,
(C.+ Du.K)V 0 —1 0
I |4 0 0 -X
{' mudanca de varidvel Z = KV
 —(V+VT) VvTAT +zZTBT 4+ X VvTcT +zTDT, VT
AV + B,.Z + X —X 0 0 <0
C.V +D.,.Z 0 —1 0
I |4 0 0 —-X
entio K = ZVv~—1 .
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‘ Condicoes relaxadas para controle Ho — Continuo I

Para A € Pa = {A | A = Zgzl szz, E,, Z 0, Zgzl 51 = 1} e B, € PBu
2 {Bu | Bu = 5 TjBuj, 75 20,2 51 T; = 1} , 0 problema de controle
robusto com custo garantido H2 é descrito por:

y

J,Xrg-l,rzl,v Traco {J}
J By : :
s.a > 0, t1=1,...,q; 3 =1,...,7r

B, Xij

<
I —(V+VvThH * * £ |
AiV —|— BujZ —|— Xf,;j —Xij * E S < 0

sz —I_ DuzZ 0 _I k
\ i VvV 0 0 —Xij_

sendo K = ZV ™! e min ||T.+||3 < Traco {J} (veja que * indica simetria)

UF M G
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Discreto I

Considerando novamente o caso de realimentacdo de estados, u(t) = Kx(t) e o

sistema em malha fechada, T,
Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes

1. Ay é estavel e rr}(i_n | T2 ||2 < min Traco {J}

2. 3IX =XT,7:

X Bel
BY g
_ T -
x xAY xc?
A X X 0 | >0
c;x 0 |
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Discreto I

3. 3I X =X%,J,V:

AV
C;V

X By

BT

J

X
0

=0

V+VvT—x vTaT vTCYF]

0
I

=0

4. Resultado dual para Ar;': — Ay Cy «— BL e B, — C?

Referéncia M. C. de Oliveira, J. C. Geromel, and J. Bernussou, “Extended H2 and Hoo

norm characterizations and controller parametrization for discrete-time systems”, International

Journal of Control, 75(9), pp. 666—679, 2002.
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(© Reinaldo M. Palhares

pag.b4

Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 6



‘ Condicoes relaxadas para Ho — Discreto I

Linhas gerais da demonstracao

(1) < (2). Direto do célculo da norma H2 por Grammiano de controlabilidade,

aplicando Schur e uma mudanca de varidvel linearizante do tipo X, = X1

(2) < (3).
_ T -
X XxAT xcf
A X X 0 | >0
c;x 0 |
T v=vi=X
VIX! s« x| [ X « *| [ X"V % %
0 I x| |[Ar X X % 0 Il %[ >0
0 0 I]|lcsx 0 1| 0 0 1
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‘ Condicoes relaxadas para Ho — Discreto I

i)
—vTx~lv vTAT vTcCT)
AV —X 0 | =<0
C;V 0 —1

T —-vIX"'v<<-(V+VT-X)

V4+VvT —x vTal vTcT)

AV X 0 >0
. CyVv 0 |
UF G
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‘ Condicoes relaxadas para controle H5 — Discreto I

Sintese de K? Substituindo Ay e Cy:
V4+ VT —X VT (A+B.K)T VT (C.+ Du.K)"
(A+ B,K)V X 0 -0
(C. 4+ Du.K)V 0 I

{' mudanca de varidvel Z & KV

V+ VT - X VTAT 4+ zTBT vTCT 4+ zTDT |
AV + B.Z X 0 0
C.V + D,.Z 0 l

entio K = ZVv~—1 ..

UF /M G
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‘ Condicoes relaxadas para controle H5 — Discreto I

ParaA€ePa={A|A=117 &A;, & >0,Y7 & =1} e By € Pa,
£ {Bu | Bu =) ;1 TjBuj, 75, 20,3 %, 7 = 1} , 0 problema de controle

J=1

robusto com custo garantido H 2 é descrito por:

p

\

sendo K = ZV ' e min || T, ||3 < Traco {J}

J,Xrgl’r%’v Traco {J}
J BL
s.a >~ 0
Bw Xi;

V+ VT — X,

| C.V +D..Z

9

%

0

t1=1,...,q; 7 =1,...,7

*

AzV —I— BujZ Xij %

~ 0

UF /M G
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‘ Exercicios I

Questao 1 Considere o modelo de um aviao de combate FA4E:

a« 8 ¢ | —97.78 1 0 O]
i) = |¢ v p|z®+| 0 |u®+|o 1 o] w®)
|0 0 —30] | 30 | 0 0 1
1 0 0 0
z(t) = |0 1 o|l=z()+ (0| u(?)
0 0 0 1]
— —~—~
C. Dzuw
e O modelo incerto é representado por trés pontos de operacao
Referéncia |. R. Petersen, “A procedure for simultaneously stabilizing a collection of single

input linear systems using non-linear state feedback control”, Automatica, V. 23, pp. 33-40,
1987.
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‘ Exercicios I

A tabela abaixo apresenta os valores de cada parametro para cada ponto de operacao

Pontos de Operacao o 6] ¢ £ v 7!
1 —0.9896 | 17.41 96.15 0.2648 —0.8512 —11.39
—0.6607 | 18.11 84.34 | 0.08201 | —0.6587 | —10.81
3 —1.7020 | 50.72 | 263.50 | 0.2201 —1.4180 | —31.99

O problema de controle robusto consiste: (i) estabilizacdo do modo de periodo curto
longitudinal do avido considerando os trés pontos de operacdo; (ii) minimizacdo do

indice de desempenho H

UF M G
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‘ Exercicios I

1. Suponha que o ponto de operacdo 1 “represente o0 modelo adotado” (portanto
precisamente conhecido), obtenha o controlador H2 e o valor da norma H2, utilizando

os procedimentos nas paginas 41 e 52, respectivamente. Discuta os resultados

2. Considerando o modelo incerto, ie todos os pontos de operacao, obtenha os
controladores e os custos garantidos minimos H 2, utilizando os procedimentos nas

paginas 41 e 52. Discuta os resultados

3. Considerando o modelo incerto, calcule o valor da norma H+ obtida em cada vértice
para cada um dos controladores no item 2.

UF M G
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Exercicios

Questao 2 Considere o modelo de um satélite composto por dois corpos rigidos
(médulo principal e médulo de sensor) conectado por uma haste eldstica. A haste é

modelada como uma mola com torque constante k e amortecimento viscoso f.

Méddulo principal

/
/!
/
/
/
/!
/
/!
/
/!
/
/!
7
/
S
7
/
/!
/
/
/
/
/
o
/
/
y v
/
7
/!
/!
/
/!

"\

Modulo sensor

7
/!
/
/!
’
/!
/
/!
/
/!

Satélite

UF /M G
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‘ Exercicios I

descrito da forma:

‘0 o0 1 0] 0 )
o 0 o0 1 0 0
r(t) = x(t) + u(t) + w(t)
—_k —f f 1 1
'k -k f —f 0 0]
~ ~ — —— ———
A B, B w
(1 0 0 O] 0]
0.09 < k < 0.4
z(t) = |0 1 0 of=z()+ |0o]| u(®),
0.0038 < f < 0.04
0 0 0 0 1)
N\ ~ - \,-/
C. D .,

Referéncia P. Gahinet, A. Nemirovski, A. J. Laub and M. Chilali, “LMI Control Toolbox” The
MathWorks Inc., 1995. (paginas 4-9 a 4-11)
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‘ Exercicios I

1. Considerando o modelo incerto com as variacoes de k e f, obtenha os controladores

e os custos garantidos minimos H2 utilizando os procedimentos nas paginas 41 e 52.

2. Calcule o valor da norma H2 obtida em cada vértice para cada um dos

controladores no item 1.

Questao 3 Discuta os resultados obtidos nas questdes 1 e 2 quando se utilizou

estabilidade quadrdtica e Lyapunov com condicao relaxada

UF M G
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‘ Exercicios I

Questao 4 Considere o exemplo de controle confidvel para um sistema a tempo
discreto apresentado em ( R. J. Veillette, S. V. Medanic, and W. R. Perkins, “Design of
reliable control systems”, IEEE Transactions on Automatic Control, 37(3), pp. 280-304, 1992),

cujas matrizes para o modelo continuo sao

2 1 1 1 0 0 | (1 0 0 |
3 0 0 2 1 0 0 0 O
A= . B, = . By =
-1 0 -2 -3 0 0 1 0 0
-2 -1 2 -1 0 1 0 0 0
(1 0 —-1 0 | (0 0 |
Cz: 0O O ’ Dzu: 1 0
0 0 | 0 1

® Use um segurador de ordem zero com periodo de amostragem T= 0.1s para
obter as matrizes do sistema a tempo discreto

UF M G
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‘ Exercicios I

Objetivo projetar um controlador confidavel para trés diferentes cenarios:
1. Modelo nominal

2. Falha do primeiro atuador

3. Falha do segundo atuador

e Considerando o modelo incerto, obtenha os controladores e os custos garantidos

minimos H 2 utilizando os procedimentos nas pdaginas 44 e 58

Nota O sistema é modelado por um politopo de matrizes com trés vértices...

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Neste caso o controlador é dindmico (controle baseado no observador), ie

] = A +Bay®) o[ A
u(t) = Cexc(t) + Dcy(t) C.

Nota O controlador é préprio ... (considerando LMlIs pode-se incluir facilmente um
controlador préprio, e ao final resolver uma restricao extra em termos de LME, tal que o

termo de transmiss3o direta em malha fechada seja forcado a ser nulo)

Nota No caso discreto, quando se obtém um sistema em malha fechada préprio isto
nao é proibitivo no sentido de se obter norma Hs finita

Nota Medidas “imperfeitas”, ie y(t) # lx(t) ...

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

A filosofia quanto as manipulacoes é sutilmente similar. De fato, as mesmas idéias com
relacdo a mudancga de varidveis (porém em quantidade e “qualidade” diferenciadas), e
transformacoes de similaridade continuam validas. Dois artigos sao seminais neste tipo

de extensao:

1. C. Scherer. Mixed Hz2/MHoo Control. Trends in Control. Editor A. Isidori. Springer-Verlags,
Berlin, pp. 173-216. 1995.

2. C. Scherer, P. Gahinet and M. Chilali, “Multiobjetive output-feedback control via LMI
optimization”. |EEE Transactions on Automatic Control, 42(7), pp. 896-911, 1997.

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

e Sistema em malha fechada? Controlador K ({) realimentando o modelo abaixo:

)

0lx(t)] = Axz(t) + Buu(t) + Bww(t)
X: § z2(t) = Crx(t)+ Diyu(t) + D.pw(t)
. y() = Cyz(t) + Dyww(t)

Nota Como D.,, # 0, a FT em malha fechada de w para z é prépria

UF /M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

e Considerando o sistema X e o controlador K ({) obtém-se as equagdes:

u(t) = Cexc(t) + D, SCya:(t) + Dyww(t)z
y‘(rt)
0[x(t)] = Axz(t) + BuCcxc(t) + BuD. (Cyx(t) + Dyww(t)) + Byw(t)
O[zc(t)] = Acwe(t) + Be (Cyz(t) + Dyww(t))
z(t) = Crx(t) + D.uCexc(t) + DowDe (Cyx(t) + Dyww(t)) + Doyw(t)
e Define-se o vetor aumentado: x(t) = z(?) (Por qué?)
xc(t)

UF M G
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

Entao o sistema em malha fechada admite a seguinte realizacao:

5[#(t)] = A#(t) + Bw(t) A

Zf . ~ ~ —~
2(t) = Ci(t) + Dw(t) C |

sendo A € R2"X2n B c R2nXP O ¢ RI1%2" D ¢ RIXP e

. |A+B.,D.C, B,C. . By + ByD.D,,,
A — ’ B =
B.C, A, BeD

~ ~

C = [Cz —|— DzuDCCy DzuCc} ’ D = Dzw ‘|‘ DzchDy'w

UF M G PP
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

e As manipulacoes sao bastante similares para sistemas a tempo continuo ou discreto.

Escolhendo o caso mais “patolégico”, ie o continuo ...

e Calculo da norma Ha, para Tow € RH2 = D=0 ..

min |Towll2 = Trago{J}
s.a D=0
P CT
- >~ 0
cC J

ATP1+ PA PB

- <0
BTP —1

UF /M G
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

R2n X 2n

Suponha que a matriz P = P € seja dividida da seguinte forma

Pll P12
A
P A - , Pl]_ 6 Ran
P12 P22
e a sua inversa da forma
_ S11 Si2
Séplz T , SlleRnxn
512 S22
UF VM G
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

Da identidade PS = | obtém-se

P11 Piz2| |S11 Si2 _ 1 0
Py Pl |S{; S 0 |
ou
P11S11 + P12STs  P11S12 + P12S22 B I 0
P{3511 + P22S15  P/5S12 + P2sS2s 0o |
p— P]_]_S]_]_ —I— P]_zs],l_—‘z =1 — | — Pllsll — P12Sf2
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Nota Pi2 e S12 tém posto completo de linhas quando | — P31511 € nao singular

Nota | — P;31511 é singular sse P12 nao tem posto completo de linhas. Em tal caso é
possivel perturbar Pi2 a fim de se obter posto completo. Portanto a n3o singularidade
de | — P311.511 pode ser considerada sem perda de generalidade

Nota P satisfaz a identidade PM = N, sendo

S11 | | P
M= | e N = .
512 0 0 P12
UF VY G
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

Fato Pode-se assumir que P12 e S12 tém posto completo de linhas .. M e N tém

posto completo de colunas

e Por que introduzir M e IN? Construcao de transformacoes de similaridade em funcao
de M ou N ...

e Baseado nas LMIs do resultado de analise, ie do calculo da norma Ho obtém-se

ad.
MT ool |P CT| M 0
- >~ 0
0 I c J 0 |1
()
MTPM MTCT
- >~ 0
CM J
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

b.
{MT 0} ATP 4+ PA PB {M 0} <0
L 0 |J BTP _ { 0 |J
iy
MTATPM - MTPAM MTPB ~0
BTPM —
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Calculando cada um dos termos nas desigualdades (a) e (b) onde aparece o produto com
M

S11 |

e MTPM = NTM = = | P18 P,S{, P
Pii  Pis ST, 0 FP11911 :|; 12912 11
I

S11 I
Il Pna

entio MTPM =

UF /M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

~ Sll I
e CM = |C.+4D:.uD.Cy D:wC.||
S]_Q 0
— {Czsll _I_ DzchCysll _I_ DzuCchz Cz _I_ DzchC'y}
e M"PB = N'B
Pi1  Pio BcD g
. Bw ‘|‘ BchDyw
Plle _l_ PllBchDy'w _I_ PlZBchw
UF VY G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

o MTPAM

NTAM

| 0 A+ B,D.C, B,C.| [S11 |
P;;  Pio B.C, A, ST, 0

A+ B,D.C, B.,C.
Pi1 A+ Pi1B,D.Cy + P12B.Cy P11B,C.+ Pi2Ac

511 |
Si, 0

X

UF /M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

ASll _I_ BchCysll _I_ BuCcS{Z
P11AS11 + P11B,D.CyS11 + P12B:.CyS11 + P11 B,C.S1; + P12 A.S1,

A + Bu.D.C,
P11A+ P11B,D:.Cy + P12B.C)

UF /M G
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

De (a)
MTPM MTCT
~ = 0
CM J
()
Si1 | $11CT + 81:.CT DT DT, + S12CT DT,
* P cT +clI'pIDI, - 0 (1)
| * * J |
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‘ Controle H, por realimentacao de saida via LMlIs I

De (b)
MTATPM - MTPAM MTPB <0
BTPM —
(>
_\Ijll \1112 Bw _I_ BchDy'w |
* Woy P11By + P11BuD.Dyy + Pi12B.D,, | <0 (2)

| x * | |

UF VG
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Uy 2 AS11 4+ S11A"T 4+ B,C.Si; + S12C. B,
+ B,D.CyS11 + S1:.C, D; B_

v,, & A4+ B,D.C,+ S11A"Pi; + SllchZngll
+ 8:1:.CF BY Pl 4 812CT B P11 + S12AL P,

Wy, 2 APy + P11A+ PiB.D.C, + Pi2B.C,
+cI DBl P, + Cl Bl P,

UF /M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Note que (1) e (2) nao sao LMIs. Necessita-se entdo introduzir as seguintes mudancas

de varidveis linearizantes em (1) e (2) da forma

|I>

A" S11AT P11 + S1.C,) DI B, P11

—|— SllchZsz —|— Slzchgpll ‘|‘ SleZPS
B é PllBch _I_ P12Bc
C 2 D.C,S11+ C.Si,

D £ D,

UF /M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Portanto o problema de controle 6timo H2 por realimentacao de saida é descrito pelo

problema de otimizac3o nas varidveis matriciais S11, P11, A, B,C,D e J

p

S11
k

%

min Traco {J}

|  S1:CT +cTDT, |
Piq CZ + Cg'DT Dgu

*

Bl + D

Yy

S.da Dzw _I_ DzchDyw = 0

J

(AS11 + S11AT + B,C + cTBY
A+ AT + CI'DTBY

7. DT B

= 0

%k

ATP11 + P11 A+ BCy + CZ-'BT

Bl P, +D

T T
’y'wB

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

Resta a quest3o: como reconstruir o controlador K (s)? De posse do conjunto

solucdo do problema de otimizacdo convexo anterior, ie S11, P11, A, B,C,D e J

e Primeiramente obtenha as matrizes n3o-singulares P12 e S12 da decomposicao:

Plerfz =1 — Pllsll

e Siga os passos ...
1. D, =D
2. Ce = (C — D:CyS11) (8T,) "
3. B. = P.,' (B— P11B,D,.)

4. A, = 1_21 (A— P11 (A+ ByuD:Cy) S11 — P12B:CyS11 — P11 B, C.S7,) Sl_zT

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

e H3a outras mudancas de variaveis linearizantes combinadas com outras tranformacoes
de similaridade? A resposta para esta questao é sim ... Particularmente isto fica

facilitado se o controlador for estritamente préprio, o que implica em D, =

e Como tratar sistemas incertos?

1. com “bastante” paciéncia pode-se considerar as incertezas do tipo limitadas em
norma, e obter uma descricao via LMIs baseada na tatica anterior

Referéncia: S. H. Esfahani and |. R. Petersen. “An LMI approach to the output-feedback

guaranteed cost control for uncertain time-delay systems”. Proceedings of the 37th IEEE
Conference on Decision and Control. pp. 1358-1363, Tampa, FL, 1998

Escolhi esta referéncia, para mostrar que a mesma estratégia iterativa que se utiliza no
caso politépico a seguir, é adotada também neste artigo... O retardo no tempo “é um
detalhe”, para obter o caso H2 basta considera-lo nulo e desprezar todas as matrizes
associadas. As mudangas de varidveis consideradas s3o: A (dada anteriormente), e B, e

Ca, definidas a seguir para o caso politépico

UF M G
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‘ Controle H - por realimentacao de saida via LMIs I

2. o caso de incertezas politdpicas pode ser “resolvido” por uma estratégia iterativa

Referéncia: J. C. Geromel, J. Bernussou and M. C. de Oliveira. “H2 norm optimization with
constrained dynamic output feedback controllers: decentralized and reliable control”. IEEE
Transactions on Automatic Control. 44(7), pp. 1449-1454, 1999.

Neste caso, poder-se-ia, considerando D. = 0, definir as seguintes mudancas de
varidveis alternativa em (2):

Ag 2 812AT Pia; By 2 PiaBe;  Co 2 C.S%,

e No entanto, as desigualdades resultantes seriam nao-lineares. Uma solucao iterativa,
utilizando o principio da separacao, consiste em fixar o ganho de realimentacao de
estados e calcular um ganho para o filtro, a seguir fixa-se o ganho do filtro e calcula-se o
ganho de realimentacao, e assim por diante. Pode-se mostrar que este algoritmo é
convergente. A solucao inicial é obtida a partir de um problema de autovalor
generalizado

UF M G
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Realimentacao de saida: incerteza X conservadorismo?

e As mesmas mudancas de varidveis e transformacoes de similaridade, no caso de
controle por realimentacao de saida, podem ser aplicadas as condicoes relaxadas que
foram obtidas tanto no caso continuo como no caso discreto. Vale a pena tentar, sao
manipulacoes que seguem a mesma metodologia apresentada. No caso continuo pode

consultar:

Referéncia: P. Apkarian, H. D. Tuan and J. Bernussou. “Continuous-time analysis,
eigenstructure assignment, and 2 synthesis with enhanced linear matrix inequalities (LMI)
characterization”. IEEE Transactions on Automatic Control. 46(12), pp. 1941-1946, 2001.

® Incerteza no modelo X conservadorismo? A mesma tatica de algoritmos iterativos, e
indicadas nas referéncias anteriores, pode ser empregada “sem medo”. Para tanto basta
lembrar do principio da separacao e encontrar uma solucao inicial a partir de um

problema de autovalor generalizado ...

UF M G
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‘ Alocando pdlos em malha fechada I

e Faixa, disco ou cone? Como proceder via LMls?

Regiao de alocacao dos pdlos em malha fechada: caso continuo no tempo

UF MG P
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‘ Alocando pdlos em malha fechada I

1. Solucao facil: alocar apenas dentro de uma faixa, limitando os autovalores em malha
fechada (\), a valores Aoz € Amin, (respectivamente, autovalores maximo e minimo)

e procurando por um conjunto de autovalores que estejam relativamente préximos um

dos outros

~+ Neste caso, bastaria limitar os autovalores da matriz de Lyapunov ...

Considerando o caso de realimentagdo de estados, ie u(t) = Kx(t), o controlador
étimo H o é obtido da pagina 41. Particularmente Q = QT > 0 é tal que

AX + XAT + B,Zz+27Z"BY = —Q

UF M G
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‘ Alocando pdlos em malha fechada I

Teorema Considere Amaz = Amin > 0, X = XT - 0e Q = QT > (0 satisfazendo

AX + XAT +B.Z+Z"BY = —qQ

Seja A\;, 2 = 1,...,mn um autovalor em malha fechada de Ay = A + BK. Se

1 1
- Q<X =< -
ZAmaa) Q o o ZAmzn Q

entio —Amaz < Re(X;i) < —Amin, parat =1,...,n

Referéncia B. Ling. “State-feedback regional pole placement via LMI optimization”. In the

proceedings of the American Control Conference, pp. 3475-3480, Arlignton, VA, 2001.

UF M G Ve
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‘ Controle H- com alocacao de pélos (em faixa) por LMls I

r . 2 4
T w —
min || |2 ,pin Traco {J }
S.a 2AmaazX t Q7 ZAmanX j Q

AX + XA +B.Z+Z"B = —Q

J BE
>~ 0
B, X
@ <0
\ C.X+Dy.Z —I
onde K = ZX 1!
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‘ Regioes LMIs e Alocacao “genérica” de pélos em malha fechada I

Uma regiao LMI é uma subregiao convexa do plano complexo, simétrica em relacao ao

eixo real e que pode ser definida como:

D={2z€C:L+zM+zM" < 0}

sendo L = LT e M matrizes reais. A funcio matricial

fo(z)=L+zM+zM" <0

é chamada funcao caracteristica de D

> Alocacao de pdlos em uma regiao LMI especificada pode ser caracterizada em termos
dos elementos das matrizes L e M (l;; € m;;), de modo que a matriz A terd

autovalores em uma regido determinada D sse 3P = PT > 0 tal que

Mp (A, X)

;X +mijAX +mj XA 1<ii<p
= LRIX+MQAX)+M"® AX)"

UF MV G ] .. -
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

> A é D-estavel, ie A(A) € D, sse IX = X7 tal que

Mp(A,X) < 0, X >0

> Veja que Mp (A, X) e fp(z) estdo relacionados através da substituicdo
(X,AX,XA") - (1,2,2)

> Mp(A, X) pode ser visto como uma generalizacdo da desigualdade de Lyapunov

pois se D é todo o semi-plano esquerdo, com fp(z) = z + z < 0, entdo

Mp(A,X)=AX +XA" <0, X >0

UF /M G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

1. Regido semiplano: Re(z) < o5

z4+zZz=(c4+jw)+ (0 —jw) =20<20s = z4+z2—205 <0

Para semiplano no lado esquerdo do plano complexo, o = —a, o > 0, ou

z+z4+2a0<0

que resulta na LMI
APr + PFAT + 2aPr <0
> Considerando o sistema em malha fechada, ie para A + B, K, obtém-se
(A+ B,K)Pr + Pr(A+ B,K)" +2aPr <0
que resulta, com a mudanca de varidvel linearizante, Z = K Pr,

APpr + Pr AT + BuZ + Z"BY + 2aPr <0, Pr =0 e

UF /M G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

2. Regido do tipo disco de raio r e centrado em (¢, 0):

z—cl<r = |c—cH+jw|<r = V(e—c)24+w2<r
= (c—c)+w’—r?*<o0
elevando ao quadrado e somando e subtraindo jwe e jwo obtém-se

0'2—ac—a'c—l—c2—|—w2—r2—|—jwc—jwc—|—jwa'—jw0'<O
)

(0 — jw)(o + jw) — (60 — jw)e — (o + jw)e+c® —r? <0
()

Zz—Zc—cz+c°—r*<0 = (Z—c)(z—c)—1r* <0
)

(E—c)%(z—c)—'r<0

UF M G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

Aplicando o complemento de Schur na desigualdade:

Z—c)r (z—c)—T<0

obtém-se a LMI

<0
zZ—cC -7
Para um disco centrado em ¢ = —q, com q > 0 segue
—r  z+q
<0
zZ4+q —Tr
UF G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

Veja que
—7r z+q —r g 0O 1 0O 0|
fo(z) = = + z + z <0
zZ+q —r q -—rT 0 O 1 0
- ~ 7 . ~ 7/ \_\,_/
L M MT

que resulta na LMI, substituindo (Pp, APp, Pb A") « (1,2, %)

—rPp APp + qPp <0
PDAT -|— qPD —’I“PD

UF /M G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

Outras regioes LMls

3. Cone descrito como
Im(2)| < B|Real(2)| : fp(z) = —(2+%2) 3(z—-72)

<0
1z-2) -(z+3)

resulta na LMI

—(APc + PcA") 5(APc — PcA")

<0
%(APC — PcAT) —(APC -+ PcAT)

UF M G ] .. -
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

4.  Faixa horizontal [Im(2)| < w: fp(z) = B <0
resulta na LMI

—2wPH PHAT - APH

<0
APy — Py A”T — 2w Py

UF /M G
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‘ Regioes LMIs e Alocacao de polos I

> Todas as regioes LMIs podem ser estendidas para sistemas a tempo discreto!!!
Basta que se escolha de forma apropriada os elementos que a caracterizam

> Pode-se combinar duas ou mais regides LMIs facilmente... No entanto, sé é possivel
utilizd-las quando se deseja obter uma interseccao entre as mesmas que nao seja vazia.

le, n3o ha como obter regides LMIs desconexas

> Quer obter um Unico controlador quando se considera duas ou mais regices LMIs?

Basta para tanto que se fixe a matriz de Lyapunov adotada, ie imponha

P=Pr=Pp=Pc=Pu

> Extens3ao imediata para sistemas com incertezas politépicas

UF M G
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Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida

Restricoes sobre a entrada de controle Quando a condig¢3o inicial, (0), é

conhecida, pode-se encontrar um limitante superior para a norma da entrada do sinal de

controle u(t) = Kx(t) de um sistema incerto (politdpico)

A restricdo ||u(t)|| < 1 é imposta para todos os instantes t > 0 se as LMls

1 x(0)" Yy z7'
~ 0,
x(0) Y Z 2l

sao factiveis, onde Y > 0 e Z satisfazem as condicOes de estabilidade, Vi = 1,...

A;Y + YA +Bu.Z+Z"BE, <0 (Caso continuo)
Y Y Al + ZT BY, .
>0 (Caso discreto)
AY + By Z Y

Neste caso, o ganho estabilizante é: K = ZYy 1.

7'4’7

UF VM G
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Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida

E se £(0) nao é precisamente conhecido?  Pode-se estender os resultados para o

caso onde x(0) estd contido em um politopo (ou elipséide)...

Por exemplo, suponha que ||z(0)|| < 1, entdo

1 z(0)”

0y 0 — Y —z(0)z(0)" >0 = Y ~ |

Obtendo-se assim as LMIs:

UF /M G
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Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida

Restricoes sobre o pico do sinal de saida Suponha que a condig¢3o inicial, (0), é

conhecida e o sistema incerto considerado seja da forma

Olx(t)] = Ax(t) 4+ Bux(t), x(0) = xo
y(t) C,x(t) sendo (A,B,C) € P

A restricdo ||y(t)|| < ¢ é imposta para todos os instantes £ > 0 se as LMlIs

1 z(0)" - Y YC,

= 0, >0
z(0) Y CyiY &2

sdo factiveis, Vi = 1,...,k, onde Y > 0 satisfaz a LMI de estabilidade (continuo ou

discreto) como no caso anterior para entrada de controle

UF /M G
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‘ Exercicios I

Questdao 5 — Sistema de Tanques Interativos (STI) Este sistema piloto é composto
de dois tanques conectados, utilizando sensores e atuadores industriais®. As matrizes do
modelo em espaco de estado sao

[ v —~ 0] b1 0 | (1 0
A= | —v ¢ ; B = 0 b2 |5E=|0 1 |[;
0 1 o0 0 o0 | 0 0
1 0.1 0
Cz: ,Dzu:
0 0 0 0.1

onde x1 e x2 sao os niveis de cada tanque, e 3 = x2 é um estado extra adicionado
para evitar erros em estado estaciondrio em x2 (ie, um integrador...). As matrizes C, e

D, ponderam os estados e o controle

V.J.S.L. Jr. et al.,, “Robust pole location for an interacting tank system with uncertain parameters”. |EEE
28" |ECON, pp. 1618-1623, 2002.
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‘ Exercicios I

Usando dados experimentais, o comportamento do sistema pode ser representado por
um politopo com Kk = 3 vértices, onde os valores dos parametros de cada ponto de

operacao sao listados na Tabela abaixo

Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3
~ X 1072 3.576 3.576 2.262
d x 10™2 -3.583 -3.579 -2.264
bi1 X 1077 6.201 12.294 12.109
baz X 1072 8.248 2.181 1.822

Encontre o controlador robusto ‘H2, o custo garantido H2 e as respectivas normas H2

em cada vértice, quando considera-se alocar os pélos em malha fechada em uma regiao
LMI do tipo:

UF M G
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‘ Exercicios I

Im

A\ 4

Re

Regiao LMI: interseccao de um disco com um semi-plano

sendoa = 0.2, g =2.31,er = 2.3

UF VY G
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‘ Exercicios I

Questao 6 Considere o modelo de suspensao ativa de um automovel estudado no
bloco 3. Sendo as matrizes da forma

0 0 —1 1 0 0
0 0 0 —1 0 1
A — 9 Bu — ) Bw —
k_ 0 __c c 1 0
m1 mi m3 mi
Kk ki c __c 1 0
_ mo mo mo mo [ mo n -

e 231.12Kg < m1 < 346.68Kg, m2 = 28.58Kg, k = 10000N/m, ¢ = 850Ns/m e
k: = 155900N /m

UF VM G ] .. -
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‘ Exercicios I

Pondere a saida controlada, z, da forma

[ 10* 0 o0 0 | 1]
o 10* o 0 0
Cz = ’ Dzu —
0 0O 10* o 0
| 0 0 0 10* 0

1. Obtenha o controlador H2 para o modelo nominal (1 = 288.19Kg) e apresente
a resposta temporal para x1(t) considerando realimentagdo (suspensdo ativa) e o
sistema sem realimentac3o (suspensdo passiva) a pertubagbes da pista modeladas

como:
(a) impulso
(b) w(t) = 0.6sen(8xt) + 0.75sen(127t) 4+ 0.9sen(167t) + 0.5sen(207t)

2. Obtenha o controlador robusto H2 para o modelo incerto e para as mesmas
pertubacdes, obtenha a resposta para x1(t) considerando o sistema incerto (simule
para varios pontos no intervalo de incerteza)

UF M G
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