‘ Construindo os Fundamentos da Robustez I

1. O problema do ganho pequeno, o problema de atenuacao de distlrbios e o
problema de estabilidade robusta

2. Teorema do ganho pequeno
3. Descricao de incertezas
4. Desigualdades de Riccati e Desigualdades Matriciais Lineares — LMls

5. Estabilidade Interna e Funcionais de Lyapunov
5.1. Teorema de Lyapunov

5.2.  Lema de Finsler

5.2.  Lema Projetivo
6. Estabilidade quadratica
7. Condicoes relaxadas de estabilidade: Lyapunov dependente de parametros

8. Bounded Real Lemma
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‘ Motivacao: O problema do ganho pequeno I

e Por que introduzir a norma Hoo como um indice de medida?

~+ Considere o problema de estabilidade robusta ilustrado abaixo:

777777777777777777777777777777777

T—k‘g %

e g éuma FT de um sistema LIT nominal

e k é uma FT de um controlador LIT a ser projetado

® Se o sistema real é representado por (1 + §)g, entdo a modelagem do erro é
representada por uma pertubacdo multiplicativa d na saida da planta. Considera-se 6

como um sistema LIT
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‘ Motivacao: O problema do ganho pequeno I

Reescrevendo o sistema em termos de z e w, obtém-se

z=gk(z4+w) — z=1(1—gk) ‘gkw

desta forma as propriedades de estabilidade do sistema anterior s3o as mesmas para o

sistema descrito abaixo:

Problema do ganho pequeno

sendo que h = (1 — gk) gk
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‘ Motivacao: O problema do ganho pequeno I

e Como analisar estabilidade no modelo equivalente em termos de h e 67

Se a pertubacdo 0 e o sistema nominal em malha fechada h s3o estaveis, entio:

o critério de Nyquist garante que o sistema em malha fechada é estavel
sse o diagrama de Nyquist de hd nao envolve o ponto +1 (veja que
convencionamos realimentacao positiva...)

para satisfazer o critério de estabilidade: 1 — h(jw)d(Jw) # O

—  sup |h(jw)d(jw)| < 1

assegura que o diagrama de Nyquist de hd nao envolve o ponto +1, sendo uma

condicao completa para assegurar a estabilidade do sistema em malha fechada!!
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‘ Motivacao: O problema do ganho pequeno I

e Como 6 é desconhecido, pode-se obter uma condic3o suficiente alternativa:

sup |h(jw)d(jw)| < sup [h(jw)| sup |5 (jw)| < 1

Se § é estavel e limitado em magnitude por «, entdo: sup [d(Jw)| < ~

A malha de realimentacao no sistema equivalente serd estavel se um controlador

estabilizante poder ser projetado tal que:

sup [ (jw)| = sup (1 - g(j)k(j)) " g(Gw)k(iw)| <

Especificamente em termos da norma-oo, a condicdo acima é denotada por:

1
|h||lcoc = sup |h(Jw)| < S (valor de pico no diagrama de Bode...)

Particularmente, satisfaz a propriedade submultiplicativa:  |[Rd||cc < [|R||oo||d]|ec < 1
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‘ Motivacao: O problema do ganho pequeno I

e Neste caso o problema de estabilidade robusta étima pode ser colocado como um
problema de otimizacao da forma:

Encontrar um controlador estabilizante k que minimiza |[(1 — gk) ™ 'gk||oo

Curiosidade:  Veja que se a planta é estavel, para k = 0 obtém-se

|(1 — gk) 'gkl|looc = 0 e .. k é 6timo sob a Stica acima...

Portanto, quando a planta é estavel e nao ha exigéncias de desempenho além da

estabilidade, a solucao étima é nao utilizar realimentacao...

e Em caso contrario, kK = 0 nao é factivel !!
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

Considere o sistema abaixo:

S1
O P g
w u
v d
k °
82

Problema de atenuacao de disturbios

e g é uma FT racional estavel

e d é um sinal no dominio da freqiiéncia que representa um distirbio desconhecido

Objetivo: Encontrar um controlador k tal que:
1. Estabiliza a malha

2. Minimiza a norma-oo da FT de d para y
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

Se w = 0, obtém-se

y = (_1—gk)_1d
= |(1—gk)™" — gkl —gk)™" + gk(1 - gk)_l} d

— (1 —gk)~'(1 — gk) + gk(1 — gk)_l} d (evidenciando (1 — gk)™ ')

= |1 + gk(1 — gk)_l} d (ndo-linear em k)...

Define-se q = k(1 — gk)™ " (FT de d para u)

e Mapeamento em malha fechada de d paray: y = (1 4+ gq)d (afim no pardmetro
desconhecido q)
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

Definicao O sistema de realimentacdo representando o problema de atenuacao de

distirbios é internamente estavel se cada FT de w e d para u e y é estavel

Condicao necessaria e suficiente para o sistema ser internamente estavel? Veja

u = ky+w w 1 —k| |u
p— =
= gu-+d d —g 1 Yy
—1
u _ 1 —k w
—g 1 d
X

isto €, X deve ser estavel...
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

E quanto a parametrizacdo em q = k(1 — gk) ™', com y = (1 4 gq)d? Veja que

1 —k| |1 o1 -k
—g 1| |=g 1|0 1—gk
-1
1 -k |1 k@ —gk)7'| |1 O
) —g 1 - [0 (1—gk)™" | |g
L ~ ,
. [ q 1 0 | 1+4+gqg q
|0 14gq||9 1| |(14+49)g 1+44g

. Como g € RHoo, X é estavel (ie X € RH ) sse q é estével (ie ¢ € RH )
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

Nota A condigcdo tal que 3 X (oo) é conhecida como condi¢do bem posta
(well-posedness condition). Esta mesma condi¢do é simples de ser colocada em varidveis
de estado. Considere realiza¢bes para g e k, de modo que g(oo) = r e k(oco) = p,
entao a condicao bem posta é equivalente a existir

—1

Lema Suponha g estavel. Entao k é um controlador internamente estabilizante para a
malha de realimentac3o do problema de atenuacdo de disttirbios sse ¢ = k(1 — gk) ™ *

é estavel. De forma equivalente, kK é um controlador internamente estabilizante sse

k= q(1 4+ qg)~ " para algum q estével
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

Note que y = (1 4+ gq)d, definindo-se

he(14+g9) — q=g "(h—1)

e Para estabilidade interna de h, g deve ser estavel

1 —1

e Seg " éestivel, parah =0,q = —g — atenuacdo de distdrbios perfeita

(y = 0!!). Possivel de ser obtido? Veja que

h=1+gq=14+gk(l—gk) ' =1 —gk) '(1 —gk+gk) =1 —gk)™*

entdo ||k|| — oo, h — 0, .". g n3o é obtido através de uma realizagdo de k...
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

e Por outra lado, para € arbitrariamente pequeno, faca h = €, tal que

q = —g_l(]_ — 6) e

1 —¢€ -1
g

k=q(14+q9) '=qgh ' =g ' (h—1h ' =— .

O controlador k é simplesmente g~ ' junto com uma fator arbitrario de alto ganho

e Esta é uma conclusao esperada? Sim, pois do controle cldssico sabe-se que altos
ganhos melhora a atenuagdo de distdrbios... (lembrando que para altos ganhos, o sistema

em malha fechada é estavel se todos os zeros estdo no semiplano esquerdo aberto)
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© Reinaldo M. Palhares pag.13 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 5



Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

1 h3o é estdvel? g serd estavel sse

o Eseg™
h(zi)) =1, +=1,2,...,m

para cada zero, z; de g tal que R(z;) > 0 (com multiplicidade 1)

O Problema de Atenuacao? Encontrar uma FT h estavel, de norma-oo minima,

satisfazendo a restricdo acima (anulando o zero instavel...)

e Entaode h = 1 4 gq, o g 6timo pode ser interpretado como a melhor aproximacao

inversa de —g, no sentido da norma-oc...

UF M G
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

e Se eventualmente ha alguma informacao espectral sobre o disturbio d como, por
exemplo, d é limitada em baixas freqiiéncias, pode-se selecionar um filtro passa-baixas
f(jw), estavel e de fase minima

O Problema de Atenuacdo? Minimizar ||hf||co

Se ||hfllo <1 = |h(jw)| <|f '(jw)| Yw €R

e Como |f~'(jw)| << 1 para baixas freqgiiéncias, implica que |h(jw)| << 1 para

baixas freqiiéncias...

Qual a idéia? Construir |h(jw)| pequeno para o dominio de freqiiéncias para o qual
|d(jw)| é grande
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Motivacao: O problema de atenuacao étima de distirbios

- definindo-se h £ hf
h=f+fgqg = q=g 'f7'(h—7F)
g ¢é estavel sse as restricoes B(zz) = f(z:),t = 1,2,...,m s3o satisfeitas
e Como ||hllec <1 = |h(jw)| < |f  (jw)| Yw € R. Pode-se concluir que
h(jw)l < e sempre que |f(jw)| > -

.. Através da sintese de f pode-se obter um nivel de atenuacao apropriado desde que
Ik : ||hlle < 1
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Motivacao: Um problema de estabilidade robusta...

O problema? como determinar um controlador que assegure especificacoes de
desempenho em malha fechada sem um modelo preciso para o processo

O que se espera? o controlador deve operar de forma “satisfatdria” para toda uma

familia de modelos

Representacao do modelo do erro? g é a planta nominal e o modelo do erro é, por

exemplo, g + 9, sendo § € RH e representa a dindmica desconhecida...

Problema de estabilizacao robusta? Para g dado. Determine um controlador
estabilizante k para toda a familia de modelos g 4+ &, para o qual ||d||cc é maximizado...

e k que maximiza ||d||co é robusto e 6timo no sentido que estabiliza a maior bola de

modelos com centro em g'!
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Motivacao: Um problema de estabilidade robusta...

Diagrama ilustrativo do problema em questao:

o —— o — —

i 5 — 5
zi ° i ® w z @ w
k
Problema de estabilidade robusta
sendo que z = k(w + gz) = (1 — kg) ™ "kw
UF G
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Motivacao: Um problema de estabilidade robusta...

e Se 0 e o modelo nominal em malha fechada s3o estaveis, pode-se concluir de um
argumento de “ganho pequeno” baseado no critério de Nyquist que a malha fechada
pertubada também serd estdvel desde que seja satisfeito:

10lloo I(X — kg) ™ "klloo < 1

Condicao para satisfazer o problema de robustez 6timo? um controlador

estabilizante k que minimize ||(1 — kg) ™ 'k||oo
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Motivacao: Um problema de estabilidade robusta...

Como garantir estabilidade interna? parametrizando em ¢ = (1 — kg)~ 'k, como g

nao necessariamente é estavel...

. 1 —k 1+aqg q
Veja que =

—g 1 (1+4q9)g 1+4g
entao a planta nominal em malha fechada é estdvel sse
1. q é estavel
2. qg é estavel

3. e (14 qg) é estavel

Nota Naturalmente se g é estavel basta a condicao 1...
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‘ Teorema do Ganho Pequeno I

Malha G — A para andlise de estabilidade

S1
-O—e - A °
w1q el
(S5 wo
y
° G o—)
S2

Teorema do Ganho Pequeno Suponha que G € RH o e considere v > 0. Ent3o o

sistema realimentado acima é internamente estdvel para todo A € RH o com
L ||Allee <1/ sse [[Glloo <
2. Allee < 1/ 53¢ [|Glloo < 7

e, e1, ez, 81, S2 € L2, Vw1, w2 € L2
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‘ Descricao de Incertezas I

Um fundamento da teoria de controle robusto: Modelagem de incertezas

e Incertezas nao estruturadas. Considera-se a matriz de pertubacdo A “completa”, sem

estruturas particulares. Estabilidade?

® Incertezas estruturadas. A matriz de pertubacao A ¢é bloco diagonal, com particoes

especificas

Modelo geral:

;T > K - \I’ >

sendo W o conjunto das plantas incertas...
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‘ Incertezas Nao Estruturadas I

Incertezas Aditivas O modelo do erro é representado por uma pertubacio aditiva no

modelo nominal G

onde W1 e W2 sao funcoes de ponderacao em freqiiéncia, particularmente uteis para

“redimensionar’ A

Teorema Considere ¥ = {G + W1 AW, | A € RH}, v > 0, e K um
controlador estabilizante para a planta nominal GG. Entao o sistema em malha fechada é

internamente estavel

VAl <7 sse [[W2K(1+GK) "Willeo < 1/7

UF M G
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‘ Incertezas Nao Estruturadas I

Incertezas Multiplicativa O modelo do erro é representado por uma pertubacao

multiplicativa no modelo nominal G

¥ = {(1+ W1 AW2) G}

Teorema Considere ¥ = {(I + W1AW2)G | A € RH}, v > 0, e K um
controlador estabilizante para a planta nominal G. Ent3o o sistema em malha fechada é
internamente estavel

<1/v

(e o)

V [[Alleo < v sse HW2 [I—(I—l—GK)_l} W

Nota ha uma série de testes de estabilidade robusta para outros tipos de incertezas nao

estruturadas, para tanto pode-se consultar o livro do Zhou...
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‘ Incertezas Nao Estruturadas: diagrama de blocos I

: +y
» G L
N :
Incerteza aditiva: G + W1 AW,
i Wl - A [ W2 E
4t
. - G " -
oo

Incerteza aditiva inversa: G(I — W1 AW,G) !

UF M G ~
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‘ Incertezas Nao Estruturadas: diagrama de blocos I

___________________________________________________________

Incerteza multiplicativa inversa na entrada: G(I — W, AW,) ™!

UF VY G
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‘ Incertezas Nao Estruturadas: diagrama de blocos I

Incerteza multiplicativa inversa na saida: (I — W AWQ)_lG

UF VY G
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‘ Exemplo I

1. Considere a planta incerta descrita da forma

K .
s+ 1"’

escolha 7p = T(1 4+ rpA), com |[A| < 1e

Gp(s) =

Tmin S Tp S Tmax

— Tmax + Tmin . _ Tmax — Tmin

Tmaz + Tmin

T = ; Tp =

2

Encontre um modelo nominal G e uma funcao W7 que descreva as variacoes de

Incertezas

UF M G
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‘ Exemplo I

Veja que substituindo 7,

K
T(1+7rpA)s+1
K L _
= FeTrAs T (evidenciando (1 4+ Ts))
K 1

I +7s 14 ZoA

G(s) (1 +Wi(s)A)™"

Gp(s) =

sendo um descricao de incerteza do tipo multiplicativa inversa na entrada

UF M G
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‘ Exemplo I

2. Considere a familia de funcdes de transferéncia para a planta com amortecimento

desconhecido, porém limitado

1
s2 +¢€és4+1"°

Obtém-se uma descricio completa para a variacao de &€ em torno de 0.6, ie

Ge(s) = 0.4 < ¢£<0.8

£=0.6+02A, —-1<A<1

Substituindo a descricdo acima na familia de funcoes de transferéncia obtém-se

1
s2 4+ (0.6 + 0.2A)s + 1

Ge(s) =

e evidenciando o termo (s® 4 0.6s + 1) obtém-se

1 0.2sA
Gels) = (.92 1+ 0.65 + 1) /<1+ 52 —|—O.6s—|—1>

UF M G
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‘ Exemplo I

Definindo-se a funcado de transferéncia da planta nominal para o valor & = 0.6:

1

G(s) = 5 +0.65+1

sendo a descricao para a incerteza:

Wi =10.25] ¢ —1<AK<LI1

Desta forma a familia de funcoes de transferéncia pode ser denotada por:

G
1+ Wi AG

Ge(s) = =G (1+W1AG)™ "

estando no formato do tipo incerteza aditiva inversa

UF M G
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‘ Exemplo I

3. Considere a planta incerta associada ao retardo no tempo T
Gr(s) =G(s)e ™ com Ty <T<T,

Determine uma funcao W1 que descreva as variacoes de incerteza do retardo no tempo

T na forma de incerteza multiplicativa de entrada:
Gr(s) =G(s)(1+Wi4), [A|[L1
Veja que do formato de incerteza multiplicativa acima:
Gr/G —1=W1A
|GT/G — 1| = [Wh|

(Ge™™*)/G — 1] = |4

(Wi| = e — 1] Vw €eR

UF M G
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‘ Incertezas nao Estruturadas I

o

K - G 0
R S— ; y

Realimentacao com Incerteza Aditiva A, e planta nominal G

Equivaléncia no formato da planta generalizada?

A A

w z z w
P = P

u Y Y u
K K

Planta Generalizada: Quanto vale P?

UF /M G
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‘ Incertezas nao Estruturadas I

Veja que do primeiro diagrama classico:

z =u

u = Ky

w = Az

y = w+ Gu
z 0o 1 w
Y B | G| |u

sendo P =

UF G
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‘ Incertezas Estruturadas I

A matriz de incerteza A é bloco diagonal, ie
A = diag{A;}

sendo A; um bloco matricial
® Incertezas Lineares Fracionais

e O que dizer sobre a estabilidade do sistema realimentado em malha fechada?

UF VY G ] .. -
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Incertezas Lineares Fracionais — TLF inferior F;( P, A;)

w z
— |N M| ——> z M N| |w
—DRS p—
q S R| |p
P q
p = Aigq
A; |a——

Sed (I — RA;)™ ", entdo w — z é definido por

Fi(P,A)A2 M+ NA; (1 — RA;) 'S

vejaque g = Sw+ RA;q= (1 — RA,) 'Swez=Mw-+ NAq...

UF M G
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Incertezas Lineares Fracionais — TLF superior F(P, A;)

z S R| |w
p 9 =
q M NJ| |p
] [N M
el ] N ) = A
w =z

Sed (I — MA,)™ ", entdo w — z é definido por

Fs(P,A,)2S+RA, (I - NA,) ' M

vejaqueq=NA,gq+ Mw= (11— MA,) " '"Nwez=RA;q+ Sw...

UF M G
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‘ Generalizando a interpretacao para F,(P, A;) I

e S é um mapeamento nominal de Fs(P, Ay)
e A é uma pertubacdo em F, (P, A;)

e R, N, M s3o direcdes “conhecidas” (TF) de como a pertubagio age sobre o
mapeamento nominal, S

e A perturbacao é gerada por uma matriz diagonal quadrada ng X np, onde
fn,p :’n,q :hl—l—...—l—hN

A é diag{éllhl,...,éNth}
sendo que |0;] < 1,42 =1,..., N, implicando ||A|| <1

Nota A pode ser “visto’ como uma matriz de realimentacio. Portanto ao invés de A

pode-se escrever K e a TLF descreve a planta generalizada

UF M G PP
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‘ Outros modelos: Incertezas Limitadas em Norma I

Modelo incerto no espaco de estado para a planta generalizada

[ (¢)] (A+ AA)z(t) + (Bu + ABu)u(t) + (Bw + ABy)w(t)
y(1) (Cy + ACy)x(t) + (Dyuw + ADyu)u(t) + (Dyw + ADyw)w(t)
z(t) = (C.+4+ AC.)x(t) + (Dzu + AD.y)u(t) + (Dzw + ADyw)w(t)

sendo que A(+) = E(yAF(.y, para () = A, By, Bw,Cy,C>, Dyy, Dyw, Douy Do

A é uma matriz desconhecida satisfazendo ||A|| < 1

e E(.y e F(.y sdo matrizes conhecidas e indicam as direcoes de entrada de A

e Conjunto de incertezas D é um conjunto limitado em norma:
(AA, Bua,..., DzwA) cD=2 {() + E(.)AF(.) |

A <1, A eC*2*"2 ()= A,By, By, Cy,C, Dyyy Dy, Droyy Doy

UF M G
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‘ Outros modelos: Incertezas Politépicas I

Para o mesmo modelo incerto anterior o conjunto incerto é um politopo:

_Al Bul Bwl | _AF-‘, B’U,K, B’LUK, |
P — COo < Cyl Dy'u,l Dywl Cyk:, Dyun Dywkz
\ _Czl Dzul Dzwl_ _CZF\', Dzuk:, Dzwn_ y

e Interpretacao? Qualquer ponto extremo do politopo representa um conjunto particular

de matrizes (A, By, ..., D.y), correspondendo a um modo particular do sistema
e Como mudar de um modo para outro? E arbitrario e pode ser instantaneo...

e Modelo nominal? Ao contrario do caso limitado em norma, n3ao ha a necessidade de

um modelo nominal

UF M G
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‘ Exemplo I

Como representar o sistema incerto abaixo?

0 ) PR L WO
xIr = €Xr u
B 0 1—-p3
A Buna

sendo |a—0.5/< 0.3, |8—0.5 <0.3

Suponha que a,, = 3, = 0.5 sejam os valores nominais

UF /M G

@© Reinaldo M. Palhares pag.41 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 5



‘ Exemplo I

Conjunto limitado em norma? E completamente definido pelas matrizes

0O -—-0.5 0.3 O
+

Aa = A
0.5 0 0 0.3 1 O
N ~ _J/ G ~ - ) S ——
Ap E 5 Fa

0.5 0.3 0 1

ulA — + A
0.5 0 0.3 —1
A, Ep Fp

e 0s parametros incertos e 3 sdo representados em A, ||[A|| < 1:

a—0.5
0 a — 0.5 — 0 5
O 18_0°5 003 _ _
0.3
UF G
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‘ Exemplo I

Conjunto politépico? Veja que [a — 0.5/ < 0.3 .. 0.2< a<0.8(e0.2<3<0.8).
Desse modo as matrizes extremas sao geradas pelos quatro vértices do retangulo:

Q
(A, B)2 (A, B)4
0.8 [ 777
(A, B)1 (A, B)s
0.2
:I ; :
0.2 0.8 ~

Isto é, Kk = 4, ou Kk = 2™, n =numero de combinacdes de o e (3

UF M G
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‘ Exemplo I

Politopo:
o -—o0.8| |0.2 0 -0.8| |0.2
P = co , ; , S
0.2 0 0.8 0.8 0 0.2
o -0.2| |o0.8 o -0.2| |o0.8
02 o0 | |o8l/ \los o | |o.2

e N3o ha a necessidade de um modelo nominal...

UF M G
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‘ Equacoes Algébricas de Riccati I

Define-se a matriz Hamiltoniana 2n X 2n, com A(M) # jw

A —BB”"
M 2 - - | sendo A, BBY, cTC € R™"*"
—-C'C -A

Definem-se os subespacos X— (M) (correspondente a R(A(M)) < 0) e X1 (M)
(correspondente a R(A(M)) > 0)

e Como construi-los? Gera-se uma base Mp formada pelos autovetores de M

X1 Xs
X2 Xu

Mp =

onde [X1 X2]" corresponde aos autovetores associados a R(A(M)) < 0, e
[X3 Xa4]" corresponde aos autovetores associados a R(A(M)) > 0

UF M G
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‘ Equacoes Algébricas de Riccati I

. X1 X3
entao X_(M)=S , Xyr(M)=S
X2 X4
® Definem-se X 2 XoX7' (se3d XM
Ric : dom(Ric) — X = X = Ric(M)

dom(Ric) = {M € R*™X2™ | A(M) # jw}

Lema M € dom(Ric) e X = Ric(M). Entdo

1. X =X"eRrmxn

2. X satisfazz R(X)=A"X + XA - XBB'X+C'C=0
3. A— BB"X ¢ estével

UF /M G
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‘ Equacoes Algébricas de Riccati I

Nota M & dom(Ric) sse (A, B) é estabilizavel e (A, C') é detectdvel

Lema (A, B) estabilizdvel e (A, C) detectdvel. Entao a equacdo de Riccati,
R(X) = 0, tem uma tnica solucio X = X' > 0, e A — BB" X ¢ estdvel

e Definem-se os conjuntos

R_ 2 {X cR™™™ | X = X7, R(X) =0}

Rs 2 {X cR™"™ | X = X7, R(X) jO}

Teorema Considere BBT > 0. Se R~ # 0, entdo 3 X € R tal que
X_|_ ~ X VX € Rj

X é chamada de solucio maximal de R(X) = 0, é tinicae A — BBT X é estavel

UF M G
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs

Revisitando as LMIs (Linear Matrix Inequality) Forma candnica

A(xz) = Ao+ ) xiA; =0

1=1

sendo = um vetor de n varidveis de decis3o e as matrizes A; = A sio dadas (Simetria
é necessaria)
e As LMIls sdo restricoes convexas em x, ie {x | A(x) = 0} é convexo (veja bloco 2)

T

Problema de Otimizacao LMI  Minimizar ¢*  sujeito a

A(x) = Ao+ z21A1+ -+ x2,An<0

UF /M G
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs

Exemplos simples de LMIs

e Restri¢bes lineares tipicas (Ax < b)

T .
a; r <b;, 1=1,...,m

A(z) >0 = A(x) = diag{b; — a; =}

e O caso escalar
y>z = A@) =y-—x>0

e Estudo do sinal de uma matriz com elementos lineares
P >0

sendo P = PT

UF /M G
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‘ Complemento de Schur I

Se estiver em dificuldades para obter LMIs... A receita é o complemento de Schur, que

transforma desigualdades n3o-lineares (porém convexas) em LMls

Pll
P,

P =

ou

P12
P22

-0 <—=

P> -0
P11 — P12P2_21P1Tz -0

P >0
Psz — PLP'Pis = 0

e Inicialmente proposto para o estudo de sinais de Matrizes ...

UF VM G
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‘ Aplicando o Complemento de Schur ... I

® Restricées quadraticas, € R™, £ € R®, g € R, e Q € R**"

T =T
(@™ —F)Q 'z -%)<q = T EE)

(z — %) Q

e Desigualdade de Riccati “modificada”

AX +xAT — BBT XxcCT
CX —1

AX +XAT —-BBT+XCTcX <0 =

linear na “variavel” matricial X

UF M G
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‘ Aplicando o Complemento de Schur ... I

e Grammianos de Controlabilidade continuo e discreto com desigualdade

AL.+ L. A" + BB" <0 = j3déumalMlll

AL.AT — L.+ BBT <0

também é uma LMI, porém aplicar Schur é bastante interessante ...

AL.L;'L. AT — L.+ BB"<0 = L.AT L. 0|>0

UF /M G
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‘ Teorema de Lyapunov I

Em 1899, Lyapunov apresentou uma forma de determinar a estabilidade de um conjunto
de equacoes diferenciais ordindrias utilizando desigualdades matriciais lineares
(certamente esta foi a primeira LMI que se tem noticia...)

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov

Teorema de Lyapunov Considere o sistema d[x(t)] = Ax(t). O sistema é
assintoticamente estavel (z(t) = 0 é o estado de equilibrio) sse 3 P = PT = 0:

1. AT P4+ PA <D0 (caso a tempo continuo)
2. ATPA—-P <0 (caso a tempo discreto)
UF M G
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‘ Teorema de Lyapunov I

Demonstracao 1. (Linhas gerais) Escolha uma fung¢do de Lyapunov

V(z(t)) =z’ (t)Px(t) > 0, ie P>0

Derivando em relagdo as trajetérias x(t)
V(z(t) = &' (t)Pz(t) +=z' (t)Pi(t)
= (Az(t))" Pz(t) + 2" (t)P(Az(2))
= a' (t)(ATP + PA)x(t)
Como V (x(t)) > 0, para estabilidade assintética V' (x(t)) < 0, entdo

ATP+PA <0

UF M G
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‘ Teorema de Lyapunov I

Demonstracao 2. (Linhas gerais) Escolha uma fung¢3do de Lyapunov

V(z(t)) = x" (t)Px(t) > 0, ie P >0

ent3o tomando-se a diferenca ao longo das trajetérias x(t):

AV (x(t)) V(z(t+1)) — V(x(t))
= z'(t+1)Px(t+ 1) —z' (t)Pxz(t))
= x(t)TATPAx(t) + " (t)Px(t)

= z' (t)(A"PA — P)xz(t)

Como V (x(t)) > 0, para estabilidade assintética AV (x(t)) < 0, entdo

ATPA_—P <0

UF M G
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‘ Interpretacao Geométrica do Teorema de Lyapunov I

V(x)
A
V(z) <O
S 5
/v ; V(z) >0
V(z) >0
' - >
T2

Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 5
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

O estudo de estabilidade usando LMI advém da desigualdade matricial de Lyapunov ...

F(zx) =A"P+PA <0

Para verificar se o sistema autonomo é assintoticamente estavel, é necessario e suficiente

verificar se as LMIs abaixo s3o factiveis

ATP+PA < 0
P = 0

com P = PT

e O mesmo vale para um sistema auténomo discreto ...

UF /M G

© Reinaldo M. Palhares pag.57 Fund. Controle Robusto via Otimizacdo — Bloco 5



‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

Exemplo Estude a estabilidade dos sistemas descritos por

—-1 1 0 1 —1 0
ztt) =10 -1 1|xz@®) e zz@®)=|0 -1 —1|=(@)
-9 -3 —2] -9 -3 —2]

utilizando as LMIs

Solucao utilizar programacao... Neste exemplo

@\ The MathWorks

LMiLab

UF M G PP
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Estudo de Estabilidade Usando LMIs

Script para solucionar a desigualdade de Lyapunov: estabilidade.m

function [P]l=estabilidade(A)

% Exemplo de estudo de estabilidade usando LMIs

% matriz "A" atribuida na entrada da fungéo

setlmis([]); pA

P=1mivar (1, [size(A,2) 1]); A

A

lmiterm([1 1 1 P],1,A,’s’); Y%

Imiterm([-2 1 1 P],1,1); h
lmis=getlmis; b
[tmin,xfeasp]=feasp(lmis); %

o

inicio da montagem das LMIs
P=P’ - variavel matricial nxn
Forma padr&o no LMILab => LMI < O (definida negativa)

LMI #1: PA+A’P<O => ’3’ de simetria (bloco 1,1)

LMI #2: P>0 (bloco 1,1)
"juntando" as LMIs #1 e #2
Teste de factibilidade da LMIs.

Se tmin<0 a LMI é factivel.

UF M G
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Estudo de Estabilidade Usando LMIs

if tmin < O

P=dec2mat (1lmis,xfeasp,P); 7, "Remonta" a variavel matricial P

% a partir das varidveis de deciséo

% armazenadas em "xfeasp"

disp(’Sistema estavel’);
disp(’P=’), disp(P)
disp(’Autovalores de P’)
disp(eig(P))
disp(’Autovalores de A’)
disp(eig(A))
else
disp(’Sistema instavel’)
end

> Resultado esperado ? Verifique ...

UF /M G
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

> Utilizando a funcao 1yap no MATLAB ¢é possivel verificar a estabilidade de um
sistema autonomo também. Na pratica o teste de estabilidade é o mesmo, porém lyap

utiliza uma equacido de Lyapunov: 3P = PT > 0 tal que

AP + PAT = —| (Naturalmente garante AP + PA" < 0)

Exercicio Computacional Escreva uma funcido para o problema de otimizacdo abaixo

e compare o resultado com a funcao lyap considerando o primeiro exemplo da pagina 58

min Tr{P}
pP=pPT
{
sujeito a P >0
\ AP 4+ PAT < —I

Por que os resultados sao iguais?

UF /M G
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‘ Lema de Finsler I

Paraxz € R™, P = PT ¢ R"*™ e B € R™*™ (posto(B) < n). As afirmacdes a
seguir sao equivalentes

1. 2’Px <0, Vx#0 : Bz =0

BL'PB' <0, onde BB+ =0

dpeR : P—uBT"B <0

s W N

3G e R"*™ : P+ GB+ BTGT <0

4

Bastante util para “desacoplar” variaveis matriciais... E um caso de versao especializada

do Lema da Eliminacao ou Projetivo a seguir

Referéncia M. C. de Oliveira and R. E. Skelton, “On stability tests for linear systems”. In the proceedings of

the 15th Triennial World Congress, Barcelona, Spain, 2002.
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‘ Lema Projetivo I

Para B € R™*™ C € R?*™ e P = PT € R™*™ dados. As afirmacdes a seguir sio

equivalentes

1. 3 X € R™*9 gatisfaz

BXC + (BXC)" +P <0

2. As seguintes condicoes sao verificadas

BtPBt' <0
Tl 1T

Cc- PC <0

ie X é eliminado

UF /M G
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‘ Estabilidade Quadratica I

Definicao Um sistema dinamico incerto

o[xz(t)] = Ax(t), A€P= {A | A=) &A;, &>0,) &= 1}

=1

é dito ser quadraticamente estdvel

1. se para sistemas a tempo continuo

A P=P'~0 : ATP4+PA <0 VACP

2. se para sistemas a tempo discreto

IJP=PT -0 : ATPA_P <0 VACEP

UF M G
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‘ Estabilidade Quadratica I

Para o caso 1, a estabilidade quadratica é verificada se para a mesma matriz de
Lyapunov P:
)
ATP+PA; <0

P PTG <fﬁTL+PA2<0
— - .

\fﬁTL¥PAH<0

Para o caso 2, a estabilidade quadratica é verificada se para a mesma matriz de

Lyapunov P:
[ ATPA, — P <0
AgPAz —P =<0
IPp=P" =0 :
| ALPA, - P <0
UF MG
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‘ Estabilizabilidade Quadratica I

Definicao Um sistema dinamico incerto

S[z(t)] = Az(t) + Buu(t)

(A,B.) € P £ {(A,Bu) | (A,Bu) = > &i(Ai, Bui), & > 0,5 & = 1}

1=1 1=1

é dito ser quadraticamente estabilizdvel por realimentagdo de estados, u(t) = Kx(t)

1. se para sistemas a tempo continuo

IP=P" >0 : (A+B,K)"P+PA+B,K) <0 V(A,B,) €P

2. se para sistemas a tempo discreto

JP=P" >0 : (A+B.,K)"P(A+B,K)—P <0 VYAcP

particularmente K € {K | A 4+ B, K ¢ assintoticamente estavel}

UF M G
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‘ Como obter K ? I

Vamos considerar sistemas a tempo discreto (o caso continuo é trivial),
(A; + BusK)'P(A; + BisK) — P<0 VYi=1,...,k
{  por Schur...

P (A; + Bu;K)"

Ai+ BuK po1 =0 Vi=1,...,K

Pré- e pés-multiplicando pela transformacao de similaridade diag{P_l, 1}

T
P~ 0 P (A; + B,:; K)T| [P7' 0 0
0 | A; + Bu;: K P! 0 |
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‘ Como obter K ? I

_ pPlpp1 P '(A; + B, K)"
ie >0
(A; + Bu; K)P~ ! P!

fazendo duas mudancas de varidveis linearizantes
A p—1 A —1
Y =P e Z=KP " =KY

Y Y A7 + Z' By, :
= =0 Vi=1,...,K
A;Y + By Z Y

sendo K = ZY 1 (ie, independente das matrizes incertas A e B, !!)

e Basta resolver um problema de factibilidade nas varidveis matricias Y e Z, nos

vérticesst = 1,...,K

UF M G PP
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‘ Exercicio I

Exercicio Computacional Considere o sistema a tempo discreto dado por

"

0 1 6]
x(t+1) = x(t) + u(t)
< 2 « 0
S —— ——
\ A B

Considere dois casos para a variacao dos parametros incertos do modelo:
Casoa—- 0.7<a<1 e 1<pBL2

Casob- 05<a<1 &€ 0538

Nota O modelo incerto é instavel para combinacdes em malha aberta...

Objetivo Encontre ganhos de realimentacdo K que estabilize quadraticamente o

sistema incerto em malha fechada para os dois casos (Detalhe: Verifique se a

estabilidade é garantida, e.g., nos vértices)

UF M G
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‘ Relaxando a estabilidade quadratica ... I

e \eja que para estabilidade quadratica foi imposto a mesma matriz de Lyapunov P

para garantir estabilidade para todo o sistema incerto

e Nao é dificil supor que algum conservativismo esta sendo introduzido quando se

analisa estabilidade para uma mesma matriz de Lyapunov

e Ha resultados alternativos que relaxam a andlise, possibilitando lidar com “muiiltiplas”

funcoes de Lyapunov

4

Como isso é possivel?

U

Eliminando a dependéncia explicita da matriz de Lyapunov com a varidvel de controle !!
le, a matriz de Lyapunov estd "livre” e o ganho do controlador ndo depende da(s)

matriz(es) de Lyapunov

UF M G

© Reinaldo M. Palhares pag.70 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 5



‘ Condicoes Relaxadas para Estabilidade I

A. Considerando sistemas a tempo continuo

Lema Projetivo Reciproco  Considere P = P = 0 uma matriz dada. As seguintes
afirmacoes sao equivalentes

1. v+S+8T <0

2. a LMI abaixo é factivel em relacao a W

vi+P-—-W4+wh) st w?
S+ W —P

<0

Referéncia P. Apkarian, H. D. Tuan and J. Bernussou, “Continuous-time analysis, eigenstructure assigment,
and H 2 synthesis with enhanced linear matrix inequalities (LMI) characterizations”. IEEE Transactions on

Automatic Control, 46(12), pp. 1941-1946, 2001.
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‘ Condicoes Relaxadas para Estabilidade I

Dica para Demonstragao? (2) = (1). Considere a transformag3o:

{I |] vi+P-—-(W+wWh) SsT1+wT| |1
S+ W —P |

<0 = ¥v4+S+ST<0

(1) = (2). Quer tentar?

UF /M G
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Continuo

Teorema As afirmacoes abaixo sao equivalentes
1. para &(t) = Ax(t), A é estavel
2.3 X =X+>0: ATX+XA<0
3. 3X = XT eV tal que
—(V+VT) vTaA+x VT
ATV + X - X 0 | <0
|4 0 —X

4, Dual: 3X = X7T eV tal que

—(V+VT) vTAT+x VT
AV + X —X 0 | <0
1% 0 —X

UF MV G ] .. -
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Continuo

A equivaléncia dos itens (2) e (3) é fruto da aplicacdo direta do Lema Projetivo

Reciproco, ie para
AY +YAT <0, onde Y&2£X1

T com¥=0eST =AY

—(W+WhH)y+ P AY + W7

<0
YAT + W —P
pré- e pés-multiplicando por diag{l,Y "'} com X £ Y !
—W4+WhH4+P A+WTX <0
AT + XW —XPX
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Continuo

pré- e pés-multiplicando por diag{W =7, 1} e diag{W ', 1} com V 2 W1

—(V+VhH+vriPvy vTA4 X

<0
ATV + X —XPX
{ aplicando Schur em V' PV ...
—(V4+VT) vTA+Xx VT |
ATV + X —XPX 0 <0
1% 0 —p1

=/ = = A JE— Ve Ve
usando a mudanca de varidvel linearizante P & X ', obtém-se o resultado. Porém,

algum conservativismo também é introduzido ... a forma dual é obtida fazendo
A — AT

e Onde esta o segredo? A matriz de Lyapunov X “esta livre”, ie ndo faz parte do

produto cartesiano com a matriz do sistema, A !!

UF M G
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‘ Controle ? — Continuo I

Para estabilizagdo com realimentacdo de estados u(t) = Kx(t), basta manipular a
LMI em (4) (forma dual), para o sistema em malha fechada (A 4+ B, K), com a
mudanca de variavel

Z2KV = K=2zV~'

para o sistema incerto com (A, B, ) € P basta resolver o problema de factibilidade

—(V4+VhH viAl +z'BY. + x;, Vv7
AzV—FBuzZ—I—Xz —Xz' 0 %0 V’I:Zl,...,ﬁ',
i \ %4 0 — X

tal que K = ZV 1

e K é unica. Porém ha ¢ varidveis matriciais de Lyapunov, X; ! Grau de liberdade com

V fazendo o papel da Lyapunov na construcdo do controlador K

UF M G
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‘ Condicoes Relaxadas para Estabilidade I

B. Considerando sistemas a tempo discreto

Teorema As afirmacoes abaixo sao equivalentes

1. parax(t+ 1) = Ax(t), A é estavel

. X A'X
2.3 X=X>0: A XA-X<0 <& >0
XA X
3. 3X = XT eV tal que
X ATvVT
>0

VA V4+VT - X

e Novamente a matriz de Lyapunov X estd livre ...
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Discreto

(2) = (3). Pré- e pés-multiplicando a desigualdade de Lyapunov da forma

| 0 —X ATXx| |1 0
<0
0 vxX ' |xA -—-Xx||0o x'vT
onde V = VT = X (mantendo a similaridade!), obtém-se
—X ATv?T
<0
VA —-vXxX vt
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Discreto

como qualquer matriz RQRT > 0, com Q > 0, entdo particularmente, para X > 0

(X -MX'(X-v)T = 0
XX 'X-xx'vl—vx'x4+vx vl > o
~-vx vl X —(v'4+V-X)
X ATvT
-0
VA VIi4+ Vv _—_X
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‘ Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Discreto I

3) = (2)

Pré- e pés-multiplicando a desigualdade em (3) por [I — A"] e [I — AT]T

ooar] [ X AV
vA vIi4Lv_X||-A

x

ATXA-—X =<0
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‘ Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Discreto I

Reformulacao geral A é estdvel sse existe X e V' com

~-X 0 0 AT

+|via <]+ vTlo 1] <o
0 X | —I1
()
Ou em um modelo geral: P+ VB + BV <0
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Condicoes Relaxadas para Estabilidade — Discreto

e Veja que da condi¢do de estabilidade de =(t + 1) = Ax(t) com
V(z(t)) =27 (t)Xx(t) = 0, obtém-se

AV(z(t) =2 (t+ 1) Xzt +1) —z(t)Xz(t) <0

T
t —-X 0 t
CAv@Ee) =| *P " 1 Lo
x(t+ 1) 0 X| |z=z(t+1)
t
e z(t+1)=Ax(t) = [A _I} z(t) =0
x(t+ 1)
atribuindo-se no item 4 do Lema de Finsler
—X AT
€T <— z(t) , P «— 0 ,BT<— , G «— ,BJ‘<— |
x(t+ 1) 0 X —I1 \% A

para F' = 0 obtém-se as condi¢cdes (2) e (3) anteriores... Quer tentar?

UF VM G ] .. -
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‘ Controle ? — Discreto I

Tomando a forma dual da LMI em (3), considerando o sistema em malha fechada
(A 4+ B, K) e a mudanga de variavel

ZAKV = K=2zv !

para o sistema incerto com (A, B, ) € P basta resolver o problema de factibilidade

X; A;V + Bu:Z

=0 Vi=1,...,kK
viaAl +z'BY, v 4+Vv — X,

tal que K = ZV 1
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

v+ > 0 dado e (A, B, C, D) realizagdo de G(s) € RH . Entdo equivalem-se
L |Gllee <

2. Omaz(D) < v eA(M,) # jw. Sendo (R = v°1 — DT D)

B { A+ BR 'D'C BR 'B”" w

My = T —1 T —1 T T
—CT(1+ DR™'DT)C —(A+BR™'D'C)

3. Omaz(D) < v, My €dom(Ric) e P =Ric(M~) > 0 satisfaz

AP+ PA+C'C+ (PB+C"D)®RI-D"D)""(PB+C"D)" =0

ATP+ PA PB CT

4. 3P = PT - 0 satisfazendo BTP —~%1 DT| <0
e D -l

UF M G
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

Linhas gerais do que seria uma “demonstracao”

e (1)< (2) Direto do fato que ||G||ooc < 7 sse M, nao tem autovalores
(puramente) imaginarios

e (2) < (3) A equagdo de Riccati estd associada com a matriz Hamiltoniana M.
Portanto para P > 0 é necessario que A(M~) # jw, com (A, B) estabilizavel e
(A, C) detectdvel...
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

(3) & (4) “facilmente” demonstrado utilizando o complemento de Schur

AP+ PA+C'C+ (PB+C"D)R1-D"D)""(PB+C"D)" <0

T (Schur...)
ATP + PA+CTC (PB+CTD) <0
(PB +CTD)T  —(+*1— DTD)
1
ATP+PA PB ct
+ I {C D} <0
PBT —~2l DT
¢ (Schur...)
ATP+PA PB CT
BTP _72| DT < 0
i C D -1
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

(4) < (1). Selecione uma fun¢do de Lyapunov:

V(z(t)) =" (t)Px(t) >0, ie P>0

Tomando a derivada ao longo das trajetérias x(t) para entrada nula (w = 0)

V(z(t) = 2&7(t)Px(t)
— 2T () (ATP—I—PAT) 2 (t)

para estabilidade assintética, V (2(t)) < 0, o que é atendido no bloco (1,1) da LMI no
item 4
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

O quesito estabilidade esta atendido! O que dizer a respeito do critério de

desempenho Hoo?

Como G(s) € RH oo, veja que se pode considerar o ganho induzido L2, do sinal de
entrada w(t) € L2 para a saida z(t) € L2 (que equivale a norma H da fun¢3o de

transferéncia G(s)). Logo

Izllz2 < ¥*||wl|2
/ 2T (t)z(t)dt < 72/ w’ (t)w(t)dt
0 0

/Ooo {zT(t)z(t) _ »ysz(t)w(t)} dt < 0
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

Defini-se o indice de desempenho Zoo
T 2 /O°° {zT(t)z(t) 3 ,YQwT(t)w(t)}
T
/Ooo {zT(t)Z(t) — Y2t (Hw(t) + V(x(t)) — V(a;(t))} dt

N
8
|

/Ooo {zT(t)z(t) — 22w (H)w(t) + V(:U(t))} dt

+V(z(t)) —V(z(t))

t=0

t— oo

como G(s) € RH o e supondo condigdes iniciais nulas:

— 0

V(x(t)) =0 e V(x(t))

t=0

t— co

UF /M G

© Reinaldo M. Palhares pag.89 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 5



‘ Bounded Real Lema — Continuo I

A|B
c|D

e Noteque G: w+— ze G(s) =

z(t) = Cx(t) + Dw(t)

Logo utilizando a funcao de Lyapunov para entrada nao-nula w

Too = /Ooo {wT(t) (ATP + PA + CTC) x(t)
+2wT (t) (BTP 4 DTC’) 2 (t)

—wT(t) ('yzl _ DTD) 'w(t)}dt
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‘ Bounded Real Lema — Continuo I

Definindo-se n(t) = [:BT(t) wT(t)}T

oo ATp+rPA+CTC PB4+CD
= [ ") FraT T n(t)dt
0 BTP + DTC —~*1+ DD
o

para atender ao indice de desempenho H o, necessariamente, Zoo < 0, ie ¥ < 0.

e Aplicando Schur em ¥ < 0 obtém-se a LMI no item 4! Portanto, se o item 4 é

satisfeito, garante-se ||G||ecc < 7 ...

Nota: Por outro lado, ¥ também é equivalente a (desigualdade) de Riccati no item 3

quando se aplica Schur, portanto vale também (3) < (1)
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‘ Bounded Real Lema — Discreto I

~ > 0 dado e (A, B, C, D) realizacio de G(z) € RH . Entdo equivalem-se
L ||Gllee <

2. 3P = PT > 0 satisfazendo a Equac3o Algébrica de Riccati
ATPA—P+~2C'Cc—-—YI 'Y =0

. —1
condicao: 4T

sendo I' £ (-1 4+~ ?°D"D+B"PB)e Y 2 (A"PB +~~%C"D)
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‘ Bounded Real Lema — Discreto I

3. 3P = PT - 0 satisfazendo

C D {0 ~21Il lc D 0 |J
4.
P 0 ATpP C*T
0 | B'P DT
>~ 0
PA PB P 0
| C D 0 'yzl_
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‘ Bounded Real Lema — Discreto I

Linhas gerais de uma "demonstracao’.

(2) < (1). Pode ser entendido de forma andloga ao caso continuo considerando a

matriz simplética (Hamiltoniana) associada a equag3o algébrica de Riccati discreta:

1

M — .A-l—B(AT)l_lC —B(AT)l_
—(A") ¢ (A")"

sendo A2 A+ B (v*1 - DTD)” " DTC, B2 -B(4*I-DTD) 'BT e Cc2
cT (v - DDT) ' C

Nota: A propriedade de simetria dos autovalores da matriz Hamiltoniana M,‘f é em
relagcdo ao circulo de raio unitdrio. Portanto para obter a equivaléncia entre (1) e (2), é
necessario que ‘)\(M,‘;l)‘ # 1. Exceto isto todas as outras propriedades para Riccati no

caso continuo s3o equivalentes (inclusive a construgdo da solug3o)
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‘ Bounded Real Lema — Discreto I

(2) < (3). Schur ...
(3) < (4). Schur ...
(4) < (2). Schur ...

(4) < (1). Pode ser obtido a partir dos mesmos passos considerados no caso continuo,
bastando para tanto selecionar uma funcao de Lyapunov

V(z(t)) = 2T (t)Pz(t) >0 tal que AV (z(t)) = V(z(t+ 1)) — V(z(t)) < 0

O indice de desempenho neste caso é fruto do ganho induzido £2, ie
Too =Y {zT(t)z(t) _ 'ysz(t)w(t)}
t=0

Ao final basta utilizar um simples argumento de Schur ...
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‘ Exercicio I

Considere o sistema LIT do bloco anterior:

( (_0.08 0.83 0 0 | 1 1|
—_0.83 —0.08 0 0 0 0
z(t) = x(t) + w(t)
0 0 _0.70 9 1 —1
) 0 0 —9  —0.70 0 0|
040 0 0.40 O 030 O
z(t) = x(t) + w (t)
060 0 1 O 0 —0.15

Compute a norma H o utilizando o Bounded Real Lemma - Continuo - item 4 descrito
por LMIs.  (Re: ||[H||co = 6.4405...)
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