‘ Normas de Sinais e Sistemas I

1. Revisitando o espaco de sinais (Lebesgue) L2
1.1. Dominio do tempo X dominio da freqiiéncia — Isomorfismo em Hilbert

1.2. ldentidade de Parseval

2. Espaco de Hardy Ha

2.1.  Funcoes analiticas e Teorema de Fatou

3. Revisitando o operador sistema dindmico — Estabilidade Lo

3.1. Espacos funcionais de matrizes racionais
4. Espaco Lo
5. Espaco de Hardy H oo
6. Normas de sinais estocasticos
7. Ganhos induzidos de sistemas

8. Calculo das normas Hz2 e Hoo no espaco de estados
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‘ Revisitando o espaco de sinais L I

Definem-se os subespacos do espaco de sinais S¥:

Sié{fesk|f(t)zov15<o}

sﬁé{fes’“|f(t)zow>o}

Espaco de Lebesgue L2(—o0, 00):

L2(—00,00) £ {f c S*

112 £ (/_o:o IIf(t)szt)l/2 < oo}

Subespagos L2(—0o00, 0] e L2]0, 00):

L2(—00,0] £ 88 () L2(—00,00)

L£2[0,00) £ 84 (1) L2(—o0, 0)
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‘ Revisitando o espaco de sinais L I

Fato L2(—o0,00) é um espaco de Hilbert
Se f € L2(—00,0] e g € L2]0,00)
4
< f,9g>=0

L2(—00,0] e L2[0,00) s3o subespacos ortogonais do L2 (—o0, 00), ie
Lo2(—00,0] L L2[0,00) e L2(—00,00) = L2(—00,0] B L2[0, c0)

Soma Direta Sejam M, N C X, onde X é um espaco vetorial. X é dito ser a soma
dirctade M e N,ie X = M @ N,se M (VN = {0} e todo elemento x € X pode
ser expressocomox =z + vy, z € M,y e N
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‘ Espaco de Lebesgue £, I

Espaco de Lebesgue das seqiiéncias de quadrado somaveis:
( 1/2 )

ba(—00,00) 2 FeSSJSZ | Ifllz2 | D Nfall?dt| < oo
\ y,

1—=— 00

-~

SS2{f1f=(C..,f-3,f-2,f-1), fi ERVi < 0}
Sz 2 {f | f=(0,f1,f2, f3,.-.), fi €R,Vi >0}

s 3(—00,0) 2 SN La(—00,00), e £2[0,00) 2 8 (£2(—o00, 00)

~ Yf € £a(—00,0) e Vg € £2[0,00) entdo

<.fvg >= Z fggi:oa e 22(_0070)J—£2[0700)

1=—0CC
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Sinais no Dominio da Freqiiéncia

Definicao  Um sinal no dominio da freqiiéncia pertence ao conjunto

SPE{fIf:Cm T (F(jw)" =fT(—jw), w R}, kEN, k < o
sendo w a varidvel de freqiiéncia em radianos/s

Espaco de Lebesgue no dominio da freqiiéncia:

A k A 1 = * 7 . . /2
L2 = {f €Sy | Ifll2= (g/_ f (Jw)f(Jw)dw> < OO}

Fato L2 é um espaco de Hilbert sob o produto interno

<fig>=g- [ FG@eGe)d
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Dominio do Tempo X Dominio da Freqiiéncia

Simbologia idéntica para norma e produto interno — tempo X freqiiéncia?

Transformada de Fourier é um isomorfismo no espaco de Hilbert, entre
Ez(—OO, OO) (S Ez

Isomorfismo?  Dois espacos de Hilbert sdo isomorfos se existe um mapeamento linear
bijetivo de um para o outro que preserva o produto interno e a norma (do grego: mesma
forma)

~ Para f € L2(—o00,00), Transformada de Fourier de f:

fw) = tim [ i F(t)ei“tat

T — co

sendo que lim denota a convergéncia na norma L2, ie

— 0, quando T — oo
2

T .
Hf— /_T f(t)e I¢dt
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Dominio do Tempo X Dominio da Freqiiéncia

Identidade de Parseval ou Teorema de Plancherel:

<f,g> = < f,§>

Da identidade de Parseval: || fllz2 = || fl|2
~+ Parseval: a energia total no dominio do tempo é a mesma no dominio da freqiiéncia
~ 0 se os sinais sdo elementos do L2(—o0,00) ou L2

Nota: Transformada Inversa de Fourier:

F iG] =10 = 52 [ e a

UF M G
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‘ Espaco de Hardy H I

Godfrey Harold Hardy

"... Hardy wrote many papers on the convergence of series and integrals and
allied topics. Although this work established his reputation as an analyst, his
greatest service to mathematics in this early period was a course of pure
mathematics (1908). This work was the first rigorous English exposition of
number, function, limit, and so on, adapted to the undergraduate, and thus it

transformed university teaching”. J. C. Burkill — escrevendo sobre Hardy no
periodo de 1901-1911

"I wrote a great deal... but very little of any importance; there are not more
than four of five papers which | can still remember with some satisfaction”.

G. H. Hardy — escrevendo sobre o mesmo periodo

UF M G Vi
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‘ Espaco de Hardy H I

Funcoes Analiticas f : D — X (X um espaco vetorial e D C C um intervalo
aberto) é denominada analitica em D se f € C® e se para cada to € D

— to)
n!

. £ (o)

-

— (t
Jdeo >0, €0 ER : Vt € (to—€o0,to+€0) =— f(t) = Z (

n=0
N

~

Série de Taylor ao redor de tg

Em outras palavras, f é dita ser analitica em D se a mesma é analitica em cada ponto

to de D, ie, pode ser representado por uma série de poténcia convergente

Nota Uma matriz racional G(s) é dita ser analitica em R(s) > 0 se todos os
elementos da matriz sdo fungdes limitadas (analiticas em cada ponto) no semiplano
direito aberto. Particularmente, todas as funcoes de transferéncia estaveis sao

analiticas no semiplano direito aberto

UF " G
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‘ Espaco de Hardy H I

H- é o espaco das funcoes de uma varidvel complexa que s3o analiticas no semiplano

direito aberto e tém norma finita, ie

Ho 2 f‘ (F(8))" = £ (5);

f(s = a4+ jw) é analitica em R(s) > 0;

1/2
1 fll2 = (Sup —/ f a4+ jw) f(a -|-gw)dw> < 00

a>0 2

UF M G
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‘ Espaco de Hardy H I

Teorema de Fatou Para qualquer f € 'H2, 3 uma funcao de fronteira:

fr(Gw) £ lim f(e + jo)

Com as seguintes propriedades:

1. ff € Lo

2. f +— fg élinear e injetiva (ie, ff é unicamente definida por limqy o f(a + jw))

3. |[frllz = lI£ll2

Conseqiiéncia da propriedade 3 = Norma Hoa:

oo 1/2
1 fllz = (% /_ ff(jw)ff(jw)dw>

(o supremum ocorre na fronteira com o« = 0)

UF M G
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‘ Espaco de Hardy H I

Do Teorema de Fatou, f € Hz2 — fy € L2 € linear, injetiva e preserva a norma

4

Ho Lo

Toda f € H2 € identificada com sua funcao fronteira fr € L2

Teorema de Paley-Wiener 2 é isomorfo a L£2[0, 00) através da Transformada de
Laplace, ie Ha2 = L2[0, c0)

Corolario O espaco
Hy £ {f | f(—s) € H2}

é isomorfo a L2(—o00, 0] através da Transformada de Laplace, ie Hy = L2(—o00, 0]

Fato Ho L H: e Lo=HoP Hz !

UF M G

© Reinaldo M. Palhares pag.12 Fund. Controle Robusto via Otimizacido — Bloco 4



‘ Revistando o Operador Sistema Dinamico I

Reapresentando um sistema de forma conveniente:  um sistema € um mapeamento
de um espaco de sinais (seqiiéncias), ie o espaco de entrada, para outro espaco de sinais
(seqiiéncias), ie o espaco de saida:

G : Skt sk

w— z = Guw

Nota Sistema G

¥ ou G(¢) (¢ =souz)

Estabilidade £>2 Um sistema G é estavel se

z=Gw € L2[0,00) (z € £2[0,00))

sempre que
w € L2[0,00) (w € £2[0,00))

UF M G
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Espacos Funcionais de Matrizes Racionais

Pode-se definir espacos de Hilbert (L2, H2) para elementos genéricos f € X onde

. fexX=R", fex=Cc" (casos anteriores)
2. fEX =R, fex=Ccrxm (matrizes)
3. fe X =RQ() (RQ(C) — espaco funcional de matrizes racionais)

~+ Generalizando o produto interno (que inclui o caso vetorial !):

o

Traco [T (e dt (< f.9>2 > Traco[ 7]

1=—0CC

<ﬁg>é/

— OO

< fyg>= % /oo Traco [f* (Jw)g(jw)]dw  (inclusive f e g € RQ(s)!)

UF M G
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‘ Espaco de Lebesgue L I

Considere o sistema
G : Lao(—00,00) +— L2(—00,00)

e Como L2(—o00,00) é isomorfo a L2, um sistema (LIT) mapeia L2(—o00, 00) no
L2(—o00,00) (dominio do tempo) sse a funcao de transferéncia G'(s) é tal que
Gw € L2 para qualquer w € L2 (dominio da freqiiéncia)

~+ Condicao suficiente para estabilidade L2

SUp Tmax (G(Jw)) < 00

UF M G
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‘ Espaco de Lebesgue L I

. ]- e K . sk . . .
pois ||Gwl|5 = By w (Jw)G (Jw)G(w)w(Jw)dw
_ L/oo |G (jw)w(jw) || dw
= on ) GG j
1 > . :
< 5o | Omas (G(w))* w(jw)|*dw
T J_o
2 1 > : 2
< sup o (GG g [ llw(ie)|*de
Espaco L
oo 2{G | [|G|loc £ sup omax(G(jw)) < oo}
Norma Lo
|Gwl|2 < [|G]lec[|w]|2, Vw € L2
UF M G pag.16 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 4
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‘ Espaco de Lebesgue L I

se G € Lo implicaque GL2 2 {Gw | w € L2} C L2
~+ poroutro lado, se GL2 C L2 = ||Gllec < 00 77

Escolha algum wo € R e considere os vetores unitarios v e u tais que

G(Jwo)v = Omaz(G(Jwo))u (v é o vetor singular a direita)

Defina w(jw) = v27vd'?(w — wo) tal que

1 o° X gk [ o .
|IGw|3 = 2—/ V21 G (Jw)G(Jw)vvV2wd(w — wo)dw
T J_co
= v'G (Jwo)G(jwo)v (prop. do deslocamento)
= Omaz(G(wo))’u" u (w unitario)
= Omaz(G(jwo))’< oo (se Gw € L32)
UF M G pag.17 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 4
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‘ Espaco de Lebesgue L I

Quando G é racional
G € (R)Los sse G ndo tem pdlos no eixo imagindrio
Neste caso, Omaz(G(Jw)) é uma fungdo continua de w e
|Glloo <7 € Omax(G(Hw)) <~ Vw

Os limites sobre ||G||oo s3o equivalentes a limites uniformes sobre (G (jw)), de
modo que pode-se utilizar a notagcdo mais compacta |G|l < ~

UF M G
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‘ Espaco de Hardy H I

Suponha que G seja uma funcao de transferéncia de um sistema LIT entdo G é estavel

sse z=Gw € Hz sempre que w € H>

pois L2[0, 00) é isomorfo ao Ha2

Condicao necessaria para estabilidade
e como z € Ha2 requer z analitica no semi-plano direito aberto

e . Condic3o necessdria para estabilidade — G analitica em R(s) > 0

Condicao suficiente para estabilidade

e ||z]|]2 < oo, basta sup {sup Omaz (G(x —I—jw))} < oo

a>0 w

UF M G
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‘ Espaco de Hardy H I

: 1 [ : :
pois ||Gw|3 = sup — |G (a + jw)w(a + jw)||*dw
a>0 27 — oo
1 °° : :
< sup _— Tmaz (G(a + jw))*|lw(a + jw)||*dw

: 2 1

< {sup SUpP Omaz(G(a + jw)) } sup —
a>0 w a>0 27 oo

— sup SUPO'maa:(G(a _I_J"‘)))z“u)”g
a>0 w

Espaco Hoo:

Hoo = {G | G é analitica em R(s) > 0;

a>0 w

lw(e + jw)||*dw

Gl 2 sup {5up oo (Ga + o) | < o0

UF VY G
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‘ Espaco de Hardy H I

Nota Um sistema que tem funcao de transferéncia no Hoo é um sistema estdvel

4

De fato, uma funcao de transferéncia G define um sistema estdvel see G € H o

Simbologia O denota as normas He € L. Veja que o limite

Gr(jw) = lif’% Gs(a + jw) existe para quase todo w se G € Hoo

Além disso, G — Gy é linear, injetiva e ||G|lco = SUp omaz(G¢(jw))

pode-se escrever G(jw) ao invés de G¢(jw), tal que Hoo C Lo

Nota Para G racional, G € (R)H o sse G n3o tem pdlos em R(s) > 0

UF M G
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Espacos Funcionais de Matrizes Racionais

Funcoes racionais
Rﬁw - - - -
proprias sem poélos no eixo imagindrio
Funcoes racionais
RH oo | | RHoo C RLoo
proprias e estaveis
N Funcoes racionais |
préprias e pélos em R(s) > 0
Funcdes racionais
RLo RL: C RL
estritamente préprias sem pélos no eixo imaginario
Funcoes racionais
RH2 _ _ RH2 C RL-
estritamente préprias e estaveis
N Funcoes racionais N
RHz . RHz C R£2
estritamente préprias e pélos em R(s) > 0
UF M G
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RHoo, RL2, RHo2 e RHZ

‘ Exemplo I

Considere as funcoes racionais abaixo e determine quais funcoes pertencem ao RL o,

s+1 1 1
F prm— p—
1) = GrG-3 ~ 56+2 5(6-3
€ RLoo, ERLo €RMz, € FMoo  cmML
S s —1
F. — . F — - -
2(s) (s + 2)(s + 3) 3(s) s+ 1
O ~ _ \,—/
€ERH2, € RH 0o €ERLo, €E RH o
s —1 _
Fis)= “= 5 Fs(s)=|1 51 )
N\ J/ N _J/

pélo em jw

€ RLo

UF VY G
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‘ Exemplo I

Considere o sistema LIT e

i (t)

z(t)

Valor da norma Hoo 7?7 busca "exaustiva” do maximo do valor singular maximo sob o

dominio w...

[ 0.08
—0.83
0

0

0.83
—0.08
0
0

0.40 0 0.40 O

0.60 O

1

0 0o |
0 0
—0.70 9
-9 —0.70
0.30
z(t) +
0 0

z(t) +

—0.15

©C = O =
|
[

w(t)

w(t)

UF " G
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20

Exemplo

Singular Values

15

Singular Values (dB)

sup omax

w -

- N
/'/. N
-15 - » - |
o . _ -
min -

—20—_._._._._._‘.\_.~.~’ |

-25 | ‘ l
10*1 100 101 102

Frequency (rad/sec)

Diagrama de Valores Singulares — MATLAB: sigma

UF M G
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‘ Normas de Sinais Estocasticos — Norma rms (Root-Mean-Square) I

b

Para um sinal f modelado como um processo estocastico® estacionario”, a “medida”

deste sinal é definida como:
Ifllrms £ [E{f* (&) FR) "

e £(:) denota a esperanca matematica ou a média
e Como f é estaciondrio, || f||rms ndo depende de ¢t

e Para sinais estocasticos assintoticamente estacionarios

I Fllrms 2 | lim E{f*(£)f(£)}]

1/2

4 Uma variavel aleatdéria x é uma regra que associa para todo resultado & de um experimento
Z um ndmero x(&). Um processo estocdstico x(t) é uma regra que associa para todo £ uma
funcdo x(t, &)

b As propriedades estatisticas s3o invariantes para um deslocamento da origem

UF VYW G . .. -
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‘ Normas de Sinais Estocasticos I

Autocorrelacao A matriz de autocorrelacao de um sinal estocastico estaciondrio f é:
Rip(T) 2 E{f(O)f"(t+7)}
Covariancia A matriz de covariancia de um sinal estocdstico estacionario f é:
Crs 2 E{f()f"(t)} = Rys5(0)

e Norma rms e autocorrelacao

1£1l¥ms E{f" () F(t)} = & {Trago [f(t)f™ ()]}
= Traco [E{f@)f"(t)}]
= Trago [Cys] = Trago [Rz5(0)]

® Rsp(T) = Ryp(—17)

UF M G
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‘ Normas de Sinais Estocasticos I

Densidade espectral de poténcia do sinal f ¢é a Transformada de Fourier da

autocorrelacdo (supondo que existe), ie:
Srr(Jw) = / Ryg(T)e " dr

a partir da transformada inversa de Fourier, obtém-se

1 = . j W T
Ryp(T) = g/ Sir(jw)e’™ dw

Sinal de Poténcia f é um sinal de poténcia se existe Rf¢(7) < oo, V1, bem como a

fun¢do de densidade espectral de poténcia S¢f(Jw)

UF VYW G . .. -
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‘ Normas de Sinais Estocasticos I

Define-se a poténcia de um sinal como sendo:
Ifl7 = lim E{f"(t)f(t)}

= Trago [ lim £ {f(t)f" (1)}
= Traco [Ry5(0)]
_ 1 Traco [Syy(jw)] dw

27 J_ o

e O conjunto dos sinais f que tém poténcia finita é denotado por

e Pode-se interpretar o termo com a integral da seguinte forma: uma poténcia média
do sinal é a integral das contribuicoes em cada freqiiéncia

UF VYW G
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‘ Normas de Sinais Estocasticos I

Definicao O sinal f é dito ter densidade espectral de poténcia limitado se
IS¢ (Jw)|loo < o0. O conjunto dos sinais f que tém densidade espectral de poténcia

finita é denotado por

A norma densidade espectral de poténcia é definida como sendo

1115, £ ISt (jw)llcc = SUP Omaz (Srr(jw))

e Se f é um ruido branco com média zero e covariancia unitaria®

Srr(jw) =1

4Ruido branco é uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes, ie 0 que ocorre em um
momento n3o depende de outro, e uniformemente distribuido — constante em todo o intervalo

UF M G
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‘ Normas de Sinais Estocasticos I

1577 (Fw) o < 00
Sts(jw) tem caracteristicas fixas no espectro de freqiiéncia

.. pode-se modelar sinais com propriedades estatisticas conhecidas

\/Trago [Rfr(0)] < o0

.. pode-se modelar sinais com espectro desconhecido porém com poténcia finita

UF M G
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

e Para sistemas LIT as normas denotam uma medida do “tamanho” do sistema...

e Generalizando, o de um operador sistema é definido

como.

|G| £ sup
|| w|| 70 |wl|

O ganho induzido é o fator maximo pelo qual o sistema pode quantificar o “tamanho”

(em norma) de um sinal atuando sobre o mesmo

Por que considerar ganho induzido? relacao entre sinais de entrada X sinais saida com

propriedades diferentes...

UF M G
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

Sinais de entrada w € S, e saida z € P

w — sinal do tipo ruido branco e densidade espectral de poténcia Syw (Jw) = |

Modelo entrada-saida: z(t) = g(t) * w(t)
Matriz de autocorrelagdo do sinal de saida z(%):
R..(1) = E&{z(t)z"(t+ 1)}
E{g(t) xw(t)w™ (t+ 1) *g"(t +7)}
E{g(t) * Ruw () x g~ (t + 7)}

Densidade espectral de poténcia do sinal de saida (tomando a transformada de Fourier)

S22 (Jw) = G(Jw)Sww (Jw)G" (jw)

UF M G
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

e =~ izl = [i / N TraCO{G(jw)Sww(jw)G*(jw)}dw] e

2T J_ o

como, por hipdtese, Sww (Jw) = |

lz]lP = [i /oo TracO{G(jw)G*(jw)}dw] . Gl

27 ) _ o
e conclui-se que a norma na saida é ||z||%, Vw € Sp, com Sww (jw) = |

Em outras palavra: |G| £ ||z||2 = ||G||3 , onde ||G||3 é a norma H.-

a norma H2 é o ganho induzido S, +— P

UF VYW G . .. -
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

Sinais de entrada w € S, e saida z € S,
w — ruido branco e densidade espectral de poténcia Syw (Jw) = |

Densidade espectral de poténcia do sinal de saida

Szz(Jw) = G(jw)Sww (Jw)G" (jw) = G(Jw)G" (jw)

Tomando-se Omaz(G(Jjw)) = ||G|| oo

obtém-se a norma Lo da saida ||S.:(Jw)|leo = ||G||%

a norma L., é o ganho induzido §, — &,

UF M G
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

Sinais de entrada w € L, e saida z € Lo

e A estabilidade L2, com G analitica em R(s) > 0, foi utilizada para caracterizar o
espaco Hoo ...

e Particularmente mostrou-se que para satisfazer a estabilidade Ls:

: 1 [ :
213 = I Gwll} < sup omos (GGw)* 5 [ Nlw(Gw)l*dw = G [[w]3

— OO

e O ganho induzido L2 gera a norma Heo 77

Note que particularmente vale:

Gw||3 Gw
Iewls < g, o 1612 < g
|w]| |w]|2
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

Pode-se mostrar (veja pagina 101 no Zhou) que |G|l é 0 menor limitante superior,

escolhendo uma freqiiéncia wm ez para a qual
|Glloc = Omax (G(jwmax))
de modo que

IGwl|3

2
112

2 2
= |Gl llwllz

Q

Tal que o ganho induzido L2 é equivalente a norma Hoo, i€

G
[Glleo = sup 15012 — sup G,
lwizo llwll2 =
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

a norma Ho, é o ganho induzido L

Nota Pode-se estabelecer a seguinte relagdo, para ||G||cc < 7, da forma:

Esta descricao serd bastante utilizada para sistemas incertos onde o modelo nao é
precisamente conhecido e uma Unica descricao da matriz de transferéncia nao é obtida.

Porém é possivel encontrar um limitante v para o ganho induzido L£2. De modo que

UF M G
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‘ Ganhos Induzidos de Sistemas I

Norma Induzida

|Gl

|G||ooc (Ao invés de sinais, seqiiéncias...)

|G||l1 (Norma L1 — peak-to-peak)

|G||2 (Norma H2 generalizada — energy-to-peak)
|Gl oo

|G |2
G| o0

UF M G

© Reinaldo M. Palhares pag.39 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 4



‘ Calculo da Norma Hs em Espaco de Estados I

e Calcular a norma H2 pela definicio no dominio da freqiiéncia? é uma tarefa ardua...

Porém em espaco de estados...

Teorema Considere G(() € RH> da forma
G()=C(l—-A)'B (¢ =s,2)
Entao a norma H2 € dada por

|G||3 = Traco{ B" L,B} = Traco{CL.C"}

onde L, > 0 e L. > 0 sao os Grammianos de Observabilidade e Controlabilidade que

satisfazem, respectivamente,

Ge(Le) =0,  Go(Lo) =0

UF M G
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‘ Calculo da Norma Hs em Espaco de Estados I

Definem-se os mapeamentos G. : S, — R"*™ da forma:

Ge(Le) = AL + L.AT + BBY (para sistemas continuos)
Ge(Le) = AL.AT — L.+ BB”T (para sistemas discretos)

e G, : S, — R™" ™ da forma:

Go(Lo) = AL, +L,A+C*C (para sistemas continuos)
Go(Lo,) = ATL,A — L, + C"C (para sistemas discretos)

Nota &, — espaco de Banach das matrizes simétricas reais, definida pela métrica

induzida pela norma

UF M G
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‘ Calculo da Norma Hs em Espaco de Estados I

Demonstracao Considerando o caso continuo, veja que

Ce?*B, t>0

g(t) = L7 {G(s)} = (pois RHz = L2[0; 00))
0, t<o
Slels = | Tacolg"(®g(®)}dt = [ Traco{g(t)g” (1)}t
0 0
= / Traco {BTeATtCTCeAtB} dt = / Traco {CeAtBBTeATtC’T} dt
0 0

e Grammianos de controlabilidade e observabilidade:
L. = / eAtBBTeATtdt e L,= / eATtCTCeAtdt
0 0
satisfazendo, respectivamente, G.(L.) = 0e Go(Lo) = 0

- IG5 = Traco {BTLOB} = Traco {C’LCCT}

UF M G
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‘ Calculo da Norma Hs em Espaco de Estados I

CA'B, t>0
0, t<o0

(Caso discreto) g(t) = Z27H{G(2)} =

IG5 > Traco{g” (t)g(t)} = > Traco{g(t)g" (t)}

= i Traco {BT (At)TC’TCAtB} = i": Traco {CAtBBT (At)TCT}
t=0 t=0

e Grammianos de controlabilidade e observabilidade:

L.=> A'BB"(A")" e L,=) (AH)"C"'CA'

t=0 t=0

satisfazendo, respectivamente, G.(L.) = 0e G,(L,) =0

- IG1Z = Traco {BTLOB} — Traco {C’LCC’T}

UF M G
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

AlB
Considere : G(s) = ] G(s) € RHw
c|D

Célculo pela definicio da norma: ||G|lec £ sup omaz (G(jw))

e Busca exaustiva no espectro de freqiiéncia
® Necessario limites inferior, w;, e superior, ws

e Problemas?

1. determinar o dominio e o espacamento entre as freqiiéncias a serem testadas
(problema evidente: A tem autovalores com parte real pequena, por exemplo,

sistemas que representam estruturas mecanicas levemente amortecidas)

2. grande esfor¢co computacional (como saber quando o maz (G(Jw) se aproxima

Gl ?)

UF M G
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

Estratégia Alternativa? considerar diretamente a realizagdo {A, B,C, D} de G(s) e

uma matriz especifica: Matriz Hamiltoniana

- -1

A 0 B 0 —D Al C 0
My = T + T T T
0 —A 0 -—-C ~I —D 0 B
i A+ BR 'DTC BR BT
- " ; (R2~*1-D"D)
"0+ DR 'D"YC —-A" —-CT"DR 'BT

e M., satisfaz a propriedade

J 'M,J = —-M;
—1 0

~ 9

onde J =

em outras palavras, M. é uma matriz simplética, isto é, os autovalores (aos pares) sio

simétricos em relacao ao eixo imagindrio

UF M G
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

Relag3o entre valores singulares de G(jw) e os autovalores imaginarios de M., 77

Teorema Considere que A n3o tem autovalores (puramente) imaginarios, v > 0 n3o é

um valor singular de D e wo € R. Entao,

Demonstracao: (Necessidade). Suponha que « é um valor singular de G(jwo). Entdo

existe um vetor singular nao nulo v associado ao valor singular v tal que

G(jwo)u = v
G(jwo)™ v = yu

de modo que

(C(jwol — A)"'B+ D)u = ~v
(BT (—jwol — AT 'CT" + D)y = ~u
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

Definem-se
r = (jwol— A)"'Bu
s 2 (—jwol—AT)"'CTw
entao
—Du +~vv =Cr —D I u Cr
— =
~u — DTv =B's ~1  —D7 v BTs
ou
—1
u —D ~I cC 0 r
v ~1  —D7T 0 BT| |s
garantindo que
r 0
-
S 0
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

Retornando a definicio de r e s obtém-se também

(jwol — A)r = Bu , r A 0 r B 0 U
= JWwo = - + -
(—jwol — AT)s = CTv s 0 —A S 0 —-C v
—1
A 0 B 0 —D ~I cC 0 r . r
+ — Jwo
0 —A" 0 —cC7t ~1  —D7% 0 B S S

Desta forma

r
M, = jwo ou (M, — jwol) =0

M. — jwol € singular

UF M G
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

(Suficiéncia). Segue diretamente da hipétese que M~ tem autovalores jwo, e retornando

Os passos acima... estabelecendo portanto que -y é um valor singular de G(jwo)

Nota A conclusao ébvia deste teorema é que

Teorema G(s) € RHoo €9 > Omax(D) > 0. ||G|lcoc > 7 see M, tem

autovalores (puramente) imagindrios

Demonstracago Como v > Omaz (D) = lim 0maez{G(Jw)} € Omaz {G(Jw} é

uma funcao continua de w, segue que
”G”OO Z Y Ss€ EI(")0 : Umaw{G(JWO)} =7

e portanto este Teorema segue imediatamente do Teorema anterior

UF M G
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‘ Calculo da Norma H., em Espaco de Estados I

e Se G(s) € RL, ie, A ndo é estavel, mas n3o possui autovalores no eixo
Imaginario, entao o Teorema anterior continua valido! Basta trocar a norma Hoo pela
norma L. Além disso, o Teorema anterior implica no resultado dual a seguir

Teorema G(s) € RHoo €7 > 0maz(D) > 0. ||G|loc < v sse M, nao tem

autovalores (puramente) imaginarios

Nota Os autovalores imaginarios da matriz Hamiltoniana
M~ =Gl oo

sdo exatamente as freqiiéncias para as quais Omaz (G(Jw)) = ||G||co

Nota A conclusao acima sugere um algoritmo de bissecao...

UF M G
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‘ Um Algoritmo de Bissecao I

Definem-se ~i; e y1s: respectivamente, um limitante inferior e superior para |G| oo

VI = Vi
S = Vis;
repita {
v = (v +s)/2
Contrua M,,;
se M., n3o tem autovalores (puramente) imaginarios
s =
senao
Y ="}

até {vs — 71 < 2ev1}

onde € é um escalar positivo “suficientemente” pequeno

UF VYW G
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‘ Um Algoritmo de Bissecao I

e Ao final: (v +7v9s)/2 — ||G||coc com precisdo relativa de €, ie

\m +s)/2 — ||G||oo| < ¢l Gllee

Escolha apropriada para os limitantes:

~ii = max {amam (D), +/Traco [LcLo/n]} y Yis 2 Omax(D)+2+/n Traco [L.L,]

onde n é a ordem da matriz A e L. e L, sdo, respectivamente, os Grammianos de
controlabilidade e observabilidade

Referéncia para v;; e vis: K. Glover, "All optimal Hankel-norm approximations of
linear multivariable systems and their £.-error bounds”, International Journal of
Control, Vol. 39, pp. 1115-1193, 19384
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‘ llustrando o Algoritmo de Bissecao I

w B a1

Valores Singulares

N

Freq. (rad/s)

Veja que nao é em dB

UF . G
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‘ llustrando o Algoritmo de Bissecao — ZOOM I

Valores Singulares

Freq. (rad/s)

UF M G
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‘ llustrando o Algoritmo de Bissecao I

9 T T
sl Yis = VS
s Y2 = UYS A
gof :
o°r - _Jv_-__- = =]
Y
=
a5 — — — — — — — — — L\ -
£
0p) Y1 = VI
gat :
S
T
>3r .
2, _ -
Yii — VI
l, ]
Omin ,
0 " " " " L FEREATRTR | L L L L L PR |
10" 10° 10"

Freq. (rad/s)

UF M G
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‘ Exercicios I

1. Considere o sistema LIT:

( (—0.08 0.83 0 0 1 1]
) —0.83 —-0.08 0 0 O O
z(t) = x(t) + w(t)
0 0 —0.70 9 1 -1
< 0 0 —9  —0.70 0 0
0.40 0 0.40 O 0.30 0
z(t) = x(t) + w(t)
\ 0.60 O 1 0 0 —0.15
Calcule a norma H oo utilizando Bissecdo.  (Re: |[|H||co = 6.4405...)
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‘ Exercicios I

2. Calcule a norma H do sistema anterior considerando D = 0

3. Mostre que se a matriz Hamiltoniana, M., tem autovalores puramente imaginarios

entao M.? tem autovalores reais nao-positivos

4. Comente se ha condicoes de observabilidade, controlabilidade ou estabilidade em
relagcdo ao sistema X = {A, B, C, D}, quando se demonstrou que ~ é um valor
singular de (G(jwo)) sse M, — jwol é n3o-singular

UF M G
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‘ Exercicios I

5. Considere o circuito abaixo

R
W 7,
u(t) c — y()

| i

~ ] PN . A ~
1. Encontre a equagdo dindmica (faca 7 = RC') e calcule a norma Hoo da funcdo de

transferéncia de u — y (pela definicdo e pela matriz Hamiltoniana)

2. Qual o significado do resultado calculado?
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