‘ Topicos da Aula I

1. Descricao de sistemas dinamicos

1.1. Sinais?

1.2. Sistemas?

1.3. Espaco de estados e FT

1.4. Resposta de sistemas dindmicos

1.5. Sistemas dindmicos equivalentes
2. Estabilidade de Sistemas Dinamicos
3. Controlabilidade e Observabilidade

4. Controle Baseado no Observador

UF /M G

@© Reinaldo M. Palhares pag.1 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 3



‘ Descricao de Sistemas Dinamicos I

N3o-Linear

Linear

SISO
MIMO

Sistemas Continuos

Sistemas Discretos

sem Memoria

com Memoria

N3o-Causal

Causal

Distribuido

Limitado

Variante no Tempo

Invariante no Tempo

Estocastico

Deterministico

Espaco de Estado

Entrada-Saida
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‘ Espaco de Sinais I

Sinais Define-se o conjunto

s"’é{f|f(t)ER"’, VtER}, keEN, k< oo

Os elementos de S* s3o0 denominados sinais

Espacos Vetoriais de Sinais  s3o conjuntos de sinais, S*, com suas operacdes usuais

de soma e multiplicacao por escalar sob um corpo F = R:

(F+9)@®) = f@t)+gt), VLER,V f,ge S*
(af)(t) = af()
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‘ Espaco dos Sistemas Dinamicos I

Definicao Um sistema é um mapeamento de um espaco de sinais de entrada com

dimensao p, 8, em um outro espaco de sinais de saida com dimens3o q, SZ:

G : St — 87

: w+— 2z = Gw

~+ (& operador linear

~  Sistemas formam um espaco linear considerando as opera¢des de soma (conexdo em

paralelo) e multiplicagdo por escalar:

(Gl -|- Gz)'w = le -|— sz,
(aG)w = o(Gw)
UF G
M pag.4 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 3

(© Reinaldo M. Palhares



‘ Descricao de Sistemas Dinamicos I

Sistema causal A saida no instante T depende apenas das entradas até o instante T

Invariancia no Tempo  Considere que z(t) é a resposta de um sistema G para a
entrada w(t). Se a resposta para a entrada deslocada w(t — T') é z(t — T') o sistema
é invariante no tempo

Linearidade Um sistema G : S? +— 82 é linear se

G(awi 4+ Bwz) = aGwi + BGw2, Va,B3 € R, VYwi,ws2 € S.

~  Qualquer sistema linear pode ser representado pelo operador integral

2(t) = /_oo G(t, T)w(r)dr

UF M G PP
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‘ Descricao de Sistemas Dinamicos I

> Um sistema linear é causal sse G'(t,7) = 0, V7 >t
> Um sistema linear é invariante no tempo (LIT) se G(t,7) = G(t — 7,0), Vi, 7

qualquer sistema LIT pode ser representado pela integral de convolucao

2(t) = /_oo G(t — )w(r)dr

Funcao de transferéncia?  Basta tomar transformada de Laplace (ou Z se considerar

convolucdo discreta) para obter
z(€) = G(Qw(<)

sendo que ¢ representa as varidveis s ou z

UF /M G
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‘ Descricao em Espaco de Estados I

Definicao Considere o sistema de equacoes na forma:

d [z(1)]
z(t)

Ax(t) + Bw(t), x(to) = xo € R™
Cx(t) + Dw(t)

> =

> x(t) € R™ — vetor de estado
> w(t) € RP — vetor de entrada
> z(t) € R? — vetor de saida

> AER™™ BeR"™P Ce€RI*™eD e RIP
~» 0 [x(t)] é um operador que indica

o (1) —  sistemas a tempo continuo — X,

e (t+1) — sistemas a tempo discreto — 34

(1)

UF M G
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‘ Descricao em Espaco de Estados I

O sistema de equacdes, (1), é chamado de representacao por espaco de estados do
sistema dinamico linear
Lo

G : R" S — S — Z
w

» No caso que x(to) = 0, o sistema é dito ser relaxado no instante to podendo-se

€screver

G : 8 — 8¢

4

E bastante conveniente considerar o sistema relaxado da forma

lim x(to) =0

tog— —oo

UF /M G
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‘ Descricao em Espaco de Estados I

Exemplo Considere o sistema dindmico definido pela equacao diferencial

d3z(t)
d3t

d?z(t)
d?t

dz(t)

+2——=+4—> 4+ 62(t) = 3w(t)

sendo w a entrada e z a saida. Escolhendo as variaveis de estado:

r1 =2; Xz =2; Xz=2%2

entao

$.1 = 2

3.3‘2 — s

Cb3 == —6%1 — 4:62 — 2(B3 —|— 3w
UF VM G
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‘ Descricao em Espaco de Estados I

Que pode ser colocada na forma matricial

‘0 1 0 0]
it) = |0 0o 1 |z@)+ |ofw()
—6 —4 —2] |3
(- - >4 N’
A B
2(t) = {1 0 0} z(t)
c
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‘ Propriedades de F. T. I

Para a funcao de transferéncia

N(C)

G(¢) = D)

e G((¢) éprépriasse G(oo) =c,ce€R
e G(() é estritamente prépria sse G(oc0) = 0

e G(¢) é imprépria sse G(oc0) = oo

~+ Um pdlo de uma funcao de transferéncia prépria, é todo escalar A tal que
|G(A)| = oo, e um zero é um valor X tal que G(A) =0

UF /M G
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‘ Realizacoes I

Uma matriz de transferéncia G({) é realizavel se 3 ¥, dim(3X) < oo, ou simplesmente
{A,B,C, D} tal que

A|B
c|D

G(¢) =

sendo {A, B, C, D} denominada uma realizagdo de G ()

e G(¢) pode representar um sistema distribuido, porém n3o 3. Portanto nem toda
G () é realizavel

e Se G(() é realizdvel ela tem infinitas realizagGes

Teorema G(() é realizavel sse G(oo0) = constante

UF M G
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‘ Resposta do Sistema Dinamico I

O sistema LIT

Ax(t) + Bw(t), x(to) = xo € R™

z(t) Cx(t) + Dw(t)

- { JE0)

Tem como resposta (ou trajetdria, ou solugdo):

5 . x(t) = e*tx(0) + fg e2=") Bw(r)dr
z(t) = Ce**z(0) + C [ e**~ ") Bw(r)dT + Dw(t)

5, z(t) = A*z(0) + St _ A" 'Bw(t — 7)
z(t) = CA'z(0) + C > . _, AT 'Bw(t — 7) + Dw(t)

UF M G
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‘ Equacoes Dinamicas Equivalentes — Mudanca de Coordenadas I

5 [x(t)] Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cua(t)+ Du(t)

Para o sistema: XY = {

S
8
~

~
=~

|

AZ(t) + Bu(t)

Sistema dindmico equivalente: X = _
y(t) = Cz(t) + Du(t)

~ & = Pz, det(P) #0, A= PAP ' B=PB,C=CP!
— A(A) = A(A)?
~+ Com ( representando s ou z obtém-se

G¢) = Cl-A)'B+D

= CP 'KI-PAP )" 'PB+D
= CP 'P(P 'P—-A)'P 'PB+ D =G()

UF M G
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Estabilidade de Sistemas Dinamicos Lineares

BIBO estabilidade Um sistema relaxado é denominado BIBQO estavel sse
Vu(t) < oo = y(t) < oo

Teorema Um sistema é BIBO estavel sse

/°° lg(t)|dt <M < oo (oui lg(t)|dt < M < oo)

sendo M uma contante e g(t) o niicleo convolucional

UF /M G
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Estabilidade de Sistemas Dinamicos Lineares

~ Se u(t) é um sinal de energia finita, ie

1
(e @) 5 o0 _
(/ |u(t)|2dt> <M< oo entdo (/ |y(t)|2dt> <M< o0
0 0

ou seja, se u(t) € L2 entdo y(t) € L2 (Hipdtese: BIBO estabilidade...

N

N—"

Teorema G(¢) =[gi;(¢)],i =17, j = m, é BIBO estvel sse

e podlos de g;;(s) tém parte real negativa

e podlos de g;;(z) tém mddulo menor que 1

~ Qs pélos de G(¢) = C(¢l — A)"'B 4+ D si3o os autovalores de A

UF M G
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Considere o sistema dinamico linear autonomo e relaxado da forma

S[z(t)] = Ax(t)

> Um ponto de equilibrio é alcangado quando d[x(t)] = 0

> No caso continuo, todas as derivadas nulas significam que os estados nao estao
variando no tempo e portanto, s3o indicados como estados ou ponto de equilibrio, x.

UF /M G
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‘ Anadlise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Estabilidade no sentido de Lyapunov  Seja R(v) a regido que consiste de todos os

pontos tais que

lto — xe|| < v, v>0 — xo = estado inicial

e seja R(e) a regido que consiste de todos os pontos tais que
|lx(t) —xe|| <e, e€>0,e>v Vt>O0

> Um estado de equilibrio, ., do sistema autonomo é dito estavel no sentido de
Lyapunov se, correspondendo a cada R (&) houver um R (v) tal que toda trajetdria

iniciada em R (v) estd confinada em R (€) a medida que t cresce

UF M G
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‘ Anadlise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Estabilidade Assintética Um estado de equilibrio, ¢, do sistema autébnomo é dito ser
assintoticamente estavel se for estdvel no sentido de Lyapunov e se toda solucao

comecando em R (v) converge para x., sem deixar R(€), a medida que t aumenta

Instabilidade Um estado de equilibrio do sistema autonomo é dito ser instavel se, para
algum escalar € > 0, e todo escalar v > 0, ha sempre um estado xo em R (v) tal que

a trajetdria iniciando neste estado deixa a regiao R (&)

UF M G
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llustracao das definicoes

wz\ . Y . . Ve
trajetdria assintoticamente estavel

L2

ria assintoticamente estavel

UF VY G
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‘ Estabilidade e Autovalores. A forma facil... I

Como A é uma matriz quadrada = 3IT : A =T'AT, A =diag{A1,..., A}

pode-se relacionar os autovalores a;; de e** (e A*) com os autovalores de A:

a; = e, 1=1,...,n (continuo)

a; = A, i=1,...,n (discreto)

Sistemas Continuos Sistemas Discretos

i(t) = Ax(t) | z(t+1) = Az(t)

Estabilidade Assintética R{N:} <0 V2 Al <1 Vi
Instabilidade R{\:} >0 V2 IAil > 1 Vi
UF /NG pag.21 Fund. Controle Robusto via Otimizacdo — Bloco 3
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‘ Controlabilidade e Observabilidade I

Definicao Um sistema dinamico é denominado controlavel se para qualquer estado

inicial xo e para qualquer estado final ¢, existe uma entrada “u” que transfere xo para

¢ em um tempo finito
~» Nao ha restricao quanto a trajetéria do estado

Definicao Um sistema dinamico é denominado observavel se para qualquer estado
inicial desconhecido xqg, existe um tempo finito, ¢ > 0, tal que o conhecimento da
entrada u e a saida y em [0, t] s3o suficientes para determinar unicamente o estado

inicial &g

UF M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

5, — x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t), x(0) = xo
y(t) = Ca(t)+ Du(t)
Fazendo
x(l) = Ax(0)+ Bu(0),
x(2) = Axz(1)+ Bu(1),.

de forma genérica para o instante t, obtém-se a resposta a uma seqiiéncia de entrada

nao nula combinada com a resposta a condicao inicial n3o nula

x(t) = A'z(0)+ Bu(t—1)+ ABu(t —2) + A°Bu(t — 3) +
...+ A ?Bu(1) + A*” ' Bu(0)

UF M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

1. Problema de Controle de Sistemas Determinar uma seqiiéncia u(£),
£ =1,2,...,t que transfere =(0) — 0,t < c©

Definem-se
w(t — 1)
u(t — 2)
U = |u(t—3), P = [B AB A?B ... At—lB}

u(0)

Portanto a resposta x(t) pode ser reescrita da forma

x(t) = A'z(0) 4+ P U;

UF /M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

Como deseja-se estabilidade, x(t) é nulo

Pt th = —AtCB(O)

e Para algum x(0) dado. Solu¢do?
e Notequese A € R"*™, e B &€ R" ™, o posto de P; n3o ird aumentar se t > n

e Existe uma seqiiéncia de controle U; que transfere o estado de x(0) para a origem,
se posto(P:) = n, neste caso o sistema é dito ser controlavel e

U, = —P; [PeP;]” " A'z(0)

o Set=mn,entioly = —P; "Atx(0)

UF /M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

2. Reconstruindo o Estado Inicial

Para u(t) conhecido. Determinar o estado inicial desconhecido a partir do conhecimento
da seqiiéncia de saida y(€) para £ = 0,1,2,...,t

Defini-se
y(0)
y(1)
Vi 2 1y(2)
y(t)
UF M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

onde
y(0) = Cz(0)+ Du(0)
y(1) = Cz(1)+ Du(1l) = C (Axz(0) + Bu(0)) + Du(1)
y(2) = Cz(2)+ Du(2) =C (Az.’I;(O) + ABu(0) 4+ Bu(1)) + Du(2)
y(t) = C (Ata:(O) + A*™ ' Bu(0) + A" 2Bu(1) + ...
+ ABu(t — 2) + Bu(t — 1)) 4+ Du(t)
UF M\ G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

[ C ] ( D 0 0 ce 0] [w(0)
CA CB D 0 “ e 0 u(1)
2
| CA* ] (CA*~'B CA' 2B CA* 3B ... D] lu(t)]
H/—/ . - o
Q¢ r

e Como I' é precisamente determinado, obtém-se )7t =Y —T
Vi = 9, z(0)

e Se cada vetor y(2) tem r componentes, a matriz O; tem ordem rt X n. Existe
solucdo se posto(9:) = n, neste caso o sistema é dito ser observavel (detalhe, o
posto de O; n3o aumenta parat > n — 1!)

x(0[t) = [Q1Q:] " QL Vs

UF M G
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‘ Controlabilidade I

Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes:
1. O par (A, B) é controldvel (A € R"*™ e B € R**™)
2. A matriz L. de ordem n X n da forma

t t
Lc(t) — / eATBBTeATTdT < — Z ATBBT (AT)T>
o

T=0

é nao singular Vt > 0. Particularmente se A é estavel, entdao L. > 0 tal que
AL.+ L.A" = —BB"  (para sistemas continuos)
AL, A" — L. = —BB" (para sistemas discretos)

Neste caso, L. é denominado Gramiano de Controlabilidade

3. A matriz de controlabilidade

C:[B AB A*B ... A”—lB}ER”X"m, tem posto n

UF /M G
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‘ Observabilidade I

Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes:
1. O par (A,C) é observiavel (A € R"™*™ e C € R"™™™)
2. A matriz L, de ordem n X n da forma

t t
Lo(t) = / e TCTCer dr ( = > (A7) C’TCAT)
0

T=0

é nao singular Vt > 0. Particularmente se A é estavel, entdao L, > 0 tal que
AL, + L,A = —-C"C (para sistemas continuos)
AL, A-L,=-CcTC (para sistemas discretos)

Neste caso, L, é denominado Gramiano de Observabilidade

3. A matriz de observabilidade

_ T
0:[0 CA ... CA"—l} e R*™*™,  tem posto n

UF VY G
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‘ Controlabilidade, Observabilidade e MATLAB I

> MATLAB: rank(ctrb(C)) — posto da matriz de controlabilidade
> MATLAB: rank(obsv(0)) — posto da matriz de observabilidade

> MATLAB: gram, dgram — Gramiano de Controlabiliade ou Observabilidade (a

tempo continuo ou discreto)

> No dltimo caso exigisse estabilidade para o sistema...

UF M G
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‘ Controle por Realimentacao I

w(t) z(t)
——0O—  §[z(t)] = Ax(t) + Bu(t) 1 C - y(t)

i —K Estimador

Regulador

Principio da Separacao Obtencao do ganho K e Estimador sao independentes

UF VY G
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Realimentacao de Estado — Um Tour por Alocacao de Poélos

A A
X
X N
[ X
¢ > X
X
X
Plano-s Plano-z
UF G
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‘ Realimentacao de Estado — Um Tour por Alocacao de Poélos I

Fazendo C' = | (todos os estados mensuraveis) e D = 0
5 _ olx(t)] = Ax(t) + Bu(t), x(0) =0
y(t) = =(1)

Lei de controle : u(t) = —Ky(t) = —Kx(t) = d[x(t)]= (A — BK)x(t)
Transformada do sistema em malha fechada: ({I— A+ BK) X({) =0
Autovalores em malha fechada desejados : A1, ..., An

Entdo K é solugdo do sistema: [(l — A+ BK|=(C—X1)(( —A2)...(C — An)

Matlab
e acker — Sistemas SISO, pdlos repetidos, n = 10

e place — Sistemas MIMO, pdlos distintos

UF M G
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‘ Realimentacao de Estado — Um Tour por Alocacao de Poélos I

Exemplo Considere o sistema

i) = [0 *laew+ 2] we
0O 3 1

Autovalores em malha fechada desejados: A1 = —3, A2 = —4

> Polinomio caracteristico:

(s+3)(s+4)=s5"+7s+12=|sl — A+ BK| = s>+ (K2 — 3)s + 2K,

e resolvendo o sistema

2K, = 12

= K:{G 10}
Ko,—3 = 7

UF VY G ] .. -
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‘ Estimador — Observador I

~  y(t) # x(t), estimar (reconstruir) x(t)
Lei de controle: u(t) = —K&(t)

J x(0)

u Planta L C Yy
A, B
Modelo T C ] —f)‘l‘
A, B |
| #(0)
LP
Estimador
F
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‘ Estimador — Observador I

L 8la(t)] = A#(t) + Bu(t) + Ly (y(t) — 9(¢))
A #(k) + Bu(t) + L,C(x(t) — &(t))

. . ~ A -~
Erro de estimativa, * = © — Z:

5[Z(t)] = Ax(t)+ Bu(t) — Az(t) — Bu(t) — L,C 3(t)
— (A—L,C)%(t)

e Se (A — L,C) for assintoticamente estavel, entdo x(oco) — 0, Vx(0)

e Como calcular L, ? Autovalores para o erro de estimativa: A1,...,A\n. Entdo

I — A+ LpCl= (= A1)(C—A2) - (= An) =0

UF VY G
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‘ Controle Baseado no Observador I

Regulador: Lei de Controle + Observador

( sl@(t)] = (A—BK—L,C) &) +£f/ y(t)
-~ U -
I YO cam o
u(t) = —\K’/ Z(t)
Sistema em malha fechada aumentado:

ox(t)] _ A—L,C Onxn x(t)

O[x(t)] BK A — BK x(t)

2n;<r2n 2n‘;<1

*. Principio da Separagdo: |[(I — A+ BK| X |[{(I— A+ L,C|=01!

UF /M G
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‘ Controle Baseado no Observador I

Selecao dos polos do erro de estimativa ?

2 a 6 vezes mais rapidos do que os pdlos da lei de controle, u = — KZ. Por que? A
resposta global do sistema é dominada pelos pélos da lei de controle

Notas

e A ordem do regulador é a mesma da planta e do estimador, n
e Em regime, x(oco) = 0 (sistema estdvel) e portanto y(oco) = 0. A técnica
empregada assegura regulacao com as caracteristicas impostas pelos autovalores de
(A — BK)
MATLAB Funcao de transferéncia do controlador é obtida fazendo

[num,dem] = ss2tf(Ac,Bc,Cc,Dc)

sendo, = A - BK — L,C, = Ly, = —K e =0

UF M G Ve
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‘ Controle Baseado no Observador I

Exemplo Considere o modelo continuo em varidveis de estado para 1/s?

"

0O 1 0
i(t) = 2t + || u(t)
0O O 1
—_— -~
< A B
y(t) = [1 o|=(t)
C

> Se alocar os pélos do controlador em

s1,2 = —0.707 £ 50.707 (£ = 0.707, w, = 1lrad/s)

obtém-se K = [1 1,4142}

UF M G
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‘ Controle Baseado no Observador I

> Se os pdlos do estimador s3o alocados em w, = 5rad/s e £ = 0.5, obtém-se

Controle baseado no observador:

—40.4(s + 0.619)
(s + 3.21 4+ j4.77)(s + 3.21 — 54.77)

D(s) =
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‘ Sistema com Entradas Externas I

Rastreamento Robusto e Rejeicao de Disturbios Controle Integral

__________________ w
+| |

ro— Y : € I :_ u + r
—1—Or—{f () —|K1 — 07— Planta - C -

| | T y

i Integrador K

L e
" Nz ~O- Estimador [+
1 1

onde f(() denota — ou = respectivamente para continuo ou discreto
S

Z_
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‘ Controle Integral I

Modelo considerado:
olx(t)] = Axz(t) 4+ Bu(t) + Bw(t)
y(t) = Cz(t)

Resultado esperado?
1. y(t) - r(t) =1, Vt>to
2. rejeitar w = sinal constante, porém de magnitude desconhecida

O que fazer? Integrar o erro... Da figura anterior , € portanto

=ar(t) = Cx(t) — r(t) (a tempo continuo)

ou =xr(t+1) —xr(t) = Cx(t) — r(t) (a tempo discreto)
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‘ Controle Integral I

Definindo-se: n(t) = [wI(t) w(t)}T

Obtém-se o modelo da planta aumentada:

1
S[n(t)] = Ajn(t)+ u(t) + w(t) — M r(t)
\ N—— N——
B"7 B"7
y(t) = [C 0|n@)
onde para ( apropriado:
5 0 C ) . 1 C _
A, = (continuo), Ay = (discreto)
0 A 0 A
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‘ Controle Integral I

Lei de controle:

u(t) = —Krzr(t) + K(z. (1) — (1))
= —KICBI(t) —KCI}(t)—I—KN;BT(t)
= - |K: K|n(t)+KN.r(0)

|- -
"~

Kn

Calculo de N:
—1

N, A—1 B 0
° C. 0 |

onde C, é qq matriz tal que y»(t) = Crx(t) = r(t) (em regime)

UF VY G
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‘ Exercicio I

Considere o modelo de suspensao ativa de um automodvel como ilustrado abaixo

______

m
| v
X4 (t) ; k C C) U (t) Vi (t)

......

Referéncia M. M. EIMadany and M. |. AL-Majed. “Quadratic synthesis of active controls for a
quarter-car model”. Journal of Vibration and Control, 7, pp. 1237 - 1252, 2001
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‘ Exercicio I

Sendo que m1 corresponde a um 1/4 da massa do automdvel, m2 é a massa da roda,
k: é a constante de elasticidade do pneu, ¢ é o amortecimento da suspensao, k é
constante de mola passiva da suspensdo e w(t) é uma perturbagdo de velocidade

relacionada com a imperfeicao da pista. As equacoes de movimento do sistema sao

f d:n;t(t)  oa®) — ou(t)
220 = () — va()
\
" d"’;t(t) = w(t) — kxi(t) — c[va(t) — va(D)]
| ma 20— u(e) + k() + Bewa(0) + eloa (1) — va(0)]

Variaveis de estado: deslocamento da suspensao, x1; deslocamento da roda, axs;

velocidade da massa do carro, 3 = v1; velocidade da massa da roda, x4 = v2

UF MG Vit
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‘ Exercicio I

Modelo:
0 0o -1 1] 0 | 0
0 0 0 —1 0 1
A = s By = : By =
k. 0 ___¢ c 1 0
m1 mi ma mi
—_k kt e __c _ 1 0
n mo mo mo mo n mo B -
sendo 231.12Kg < m; < 346.68Kg, m2 = 28.58Kg, kK = 10000N/m,
k: = 155900N/m, and ¢ = 850Ns/m
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‘ Exercicio I

1. Considerando realimentagcdo completa de estados, projete um controlador (se
existir) que garanta em malha fechada pdlos com & > 0.7 e w,, > 1rad/s, para as
variagdes nos extremos da massa m1 (Durante o projeto do controlador,

desconsidere o disttrbio).

2. Obter a resposta para cada varidvel de estado x;(t), ¢ = 1,...,5 a uma
pertubacao da pista modelada como

e w(t) = 0.6sen(8xwt) + 0.75sen(127t) 4+ 0.9sen(167t) + 0.5sen(207t)
3. Qual controlador escolher?

4. Repita considerando apenas 1 e 2 mensuraveis

UF M G
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Exercicio — Modelo Epidemioldgico

Expansao de uma doenca epidémica (ou, usando um trocadilho, expansao da
divulgacao de uma nova idéia (ou virus) através de uma populacao (ou rede))

A expansao de uma doenca epidémica pode ser representada por um conjunto de
equacoes nao-lineares:

il(t) = —alml(t) — azml(t)wz (t) —|— ul(t)
iz(t) azwl(t)mz (t) —_ ang(t) -|— u2 (t)
d}3 (t) 0,12131('[3) —|— agiro (t)

onde x;, © = 1, 2, 3 representa a populacao dividida em trés grupos. Sendo que o grupo
x1 € suscetivel a doenca epidemiolégica, x2 é o grupo infectado com a doenca, e o
grupo xg foi removido da populacao inicial devido a imunizacao, morte, ou
simplesmente porque se recuperou e € isolado do grupo @1 que é suscetivel a doenca.
T1x2 representa a interacao binaria entre os suscetiveis e os infectados. A taxa the
novos individuos suscetiveis a doenca é adicionada a populagdo pela entrada u1(t), e a
taxa de novos individuos infectados é acrescida a populagdo pela entrada uz2(t). Para

uma populac¢3o isolada (fechada), u1(t) = u2(t) = 0.
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Exercicio — Modelo Epidemioldgico

~+ No geral, a1, a2 e ag sao taxas médias por unidade de tempo, suponha constantes

1. Considerando um sistema epidémico fechado com modelo linear:

i]_(t) == —alazl(t) —_ azwz(t)
d)z(t) = azml(t) — a,3a:2(t)
i3 (t) == G,]_wl(t) -|— agIr2 (t)

analise a estabilidade. Qual o significado neste modelo de sistema estavel,

marginalmente estavel ou instavel?

2. Paraa; = 0.5, a2z = 0.25 e ag = —0.25 encontre uma lei de realimentacao tal
que as taxas adicionadas as populacoes x1 e x2 estabilize o modelo, ie

ui(®)] [k 0 0 wl(z)
we®| = o ko] %2
x3(t)

qual a interpretacao fisica dessa acao?
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