‘ Nocdes de Algebra Linear I

1. Espacos vetoriais lineares

1.1. Coordenadas
2. Operadores lineares
3. Subespacos fundamentais
4. Espacos normados
5. Espacos métricos
6. Espacos de Banach
7. Espacos de Hilbert

8. Teoria de Matrizes

UFM G

© Reinaldo M. Palhares pag.1 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 1



‘ Espacos Vetoriais Lineares I

Definicao Considere um corpo F. Um espaco linear vetorial X é caracterizado por um

conjunto de elementos (vetores) com duas opera¢des

Ve,ye X — xz+yeX (adig30)
VoeF,reX — arec X (multiplicagdo por escalar)

tais que satisfazem as seguintes propriedades

lLxt+ty=y+=x

2 e+ (y+2z)=(@+y)+z

3.30e X — z+0==x

4 VeeX,3—z€eX — xz+(—x)=0

5. a(z +y) = azx +ay, (a+pB)r=azr+ Bz
6. (aB)xz = a(Bx)
7.30,1€e F — 0x =0, lz ==

§Em o
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‘ Espacos Vetoriais Lineares I

Exemplos
lL.aeR,zeR", aeC,xeC”
2. aeRzeR"™™: aae€ C,x € C**™

3. X = H(a,b), conjunto das fun¢des reais continuas no intervalo (a, b)

Subespaco Vetorial Um subconjunto M # () de um espaco vetorial linear X é
denominado um subespaco de X', se Ve, y € Mea € F

L.z4+yeM
2. aoxr €M

Exemplo S2{Ac X =R""" | A= —A"} pois (1) 0 = 0" e portanto
pertence a S, e (i1) A = AT B=-BY - A+ B= —(A + B)T
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Dependéncia Linear Um conjunto de vetores {x1,x2,...,Tk}, s € X, é

linearmente dependente se existem escalares a1, 2, ..., g, ndo todos nulos tais que

k
E ;i = 11 + a2 + -+ agxrr =0

1=1

Caso contrério, o conjunto {x1, x2,..., T} é linearmente independente — LI.

Vejaque SF¥ oz = Xa

sendo X =[z; z2 -+ xk], *= |1 a2 --- o

UFM G
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Definicao  Qualquer conjunto de vetores linearmente independentes {x1,...,xk} de

um espaco linear X é chamado de base de X

1. Base unitaria

T
wié{o o --- 1 ... 0} 1t =1,2,...,mn eo 'l na posicao 2

2. Base normal

INg
8
SN
|
ok

=1
3. Base ortonormal
~ 1 se 1=
E Lilj —
i,j=1 0 se t#
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Definicao O nidmero maximo de vetores linearmente independentes em um espaco

linear X é denominado a dimensao de X

Proposicao  Qualquer conjunto de n vetores LI qualifica uma base em um espaco

linear n—dimensional

Lema Considere Q € R™*™. O sistema de equacdes

Qzx = 0, L = [1’1 r2 -+ Tn
possui uma solucao nao-nula sse Q é singular
OFM G . L. .
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Teorema Considere Q = [ql qz - Qn]' Entao Q é nao-singular sse o

conjunto de vetores {q1,q2,...,qn } é LI

Representacao de vetores

Considere um conjunto de vetores {q1,q2,...,qn}, base no R™. Ent3o todo vetor

y € R™ pode ser escrito como combinacao linear:
n
y =) aiqi = Qo
=1
Como @ é nao-singular:

a = Q 'y representacdo dnica de y na base {q1,q92,...,qn}

Para outra base qualquer P, y=P¢, ¢(=P 'y=P 'Qa!!

UF M G
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‘ Operadores Lineares I

Definicdio Denomina-se uma funcao de n variaveis, f : X — Y, sendo X C R"
eYCR

Definicao  Qualquer funcao
T: X — )Y

onde X e Y sao espacos lineares sobre o mesmo corpo F, é denominada operador
linear sse

T(Ozlibl —I— Oézmz) — C¥1T5131 —|— azTCI}2

ri,x2 € X, Tx1,Tx2 €Y, e 1,2 € F.

UFM G
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‘ Operadores Lineares I

Teorema  Sejam dois espagos vetoriais tais que dim(X) = n e dim(Y) = m. Entao

T: X — )Y

é unicamente determinada pelos 'n’ mapeamentos y; = Tx;, 1 = 1,...,n.

Além disso o operador T pode ser representado por uma matriz A de ordem m X n, e a

i-ésima coluna de A é a representacdo de y; em relacdo a base {w1, wa,...,wn}
de X.

OF M G
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‘ Subespacos Fundamentais I

Considere o sistema de equacoes lineares

a11x1 + ai2x2 + -+ a1nTn

<
ot
|

oy = Ax

Ym Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmnTn

~5 T14...4 Ly entradas do sistema
~o Y1e ... s Ym Saidas do sistema

~ a;j parametros que caracterizam o mapeamento entrada-saida

UFM G

© Reinaldo M. Palhares pag.10 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 1



‘ Subespacos Fundamentais I

Questoes fundamentais

~~  Caracterizar os conjuntos de saidas y1,...,Ym que podem ser obtidos dadas as
entradas x1,...,x, (controlabilidade da saida)

~+ Dadas as saidas y1,...,Ym identificar, se possivel, o conjunto de entradas

Z1,...,Tn que as geram (observabilidade da entrada)

O espaco vetorial linear como um todo desse problema especifico pode ser
decomposto como a soma de quatro subespacos fundamentais

OFM G
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‘ Subespacos Fundamentais I

Definicao O espaco colunas de A é o espaco gerado pelas colunas de A, e é
denominado espaco range de A (R(A)). Por outro lado, o espaco linhas de A é o
espa¢o gerado pelas linhas de A (R(A™)).

T
Exemplo y = [1 —1} estd no espaco coluna de
1 -1 -3
A = ?
O 10 O

Em outras palavras, y = Ax, para algum x? Resposta positiva, pois as colunas de A

geram todo o espaco 2-dimensional

e posto de colunas de A é a dimensao do R(A)
e posto de linhas de A é a dimensdo do R(A™)
e dmR(A) =dimR(A*) = r = posto(A)

UFM G
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‘ Subespacos Fundamentais I

Definicao O espaco nulo a direita (ou nticleo) de A é o espaco gerado por todos os
vetores x satisfazendo Az = 0 (N (A)). Por outro lado, o espaco nulo a esquerda de
A é o espaco gerado por todos os vetores y satisfazendo y* A = 0 (N (A4*)).

T
Exemplo =z = [1 10 0} estd no espaco N (A):

1 —1 -3
A = ?
0O 10 0
Em outras palavras, Az = 07 Como
oh
1 -1 -3 —9
10| = =
0O 10 0 100
- 0 —
portanto, a resposta é negativa
UF M G
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‘ Subespacos Fundamentais I

e Considere A de ordem m X n

Dimens3o dos quatro subespacos fundamentais: R(A), R(A*), N(A) e N (A*)?

r = posto(A) = dimR(A)

A
n = colunas de A

r+dmNA)=n — dmN(A)=n—7r

r £ posto(A*) = dimR(A*)

m £ linhas de A

r+dmNA)=m — dmN(A") =m —r

UFM G
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‘ Subespacos Fundamentais I

e O espaco n-dimensional de entrada X = R(A*) & N (A)
e O espaco m-dimensional de saida Y = R(A) ® N (A™)

Teorema R(A*)T =N (A) (ie, R(A*) e N (A) sio subespacos ortogonais)
Exemplo Sex e N(A)ey € R(A*) entio z*y = 0

MATLAB

orth(A) — base ortonormal para R(A), null(A) — base ortonormal para N'(A), e
rank (A) — posto de A

O 1 1
Exemplo Postode A= |1 2 38 4 :[al as as a4] ?
2 0 2 0

a1 € az sdo LI. ag = a1 + a2. as = 2a2. A tem duas colunas L| .. posto(A) = 2

UFM G
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‘ Subespacos Fundamentais I

Teorema Dado A € R™*™, existe uma solucdo x para Ax = vy, para qualquer vy,

sse posto(A) = m (posto completo de linhas)

Teorema Dado A € R"*™. Se A~ !, entdo Az = y tem uma Unica solucdo para

todo vy, ie ¢ = A~ 'y. Em particular, a tnica solucio para Az = 0éx =0

UFM G
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‘ Construcao dos Subespacos Fundamentais por DVS I

Considere uma DVS de uma matriz A de ordem m X n e posto(A) = r:

>, of | vy
0 o] |v

A = [Ul Uz} —USV*, >0, UU* =1, VV* = |
Teorema

1. U1 é uma base ortogonal para R(A), e todas as matrizes no R(A) sdo dadas por

U1K, para qualquer matriz K1 com 7 linhas

2. Uz é uma base ortogonal para N (A™*), e todas as matrizes no N (A*) sio dadas
por Us K2, para qualquer matriz Ko com m — r linhas

3. V1 é uma base ortogonal para R(A™), e todas as matrizes no R(A™) s3o dadas por
V1 Pi, para qualquer matriz P1, com 7 linhas

4. V3 é uma base ortogonal para N'(A), e todas as matrizes no N (A) sio dadas por
V2 P>, para qualquer matriz P2 com n — 7 linhas

OFM G
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‘ Produto Interno I

A funcido (x,y) : X X X — R é um produto interno se satisfaz os seguintes axiomas
1L (z,y) =(y,x), (=,y)=(y,x)"

2. (ax +y,2z) = a{x,z) + (y, 2)

3. (x,z) > 0e{(x,z) =0 & x=0

Representacao usual para vetores do R"

(T, y) = ) @iy

1=1

Vetores ortogonais — ¢ L y
(x,y) =0

UFM G

© Reinaldo M. Palhares pag.18 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 1



‘ Norma Vetorial I

A funcdo ||z|| : X — R é uma norma se satisfaz os seguintes axiomas

Lz +yll < llzll + llyll

2. lez|l = |eflz|

3. ||z|| >0ellz]| =0 < z=0

Normas usuais para vetores no C"

1
r

e Norma-r |z|,» = <Z |a:z|"°> , 1<7r<oo
1=1

e Norma-co ||z||lcc = max |z;]
1<i<n

UFM G

© Reinaldo M. Palhares pag.19 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 1



‘ Norma Vetorial I

N|=

n

e Norma-2 ou Norma Euclidiana ||z|2 = VzTax = /{(x,z) = Z ||

1=1

Nota Interpretacao grafica? A norma-2 é o comprimento do vetor a partir da origem

MATLAB
norm(x,1) — norma-1
norm(x,2) ou norm(x) — norma-2

norm(x,inf) — norma-oo

UFM G
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‘ Espacos Normados I

Definicao Um espaco linear X no qual uma norma é definida denomina-se espaco

normado
Definicao Considere A : X — Y. O operador é limitado se
de< oo ||Az|| < c||z]||, VX € X
Definicao Considere A : X — Y. A norma de A é a menor constante c

Portanto a norma de um operador linear pode ser caracterizada por

A
4l £ sup 1220 — gup 4z
z20 |||l |z||=1
UF M\ G
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‘ Espacos Métricos I

Definicao Um espaco £ onde a distancia entre dois pontos é definida, ie,
d: E X E— R, esatisfaz

1. d(x,y) >0V x,ye &

2. d(xz,y) =d(y,x) Vx,y € €

3. d(x,2) <d(xz,y) +d(y,2) Vx,y,z € &€ (desigualdade triangular)
4. d(x,y) = 0 sse x e y coincidem (s3o iguais)

denomina-se um espaco métrico, e é denotado por (£, d)

Definicao  Qualquer espaco vetorial X é um espaco métrico quando defini-se
d(z,y) = |ly — ||, z,y € X

Exemplo Métrica discreta é definida como d(x,y) = 0sex = y sendo 1. (£,d) é

um espaco métrico discreto se € munido da métrica discreta

OFM G
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‘ Espacos Métricos I

Definicdo Um espaco métrico (£, d) é denominado completo se toda seqiiéncia de

Cauchy de pontos em £ tem um limite em &, ie,

se Ve > 0, HNZN(G)EN : d(:c,,;,a:j):||:ci—wj||<e, Vi,7 > N

Obs: Intuitivamente, um espaco é completo se “n3o ha buracos’, ou “n3o faltam
pontos”. Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais nao é completo, pois para
x1 =1lexnt1 = (xn +2/xn)/2 (que é uma seqiiencia de Cauchy) converge para

um ndmero irracional: /2

Obs: R"™ com qualquer das métricas usuais (euclidiana ou maximo — d(x —
9

max{|x — y|,1}) é completo

OFM G
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‘ Espacos de Banach I

Stefan Banach

30/03/1892 Cracévia (Polonia)
731/08/1945 Lvov (Ucrania)

Definicao Um espaco vetorial normado e completo é denominado um espaco de

Banach

~+ Normalmente espacos de Banach s3o espacos de dimensao infinita contendo funcoes

OFM G
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‘ Espacos de Banach I

Exemplo L} [0, 00) — espaco de Lebesgue das funcdes mensuraveis
f :[0,00) — R™ satisfazendo

(

oo 1/p

(/ IIf(t)II'ffdt) < oo, para 1<p< oo
0]

[FAIP—

| sup [[F(®)]l» < oo, para p = oo

onde || + ||~ é a norma vetorial-r

2 n 1/»r
(Dﬁ(t)r) L for 1< 7 < oo

1=0

11l = S

max |f;(t ara r = o0
| max i)

~ No geral, 7 = 2 e para evitar confusao: £, = L, 2. Exemplos: Lo e L2

UFM G
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‘ Espacos de Hilbert I

Definicao Um espaco vetorial munido com uma estrutura adicional do tipo produto

interno é denominado um espaco com produto interno

Desigualdade de Cauchy-Schwarz  |(z,y)| < ||z|/||ly|| e ||z| = ((x,z))"/?

David Hilbert

23/01/1862 (Russia)
714/02/1943 (Alemanha)

Definicao Um espaco com produto interno que é completo com respeito a norma
induzida pelo produto interno é denominado um espaco de Hilbert

UFM G
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‘ Espacos de Hilbert I

Corolario Um espaco de Hilbert é um espaco de dimensdo infinita

Um espaco de Hilbert é um espaco de Banach, porém o contrdrio n3o é verdadeiro

~» Espacos de Hilbert generalizam certos operadores lineares tais como a T. de Fourier
Exemplos de espacos de Hilbert

1. Espagos R™ e C™ com produto interno definido como sendo (x,y) = >, T Yk

2. Espaco C™*™ com produto interno

< A,B > =S Traco {A*B} = Z Z aijbi:,-, VA, B € crxm™
=1 j53=1
3. Espaco L2(—00, 00) com produto interno: < f,g >= / Traco {f*(t)g(t)} dt
UF M G
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‘ Autovalores e Autovetores I

Definicio Um escalar X é denominado um autovalor de A € R™*™ se
dxr € R", x # 0, satisfazendo
Ax = \x

Tal & é denominado um autovetor de A associado ao autovalor \

Como calcular autovalor? Basta escrever Ax = \x = Alx da forma

(A—ADH)zxz =0

> Se (A — Al) é n3o singular, ent3o a tinica solugdo é x = 0!!

> Porém x # 0, entdo (A — Al) deve ser necessariamente singular, ou de forma
equivalente, det(A — Al) =0 ...

> Toda raiz de p(A) = det (A — Al) é uma autovalor de A

UFM G
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‘ Teoria de Matrizes I

Traco Para A € R™*™, o traco de A, denotado por Tr{A} ou Traco{ A}, é definido
como sendo:

n
Tr {A} = Z Aiq
=1
le, € a soma dos elementos da diagonal principal

Propriedades
L Tr{A} =) X\
=1

2. T{A+ B} =Tr{B+ A} =Tr{A} + Tr{B}

3. Tr{AB} = Tr{B" A" }=Tr{BA}=Tr{A"B"} (se existirem multiplica¢des)

4. Tr{ATA} :Z Z a,,;zj

1=11=1

UFM G
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‘ Forma Quadratica e Sinais de Matrizes I

Simetria P € R™*™ & dita ser simétrica se P = PT
Nota Todos os autovalores de uma matriz simétrica sao reais

Endomorfismo Toda matriz simétrica pode ser diagonalizada, mesmo para autovalores
repetidos (MATLAB: jordan)

Definicio  Qualquer funcio V : R™ — R da forma V (z) = =z Pz,

P = PT € R™"*™ ¢ denominada uma forma quadratica

ou na forma expandida

P11 -+ Pin L1
V@ =a"Pe=e; - || 1 |, P=pPT

Pnl ¢ Pnn In

UFM G
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‘ Forma Quadratica e Sinais de Matrizes I

Formas Quadraticas Definidas Considere P = PT ¢ R™*™

1. P é definida positiva se ! Px > 0, VO # x € R"
(zTPx < 0, VO # x € R™). Simbologia: P > 0 (P < 0)

2. P é semi-definida positiva se T Px > 0, VO # x € R"
(z" Pz < 0, V0 # z € R™). Simbologia: P = 0 (P < 0)

UFM G
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‘ Fatos Matriciais I

Teorema Considere P = PT € R™*"™ . Entio

1. P>0(P<0)sseA(P)>0(A(P)<O0)
22 P=0(P<x0)sseA(P)>0(A(P) <0

3. P é indefinida sse P tem autovalores positivos e negativos

Fato Dado H € R™*™ ent3o

1. HTH ou HH?T é simétrica

2. H"H > 0ou HH" >~ 0

3. H"H > 0 se posto(H) = n (posto completo de colunas)
4. HHT = 0 se posto(H) = m (posto completo de linhas)
UFM G
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‘ Valores Singulares I

Definese M = HTH -~ M =MT >0 M € R*"*"

Dado H € R™*™

>
>
> Portanto todos os autovalores de M sao reais e nao negativos
>

r indica o nimero de autovalores positivos de M

~ Ent3o os autovalores de M = H™* H podem ser ordenados da forma

AT 222 - 2AT >0 =27, = =X,

Denote por m = min(m, n). Entdo o conjunto
A1 ZA2 Z ce e Ay >O:Ar—|—1 = A\n

é denominado de valores singulares de H. Em outras palavras, os valores singulares de
H (denotado por o) sdo obtidos de:

o=+ A(HTH), MATLAB: sigma

UFM G
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‘ Norma Matricial I

Voltando a definicio de norma de um operador linear

|All» £ sup ” sup ||Azx|.
z=0 [[Z|lr  jz).=1

~+ ||A]|» é denominada norma matricial induzida por uma norma vetorial r. Para

diferentes ||x||, tem-se diferentes || A||

m
L. [|A|lx = max <Z |Cl,7:j|> & A maior soma absoluta das colunas
j
=1

N

2. ||All2 = ()\maw (ATA)> <> Valor singular maximo de A

m

3. ||A]lcc = max E lai;| < A maior soma absoluta das linhas
[
j=1

UFM G
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‘ Norma Matricial I

3 2
—1 O

Exemplo Normas1l,2eocode A =

|All: = max{3+|—1];2+0} =4

|A||2 = 3.7

|A]|lcc = max{3+2;|—1|+0} =5

UFM G

© Reinaldo M. Palhares pag.35 Fund. Controle Robusto via Otimizacao — Bloco 1



‘ Norma Matricial I

~+ Interpretacdo grafica? Considere por exemplo a norma || A||1. Note que y = Ax e

n
Izl =1 = [zi=)_ |=]
=1

portanto
3 2 1 3 3 2| |0 2
Yi = Aw — — ) Y2 — A:IZ = —
—1 O0f (0 —1 —1 0 1 0
3 2| -1 —3 3 2|0 —2
Ys = Azr = — 1 Ya — Ax = =
—1 0| |o0 1 —1 o} |-1 0
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‘ Norma Matricial I

2 ; : y : : x
15} i
e ol = 1 «
0
N o/ _ - i
B DS ]
/
ol |Als =34+1=4 |
2 S > = 0 . > 3 4

MATLAB norm(A,r), »r = 1,2 ou r =inf

UFM G
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