‘ Método do Lugar das Raizes I

1. Esbog¢ando o Lugar das Raizes (LR)
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

> O procedimento para esbocar o grafico do Lugar das Raizes pode ser realizado

seguindo os passos ordenados a seguir

Passo 1 — Escreve-se a equacgdo caracteristica (EC) na forma
14+ F(s) =0

e, se for necessario, a EC é re-arranjada de forma que o parametro de interesse a

ser variado (/<) aparega como fator multiplicador, i.e.:

1+ KP(s)=0
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 2 — Fatora-se P(s) e escreve-se na forma de ganho, polos e zeros

(iremos evidenciar os zeros e polos):

M
| JECRED
14+ K =2 — 0

H(8+Pj)

> Note que n denota o nimero de polos finitos e M denota o nimero de zeros

finitos
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 3 — Marcam-se os zeros e polos no plano-s com simbolos préprios
(“X" para polos e “o" para zeros). Para 0 < K < oo a EC é da forma

H(s—l—pj)—|—K H(s—l—z,,;)zﬂ

=1

n
> Note que para K = 0, entao H (s + pj) = 0 e as raizes da EC coincidem

j=1
com os polos de P(s)!!
> Quando K — oo, entio
0
n M M
[[G+p)+]][(s+2z) = [[(s+2) =0
j=1 =1 =1

e as raizes da EC coincidem com os zeros de P(s)!!
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Portanto
O Lugar das Raizes da EC: 1+ KP(s) =0,
comeca nos polos de P(s) e termina
nos zeros de P(s) quando K é variado de 0 a oo
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 4 — Localizam-se os seguimentos do LR que

sempre

(Verificado pela condicao de angulo...)

> Como normalmente P(s) pode ter zeros em infinito, i.e., é uma func3o
estritamente prépria tal que a ordem do denominador é maior que a do numerador
n > M, entao n — M ramos do LR tenderao a n — M zeros em oo
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

K(%s—|—1) _ 0

Exemplo (Passo1) EC: 1+ F(s) =1 =
xemp (Passo 1) + F'(s) + s(is—l—l)

2K (s+ 2
(Passo 2) F'(s) é reescrita na forma ganho-polo-zero 1 + (s +2) =0

s(s+4)

(Passo 3) Marcam-se os polos (0, —4) e zero (—2) com a simbologia adotada

Zero A
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 4) O critério de dngulo ¢ satisfeito no segmento do eixo real entre os
pontos 0 e —2 (note que o polo p; = 0 contribui com —180%, o zero z = —2
contribui com 0° e o polo em py = —4 contribui com 0°. No total —180°). No
trecho entre 0 zero z = —2 e o polo py = —4 obtém-se 0° (contribuicdo de
—180° de p;, 180° de z e 0° de p3). Por outro lado, entre o segmento

py = —4 e —o0 a contribuic3o total dos polos e zero é de —180°. Portanto, os

trechos sobre o eixo real entre p; e z e entre p3 e —oo fazem parte do LR

> Vejaaindaquen — M =2 —1=1, ie., 1ramo tenderd a —oc

Segmentos do LR A
X O X—
—4 —2 0
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 5 — Determina-se o nimero de segmentos no Lugar das Raizes que

usualmente é igual ao nimero de polos

> Note que normalmente as fun¢des racionais consideradas (P(s)) sdo proprias
(grau do numerador igual ao grau denominador, i.e., o niimero de polos finitos é
igual ao nimero de zeros finitos) ou estritamente préprias (grau no numerador
menor do que o grau denominador, i.e., o nimero de polos finitos é maior do que
o nimero de zeros finitos). Entdo é razodvel considerar que o niimero de

segmentos no LR € igual ao nimero de polos
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 6 — O lugar das raizes é simétrico em relacdo ao eixo real no plano-s

> Isto é dbvio ja que as raizes podem ser reais ou complexas conjugadas. No
entanto, as raizes complexas conjugadas sempre aparecem aos pares (sendo assim,

o eixo real funciona como um espelho)
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 7 — (Assintotas para zeros em infinito) Se houver zeros em oo, quando
K — oo o LR terad segmentos que tenderao aos zeros em oo, aproximando-os
sobre assintotas centradas em o 4 (denominado centrdide) que é calculado como:

> (=py) = > (—=)

Z polos de P(s) — Zzeros de P(s) o
o n— M - n — M

A

> Lembre-se que n é o nimero de polos finitos e M o numero de zeros finitos
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

O angulo das assintotas em relacao ao eixo real é dado por:

_ (2¢+1)

n_

Pa

180°, ¢=0,1,2,..., (n — M — 1)

> Lembre-se que n é o niimero de polos finitos e M o nimero de zeros finitos
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 8 — Determina(m)-se, quando for o caso, os pontos em que o LR cruza o

eixo imaginario usando o critério de Routh-Hurwitz

> Claro que sé faz sentido aplicar o critério de Routh-Hurwitz se hd ramos do LR
que surgem no semi-plano esquerdo e seguem para o semi-plano direito (ou

vice-versa)

> Ao aplicar o critério de Routh-Hurwitz, se o LR cruza o eixo imaginario, entao
para um valor de K especifico tem-se uma condicao de estabilidade marginal e,
entdo, uma (ou mais linhas) no arranjo de Routh se anula(m) para este valor de
K e a linha logo acima gera o polinbmio auxiliar — cujas raizes sao puramente
imagindrias. Em outras palavras, ar raizes estao sobre o eixo imagindrio. Isto

auxilia a concluir o esboco do LR
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 9 — Determina(m)-se o(s) ponto(s) de partida ou de chegada em relacdo

ao eixo real (se houver)

> Note que o LR deixa de pertencer ao eixo real nos casos em que ha
multiplicidade de raizes, i.e., por exemplo, um par de raizes deixa de ser reais e
passa a ser um par de raizes complexas conjugadas e, portanto, nao podem mais
ser representadas sobre o eixo real (vale o inverso também, um par de raizes
complexas conjugadas que ao variar um parametro K passam a ser reais)
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‘ Exemplos I

Breakaway
P point
> +—X
—4 B -2 0
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

> O ponto de partida/chegada pode ser avaliado graficamente ou analiticamente.
A maneira mais direta de se determinar o ponto de partida/chegada requer que se
re-arranje a EC isolando o fator multiplicador K para que a EC apareca na forma

p(s) = K
Exemplo Para um sistema de 2a. ordem com G(s) = (s+2—)ris-|—4) a EC é:
K
1+G(s) =1+ =(s+2)(s+4)+ K =0

(s +2)(2+4)

4
K =p(s) = =(s+2)(s +4)
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

> Para este caso em particular, espera-se pelo esboco do LR que o ponto de

partida no eixo real esteja proximo a s = o = —3 (primeira figura da pagina 15)

> Atribuindo-se varios valores para o entre —2 e —4 pode-se calcular os

respectivos valores para p(s) da forma:

o -2 =225 25 -2.75 -3.25 35 375 -4

p(s) 0 044 075 0.94 094 075 044 O

Traca-se o grafico de p(s) versus o e determina-se o ponto de maximo...
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Pode-se notar que o grafico gerado da tabela é simétrico em relacao a o = —3,
i.e., o valor do maximo corresponde ao ponto de partida/chegada conforme
ilustrado a seguir

p(s)
———————————— 1.00
—————————— 0.75
(0
0
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

> O mesmo resultado pode ser obtido analiticamente determinando-se o0 maximo
de K = p(s). Para tanto basta calcular:
dK  dp(s) 0

g ds

Exemplo Do exemplo anterior com

K =p(s)=—(s+2)(s+4) = —(s* 4+ 65+ 8)

O
dp(s
P() _ (25 4+ 6) =0
ds
\
Ss—o0=—3
UFmG
- p.19 Controle de Sistemas Lineares — Aula 9

Reinaldo Martinez Palhares



‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Exemplo Para um sistema com EC dada por

K(s+1) B
s(s+2)(s+3)

1+ KG(s) =1+

Obtém-se n — M = 3 — 1 = 2. Ndmero de assintotas? Duas (dois polos em
malha fechada tenderdo a dois zeros que estdo em 00), e os seus angulos s3o:

2 1 2(0) + 1

pa = 24D 550 - COFD 550 _ gg0
Ny — Ny 2
2(1) + 1

bpa = (()2+ )1800:2700:—900
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

A centrdide estd localizada em:

(—p;) — D _(—=)
_ .7=z:1 ; 0+ (=2)+(=3)] - [-1] _
n—M - 2 -

oA — —2

—s(s+2)(s43)
(s+1)

Célculo do ponto de partida/chegada: K = p(s) =

Deriva-se para se obter o ponto de partida/chegada:

dp(s) 253 + 852 + 10s + 6 _ 0
ds (s 4+ 1)2 o

com raizes = {—2.4656; —0.7672 £ j0.7926} = s = —2.4656
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Asymptote p(s)
Maximum -1 0.50
0.419
0.25
—3 0 —3 —2.46 —2 0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
N\ >I/ O X
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

Passo 10 — Para polos e zeros complexos conjugados deve-se determinar,
respectivamente, o angulo de partida do LR de cada polo e o angulo de chegada
em cada zero usando a condicao de angulo

Exemplo Considere um sistema de 3a. ordem com dois polos complexos
conjugados em p;1 e p2 e com ganho em malha dado por:

K
(s + p3)(s? + 2Cwns + w?)

L(s) =

Usando a condicao de angulo, tem-se que em um ponto de teste sq, que esta a
uma distancia infinitesimal de py, a relacao de dngulo (vide figura a seguir):

0,, +0,, +0,, =0, +90°+06, =-+180° = 6, =90°—0,,
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Esboco do Lugar das Raizes — LR

6,

A point a small Cj?! T
—P1

distance from —py~_
A 51

s

ZAN
—P3

|
| /' Departure
vector
% 1
/7
/7
/
/
Ve
/7
/
//
7 '\63
Vs
~Pp3 0
)

|

|

|

| 93
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‘ Esboco do Lugar das Raizes - LR I

Passo 11 — Determina-se, se necessario, a localizacdo de raizes especificas (s,
k =1,2,...,ny) que satisfazem a condi¢do de dngulo

/P(s) = £180° 4+ ¢360°, ¢ =0,+1,%2,...

Passo 12 — Determinacao do valor do pardmetro Ks_ para uma raiz especifica
S, aplicando a condicdo de ganho |Ks_L(s)| =1, ou
n
11 1(s 4+ py)l
j=1
K, = —
11 1Gs + 20
7::1 S=—S,.
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‘ Esbocando o LR — Um Exemplo Geral I

Exemplo (Passo 1) Deseja-se tracar o grafico do LR considerando a equagdo

caracteristica da forma:

K
A(s) =1 —0. 0<KC<
(5) + s4 + 1253 4+ 6452 4+ 128s ’ — >°

(Passo 2) Determinam-se os polos

K =0
s(s+4)(s+4+j4)(s+4—j4)

A(s) =1+

Note que todos os zeros estao em oo
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 3) Localizam-se os polos no plano-s
(Passo 4) O LR tem um segmento sobre o eixo real entre s = 0e s = 4
(Passo 5) Como o nimero de polos é n = 4, ha 4 curvas no LR

(Passo 6) O grafico é simétrico em relacao ao eixo real
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 7) Os angulos das assintotas sdo (note que n =4 e M = 0):

2q + 1
¢A — (rnq_+ ) 1800’ q — 0717273
oa = 45°%,135°9 225°,315°

A centrdide das assintotas esta localizada no eixo real em:

(—p5) — > (—=i)
GA:J'; ; _ 0+ (=) +(=4-3H)+(=4+54]-[0] _ .
n—M 4
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 8) Cruza o eixo imaginario? Se sim, aplica-se o critério de Routh-Hurwtiz
na EC: s 4+ 12s3 + 6452 4+ 128s + K = 0, e o arranjo de Routh é dado por

s?1'1 64 K

(. 12(64) —128

s3 112 128 1= 12
=
st e o — 53.33(128) — 12K ~ 0
\ 53.33

Y| K

Logo, para manter estabilidade K < 568.89. Note que para K = 568.89 a
linha s! se anula e obtém-se a equac3o auxiliar da linha logo acima dada por
cujas raizes sdo +73.266. Estas sao as coordenadas

que o LR ira cruzar o eixo imaginario
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 9) O ponto de partida (um ou mais de um?) é calculado fazendo
K =p(s) = —s(s+4)(s+4+ j34)(s+4 — 54)

dp(s)

= 453 + 3652 4+ 1285+ 128 = 0
S

com raizes em {—1.5767, — 3.7117 £ 52.5533}. Portanto o ponto de
partida/chegada ocorre em s = —1.5767
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‘ Angulos de Partida? — Polos Complexos I

V _Y_ Crossover L j4
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‘ Angulos de Partida — Polos Complexos I

(Passo 10) O angulo de partida para um dos dois polos complexos, por exemplo,
p1, € obtido a partir da contribuicao de cada polo na vizinhanca de pq usando a
condicao de angulo. Isto resulta em

Op, +6p, +0p—_4+60,_0=0, +90°+90°+0,_c = 180°

Logo
le — _9P=0
4
= —[90° +tan"t [ =
[ T (4)]
= —(90° 4 45%)

— —135°
= 2250
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I

(Passo 11) Determinam-se as localizagcdes de raizes especificas (se for necessario)
que satisfazem a condicao de angulo

(Passo 12) Determina-se o valor do ganho K em pontos especificos s = sy,

kK=1,2,...,n

> E o grafico ?
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‘ Esboco do Lugar das Raizes — LR I
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Matlab

Lugar das Raizes
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‘ Calculo do Angulo de Partida — Qutro olhar I

(Revendo o Passo 10) Angulo de partida em relacao ao polo complexo pq:

0,, +60,, +0,—_4+0,—o = 180°
0,, —270° —270° +0,_o = 180°
0, —540° +6,_o = 180°
0, —180° +6,—o = 180°
0,, = 360°—0,-¢
0 —1 4 o 0 0
0,—0 = — |180° + tan )= —(180° + 45°) = —225
Logo
0,, = 360° — (—225°) = 585Y = 225°
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‘ Calculo do Angulo de Partida — Qutro olhar I

(Revendo o Passo 10) Se a condi¢do de angulo é

le —I_ sz —I_ 9p=—4 —I_ 9p=0 —

0,, —270° —270° +0,_o = —180°

0, —540° +0,_¢ = —180°

0, —180° +60,_¢ = —180°

le — OO — gp:O
o —1 4 o 0 0
0,—0 = — |180° + tan )= —(180° + 45%) = —225
Logo
0,, = —(—225") = 225°
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