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Funções de Matriz Quadrada

 Considere A ∈ R
n×n associada a transformação linear f : R

n → R
n

Polinômios de matriz quadrada Para k positivo e k ∈ Z, defina:

A0 = I ; Ak = AA · · ·A (k vezes)

Seja f(λ) um polinômio em λ de grau finito como, por exemplo:

f(λ) = λ2 + 5λ+ 6 = (λ+ 2)(λ+ 3)

◮ Uma função f(A) é definida da forma (é direto!):

f(A) , A2 + 5A+ 6 I = (A+ 2 I)(A+ 3 I)
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Esquentando os motores

◮ Como é sempre posśıvel escrever Â = Q−1AQ ou A = QÂQ−1, sendo Â a

representação de A na Forma Canônica de Jordan, então da f(A) anterior:

f(A) = f(QÂQ−1)

=
(

QÂQ−1
)
2

︸ ︷︷ ︸

(QÂQ−1)(QÂQ−1)

+5QÂQ−1 + 6I

= Q
(

Â2 + 5Â+ 6I
)

Q−1

= Qf(Â)Q−1

ou f(Â) = Q−1f(A)Q
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Funções de Matriz Quadrada

◮ Se A assume a forma bloco diagonal

A =




A1 0

0 A2





com A1 e A2 matrizes quadradas de qualquer ordem, tem-se

Ak =




Ak

1 0

0 Ak
2



 ; f(A) =




f(A1) 0

0 f(A2)




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Funções de Matriz Quadrada

Definição O polinômio ḿınimo de A é o polinômio mônico ψ(λ) de menor grau

tal que ψ(A) = 0 (mônico: o coeficiente do termo de grau mais alto é 1)

◮ Note que f(A) = 0 se e somente se f(Â) = 0 (matrizes similares têm o

mesmo polinômio ḿınimo)

◮ Obter o polinômio ḿınimo diretamente de A não é tão trivial, porém o

polinômio ḿınimo de uma matriz na forma de Jordan pode ser obtido por inspeção

◮ Se λi é um autovalor de A com multiplicidade ni, o polinômio caracteŕıstico

de A é dado por

∆(λ) = det(λI − A) =
∏

i

(λ− λi)
ni

Vamos avançar a discussão com Jordan?
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Funções de Matriz Quadrada

◮ Suponha que a forma de Jordan de A é conhecida. Define-se como o ı́ndice de λi,

dado por n̄i, a maior ordem de todos os blocos de Jordan associados a λi. Por exemplo,

λ1 tem multiplicidade 4 em todas as formas de Jordan abaixo:

Â1 =















λ1 0 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1















; Â2 =















λ1 1 0 0

0 λ1 0 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1















Â3 =















λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 0

0 0 0 λ1















; Â4 =















λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1















◮ Então os ı́ndices do autovalor λ1 são, respectivamente, n̄i = 1, 2, 3 e 4
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Funções de Matriz Quadrada

◮ Para as matrizes Â1, Â2, Â3, Â4, os polinômios ḿınimos são (por quê?):

ψ1 = (λ− λ1)
1; ψ2 = (λ− λ1)

2; ψ3 = (λ− λ1)
3; ψ4 = (λ− λ1)

4

 Usando os ı́ndices n̄i de todos os autovalores λi, o polinômio ḿınimo pode

ser expresso da forma:

ψ(λ) =
∏

i

(λ− λi)
n̄i (= 0)

com grau n̄ =
∑
n̄i ≤

∑
ni = n = dimensão de A

◮ Note que o polinômio caracteŕıstico é sempre ∆(λ) = (λ− λ1)
4

◮ O polinômio ḿınimo é um fator do polinômio caracteŕıstico, porém, se

os autovalores são todos distintos, os dois polinômios são iguais:
∑
n̄i = n
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Funções de Matriz Quadrada

Exemplo Para a matriz na forma de Jordan

Â =










λ 1 0 0

0 λ 1 0

0 0 λ 1

0 0 0 λ










, n̄i = 4

Compute:

(Â− λI) =










0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0










; (Â− λI)2 =










0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0









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Funções de Matriz Quadrada

(Â− λI)3 =










0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0










; (Â− λI)k = 0 para k ≥ 4

◮ O ı́ndice de λ é n̄i = 4

◮ Portanto o polinômio ḿınimo é ψ4 = (λ− λ)4 e ψ(A) = 0, e nenhum

outro polinômio de grau menor verifica a condição (pois (λ− λ)3 6= 0,

(λ− λ)2 6= 0, (λ− λ) 6= 0)

◮ Neste caso em particular, o polinômio ḿınimo se iguala ao polinômio

caracteŕıstico: ∆(A) = ψ(A) = 0
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Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema Seja o polinômio caracteŕıstico de A dado por:

∆(λ) = det(λI −A) = λn + α1λ
n−1 + · · · + αn−1λ+ αn

Então: ∆(A) = An + α1A
n−1 + · · · + αn−1A+ αnI = 0, isto é:

toda matriz A ∈ R
n×n satisfaz sua própria equação caracteŕıstica ∆(λ)

◮ Nota-se pelo Teorema que An pode ser escrita como uma combinação linear

de {I, A, . . . , An−1}, i.e.: An = −α1A
n−1 − · · · − αn−1A − αnI

Note que multiplicando-se a equação caracteŕıstico ∆(A) = 0 por A tem-se:

An+1 + α1A
n + · · · + αn−1A

2 + αnA = 0

tal que An+1 pode ser escrita como combinação linear de {A,A2 . . . , An}.

Assim sucessivamente pode-se escrever qualquer relação via combinação linear
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Para que serve o Teorema de Cayley-Hamilton?

Expressando um polinômio qualquer f(λ) de grau n na forma:

f(λ) = q(λ)∆(λ) + h(λ)

◮ q(λ): quociente da divisão por ∆(λ) (polinômio caracteŕıstico)

◮ h(λ): resto da divisão (grau menor que n)

Portanto, ao se dividir um polinômio qualquer f(A) por seu polinômio

caracteŕıstico avaliado em A, pelo Teorema de Cayley-Hamilton tem-se:

f(A) = q(A)∆(A) + h(A) = q(A) · 0 + h(A) = h(A)

Em outras palavras, f(A) se iguala ao resto da divisão que é h(A)
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Funções de Matriz Quadrada

 A ideia é definir ”o resto da divisão”h(λ) com grau n− 1 da forma:

h(λ) = β0 + β1λ+ · · · + βn−1λ
n−1

sendo βi, i = 0, . . . , n− 1, o total de n incógnitas a serem obtidas

◮ Se os n autovalores de A são distintos, as incógnitas βi podem ser obtidas

diretamente das n equações ao igualar:

f(λi) = q(λi) ∆(λi)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ h(λi) = h(λi) , i = 1, 2, . . . , n

◮ Se A tem autovalores repetidos, a expressão acima tem que ser diferenciada

(em relação ao autovalor λ) para fornecer novas equações da forma a seguir
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Funções de Matriz Quadrada

Teorema Seja f(λ) uma função dada e A ∈ R
n×n com o polinômio caracteŕıstico:

∆(λ) =
m
∏

i=1

(λ − λi)
ni ; n =

m
∑

i=1

ni

Defina o polinômio de grau n − 1 (com n coeficientes a determinar):

h(λ) = β0 + β1λ + · · · + βn−1λ
n−1

Os n coeficientes βi podem ser obtidos do conjunto de n equações dadas por

f (ℓ)(λi) = h(ℓ)(λi)







ℓ = 0, 1, . . . , ni − 1

i = 1, 2, . . . ,m

sendo que f (ℓ)(λi) ,
dℓf(λ)

dλℓ

∣

∣

∣

∣

λ=λi

; h(ℓ)(λi) ,
dℓh(λ)

dλℓ

∣

∣

∣

∣

λ=λi

Então f(A) = h(A) e diz-se que h(λ) é igual a f(λ) no espectro (conjunto dos

autovalores) de A
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Funções de Matriz Quadrada

Exemplo Obtenha A100, sendo A =




1 2

0 1



? Note que ∆(λ) = (λ− 1)2

◮ Faça: h(λ) = β0 + β1λ, i.e., grau n− 1 = 1

◮ Espectro de A: λ = 1 (dois autovalores repetidos). Compute f(λ) = λ100

f(1) = h(1) ⇒ 1100 = β0 + β1

d

dλ
f(1) =

d

dλ
h(1) ⇒ 100(199) = β1







=⇒ β1 = 100 e β0 = −99

Logo: A100 = f(A) = h(A) = β0I + β1A =




1 200

0 1




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Funções de Matriz Quadrada

Exemplo Para A =







0 0 −2

0 1 0

1 0 3






, com







∆(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)

n1 = 2, n2 = 1

Obtenha eAt, i.e., se f(λ) = eλt, encontre f(A) = eAt

◮ Considere h(λ) com grau n− 1 = 2:

h(λ) = β0 + β1λ+ β2λ
2 ou h(A) = f(A) = β0I + β1A+ β2A

2

Então:
f(1) = h(1) ⇒ et = β0 + β1 + β2

f ′(1) = h′(1) ⇒ tet = β1 + 2β2

f(2) = h(2) ⇒ e2t = β0 + 2β1 + 4β2
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Funções de Matriz Quadrada

Então:

β0 = −2tet + e2t; β1 = 3tet + 2et − 2e2t; β2 = e2t − et − tet

Logo:

f(A) = h(A) = β0I + β1A+ β2A
2

E, portanto:

eAt = f(A) = h(A) =







2et − e2t 0 2et − 2e2t

0 et 0

−et + e2t 0 2e2t − et






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Funções de Matriz Quadrada

 Pode-se também obter f(Â) genérica para Â na forma de Jordan e,

posteriormente, ajustar à uma escolha particular para f(λ)...

Exemplo Considere o bloco de Jordan: Â =










λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1










◮ ∆(λ) = (λ− λ1)
4. Escolhendo (de maneira conveniente):

h(λ) = β0 + β1(λ− λ1) + β2(λ− λ1)
2 + β3(λ− λ1)

3

A condição f(λ) = h(λ) no espectro de Â fornece

β0 = f(λ1) ; β1 =
f ′(λ1)

1!
; β2 =

f ′′(λ1)

2!
; β3 =

f (3)(λ1)

3!
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Funções de Matriz Quadrada

Portanto

f(Â) = f(λ1)I+
f ′(λ1)

1!
(Â− λ1I)+

f ′′(λ1)

2!
(Â− λ1I)

2+
f (3)(λ1)

3!
(Â− λ1I)

3

Usando a propriedade de (Â− λI)k (aqui para k ≥ 4, (Â− λI)k = 0) tem-se:

f(Â) =










f(λ1) f ′(λ1)/1! f ′′(λ1)/2! f (3)(λ1)/3!

0 f(λ1) f ′(λ1)/1! f ′′(λ1)/2!

0 0 f(λ1) f ′(λ1)/1!

0 0 0 f(λ1)










Reinaldo Mart́ınez Palhares
p.18 Teoria de Sistemas Lineares – Aula 8



Funções de Matriz Quadrada

Por exemplo, para Â =










λ1 1 0 0

0 λ1 1 0

0 0 λ1 1

0 0 0 λ1










e f(λ) = eλt tem-se:

eÂt =














eλ1t teλ1t
t2eλ1t

2!

t3eλ1t

3!

0 eλ1t teλ1t
t2eλ1t

2!

0 0 eλ1t teλ1t

0 0 0 eλ1t













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Funções de Matriz Quadrada

Exemplo Considere uma matriz com dois blocos de Jordan:

Â =













λ1 1 0 0 0

0 λ1 1 0 0

0 0 λ1 0 0

0 0 0 λ2 1

0 0 0 0 λ2













◮ Se f(λ) = eλt, então

eÂt =













eλ1t teλ1t t2eλ1t/2! 0 0

0 eλ1t teλ1t 0 0

0 0 eλ1t 0 0

0 0 0 eλ2t teλ2t

0 0 0 0 eλ2t












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Funções de Matriz Quadrada

◮ Se f(λ) = (s− λ)−1, então

(sI − Â)−1 =





























1

(s − λ1)

1

(s − λ1)2
1

(s − λ1)3
0 0

0
1

(s − λ1)

1

(s − λ1)2
0 0

0 0
1

(s − λ1)
0 0

0 0 0
1

(s − λ2)

1

(s − λ2)2

0 0 0 0
1

(s − λ2)





























Reinaldo Mart́ınez Palhares
p.21 Teoria de Sistemas Lineares – Aula 8



Funções de Matriz Quadrada

 O teorema de Cayley-Hamilton fornece uma fórmula expĺıcita para o cálculo

da matriz inversa, já que uma matriz deve satisfazer seu próprio polinômio

caracteŕıstico. De fato, multiplicando ∆(A) por A−1:

A−1∆(A) = A−1
(
An + α1A

n−1 + · · · + αn−1A+ αnI
)
= 0

(
An−1 + α1A

n−2 + · · · + αn−1I + αnA
−1
)
= 0

ou

A−1 = −
1

αn

[

An−1 + α1A
n−2 + · · · + αn−2A+ αn−1I

]

◮ Note que é necessário que αn 6= 0 tal que ∃A−1

◮ Veja que a inversa de A é expressão de até n− 1 potências de A (de fato,

uma combinação linear de
{
I, A, . . . ,An−2, An−1

}
)
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Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

 Função de matriz quadrada definida como série de potência infinita...

Suponha que f(λ) possa ser definida como:

f(λ) =
∞∑

i=0

βiλ
i

com raio de convergência ρ. Se todos os autovalores de A têm magnitude menor

do que ρ, então f(A) pode ser definida como:

f(A) =
∞∑

i=0

βiA
i
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+ sobre Funções de Matriz Quadrada

Exemplo Considere uma matriz Â na forma de Jordan e seja

f(λ) = f(λ1) +
f ′(λ1)

1!
(λ − λ1) +

f ′′(λ1)

2!
(λ − λ1)

2 + · · ·

Então

f(Â) = f(λ1)I +
f ′(λ1)

1!
(Â − λ1I) + · · ·+

f (n−1)(λ1)

(n − 1)!
(Â − λ1I)

n−1 + · · ·

Note que (Â − λ1I)
k = 0 para k ≥ n, i.e., a série infinita pode ser truncada! Por

exemplo, considere um único bloco de Jordan de ordem 4, então f(Â) reduz-se a:

f(Â) =















f(λ1) f ′(λ1)/1! f ′′(λ1)/2! f (3)(λ1)/3!

0 f(λ1) f ′(λ1)/1! f ′′(λ1)/2!

0 0 f(λ1) f ′(λ1)/1!

0 0 0 f(λ1)















Reinaldo Mart́ınez Palhares
p.24 Teoria de Sistemas Lineares – Aula 8



Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

Note que eAt pode ser descrita via série de Taylor por:

eλt = 1 + λt+
λ2t2

2!
+ · · · +

λntn

n!
+ · · · =

∞∑

k=0

1

k!
tkλk

que converge para todo λ e t finitos. Então,

eAt = I +At+
t2

2!
A2 + · · · +

tn

n!
An + · · · =

∞∑

k=0

1

k!
tkAk

◮ Pode-se usar a descrição por série como um método numérico para computar

exponenciais de matrizes

MATLAB – cômputo de exponencial de matriz, aproximação de Padé: expm ou

expmdemo1
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Computação Simbólica no MATLAB com exmp

Remeta-se ao exemplo da pag. 15. Obtenha eAt para:

A =







0 0 −2

0 1 0

1 0 3







>> A=[0 0 -2;0 1 0;1 0 3];

>> syms t;

>> expAt = expm(A*t)

expAt =

[ 2*exp(t) - exp(2*t), 0, 2*exp(t) - 2*exp(2*t)]

[ 0, exp(t), 0 ]

[ exp(2*t) - exp(t), 0, 2*exp(2*t) - exp(t)]
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Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

Propriedades de eAt

eAt = I +At+
t2

2!
A2 + · · · +

tn

n!
An + · · · =

∞∑

k=0

1

k!
tkAk

e0 = I

eA(t1+t2) = eAt1eAt2

◮ Veja que para t2 = −t1:

eAt1e−At1 = eA·0 = I ⇒ e−At1 = I/eAt1

⇓
[
eAt

]−1
= e−At
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Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

d

dt
eAt =

∞∑

k=1

1

(k − 1)!
tk−1Ak

= A

(
∞∑

k=0

1

k!
tkAk

)

=

(
∞∑

k=0

1

k!
tkAk

)

A

Portanto,

d

dt
eAt = AeAt = eAtA

◮ Note que e(A+B)t 6= eAteBt a menos se AB = BA

◮ Relação de Euler: eAi = cosA+ isenA
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Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

 Relembrando a Transformada de Laplace de f(t)

F (s) = L[f(t)] ,

∫
∞

0

f(t)e−stdt

Particularmente a Transformada abaixo é de interesse:

L

[

tk

k!

]

= s−(k+1)

Portanto

L
[
eAt

]
=

∞∑

k=0

s−(k+1)Ak = s−1
∞∑

k=0

s−kAk = s−1
∞∑

k=0

(
s−1A

)k
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Funções de Matriz Quadrada & Série de Potência

◮ Como a série infinita

∞∑

k=0

(s−1λ)k = 1 + s−1λ+ s−2λ2 + · · · = (1 − s−1λ)−1

converge para | s−1λ |< 1, conclui-se que

s−1
∞∑

k=0

(s−1A)k = s−1I + s−2A+ s−3A2 + · · ·

= s−1(I − s−1A)−1

= [s(I − s−1A)]−1

= (sI −A)−1

∴ L
[
eAt

]
= (sI −A)−1
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Funções de Matriz Quadrada

◮ Embora se tenha usado o fato de que os autovalores de s−1A têm que ter

módulo menor do que 1, L
[
eAt

]
= (sI −A)−1 vale para todo ‘s’ exceto ‘s’

igual a um autovalor de A

◮ Pode-se obter o mesmo resultado aplicando-se Laplace em d

dt
eAt = AeAt:

L

[
d

dt
eAt

]

= L
[
AeAt

]

sL
[
eAt

]
− e0 = AL

[
eAt

]

ou

(sI −A)L
[
eAt

]
= I ⇒ L

[
eAt

]
= (sI −A)

−1
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