‘ Algebra Linear I

1. Funcoes de Matriz Quadrada
2. Teorema de Cayley-Hamilton

3. + sobre Funcoes de Matriz Quadrada

UFMmMG

) i p.1 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 8
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

~ Considere A € R™*X™ associada a transformacdo linear f : R™ — R"
Polindbmios de matriz quadrada Para k positivo e k € 7Z, defina:
A° =1 ; A = AA... A (k vezes)
Seja f(A) um polindmio em A de grau finito como, por exemplo:
FA) =A24+5X4+6=(A+2)(A+3)

» Uma fungdo f(A) é definida da forma (é direto!):

f(A) = A2 +5A44+61=(A+2D(A+3))
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‘ Esquentando os motores I

» Como é sempre possivel escrever A = Q= 2AQ ou A = QAQ ™1, sendo A a
representacdo de A na Forma Candnica de Jordan, entdo da f(A) anterior:
f(A) = f(QAQ™Y)
= (QAQ7')? +5QAQ™' +6l

\ 7

(QAQ—l;EQAQ—l)
- Q (A2 +5A + 6I) Q-1
= Qf(A)Q*

ou fF(A) = Q71f(A)Q

UFMmMG

) i p.3 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 8
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

» Se A assume a forma bloco diagonal

A =

Aq
0

0
A

com A e Ao matrizes quadradas de qualquer ordem, tem-se

AR 0 - #(A 0 |
0 Aj 0  f(A2)
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Definicao O polindmio minimo de A é o polindGmio monico ¥ (A) de menor grau
tal que ¥(A) = 0 (mdnico: o coeficiente do termo de grau mais alto é 1)

» Note que f(A) = 0 se e somente se f(A) = 0 (matrizes similares tém o

mesmo polindmio minimo)

» Obter o polindmio minimo diretamente de A n3o é tdo trivial, porém o
polinbmio minimo de uma matriz na forma de Jordan pode ser obtido por inspecao

» Se A\; é um autovalor de A com multiplicidade n;, o polindOmio caracteristico
de A é dado por

A(X) =det(Al — A) = [ (A — )™

(4

Vamos avancar a discussao com Jordan?
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

» Suponha que a forma de Jordan de A é conhecida. Define-se como o indice de A\;,
dado por 4, a maior ordem de todos os blocos de Jordan associados a A;. Por exemplo,

A1 tem multiplicidade 4 em todas as formas de Jordan abaixo:

Ay O O O | A, 1 0 0 |
R 0 N O O R 0 X\ O O
Al = ’ Az =
0 0 X\ O 0 0 XA O
0 0 0 A 0 0 0 A
A\, 1 0 0 | A\, 1 0 0 |
R 0 XN 1 O R 0 X\ 1 O
Az = ’ Ay =
0 0 X O 0 0 A 1
0 0 0 A 0 0 0 A

» Entao os indices do autovalor A1 sao, respectivamente, n; = 1, 2, 3 e 4

UFMmMG

) i p.6 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 8
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

» Para as matrizes A;, Ay, Az A4, os polindmios minimos sdo (por qué?):
1 = (A=A Ya=(A=A1)% P3=(A—=X1)% a=(—X)*

~+ Usando os indices 7; de todos os autovalores \;, o polindmio minimo pode
ser expresso da forma:

v =[x =2)™ (=0)

comgraun = Y n; < ) m; = n = dimens3o de A
» Note que o polindmio caracteristico é sempre A(X) = (A — A1)*

» O polindbmio minimo é um fator do polindmio caracteristico, porém, se
os autovalores sao todos distintos, os dois polindbmios sao iguais: Y 7n; = n
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Exemplo Para a matriz na forma de Jordan

A 1 0 O
A O N 1 O
A = , n; =4
0O 0 XN 1
_O 0O O )\_
Compute:
001 0 0 000 1 0
" O 0 1 O " 0O 0 0 1
(A—l) = (A= A% =
O 0 0 1 O 0 0 O
_0 0O O O_ _0 0O O O_
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

(A — D) = : (A—XD)* =0 parak > 4

o O O O
© O O O
o O O O
© O O =

» Oindicede A\ én; = 4

» Portanto o polinémio minimo é ¥4 = (A — A)* e 9p(A) = 0, e nenhum
outro polinémio de grau menor verifica a condicdo (pois (A — A)® # 0,

(A=X)2#0, (A—)) #0)

» Neste caso em particular, o polindmio minimo se iguala ao polinomio
caracteristico: A(A) = ¢¥(A) =0
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‘ Teorema de Cayley-Hamilton I

Teorema Seja o polinOmio caracteristico de A dado por:

AN =det Ml —A) = A"+ A" P+ oo a1 A+ ay

Entio: A(A) = A"+ a; A" '+ .-+ ap_ 1A+ a,l =0, isto é:
toda matriz A € R™*™ satisfaz sua prépria equacao caracteristica A ()

» Nota-se pelo Teorema que A™ pode ser escrita como uma combinacao linear
de {lLA,...,A" 1} ie: A" = —a; A" ' — v - —ap_1A — aul

Note que multiplicando-se a equagdo caracteristico A(A) = 0 por A tem-se:
AT + a1 A" 4 an—lAz +a, A=0

tal que A™T1 pode ser escrita como combinac3o linear de {A, A%2..., A"}

Assim sucessivamente pode-se escrever qualquer relacao via combinacao linear
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‘ Para que serve o Teorema de Cayley-Hamilton? I

Expressando um polindmio qualquer f(A) de grau n na forma:
FA) =a(A)AA) + h(A)
» g(A): quociente da divisao por A(A) (polinémio caracteristico)

» h(A): resto da divisdo (grau menor que n)

Portanto, ao se dividir um polindmio qualquer f(A) por seu polinémio
caracteristico avaliado em A, pelo Teorema de Cayley-Hamilton tem-se:

f(A) =q(A)A(A) + h(A) =q(A) -0+ h(A) = h(A)

Em outras palavras, f(A) se iguala ao resto da divisdo que é h(A)
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

~> A ideia é definir "o resto da divisdo” h(A) com grau n — 1 da forma:
h(X) = Bo+ Bid+ -+ Bna A"}

sendo 3;, 1 = 0,...,n — 1, o total de n incégnitas a serem obtidas

» Se os n autovalores de A sio distintos, as incégnitas 3; podem ser obtidas
diretamente das n equacoes ao igualar:

FX) = a(Xi) AX) +h(X) =h(N;) , 1=1,2,...,n

=0

» Se A tem autovalores repetidos, a expressao acima tem que ser diferenciada
(em relagdo ao autovalor A) para fornecer novas equacdes da forma a seguir
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Teorema Seja f(A) uma funcio dadae A € R™*™ com o polindmio caracteristico:
AN =TI =2)™ 5 n=>"n,
=1 =1

Defina o polinémio de grau n — 1 (com n coeficientes a determinar):

A(A) = Bo+Bid+ -+ + B A"

Os n coeficientes 3; podem ser obtidos do conjunto de m equacdes dadas por

f(e)()\i) :h(e)()\i) £=0,1,...,n, — 1
1 =1,2,...,m

e £
CYS MR AGY . R® () 2 TR
sendo que 7 (A;) = U NN 5 hY7 () = — e s

Entdo f(A) = h(A) e diz-se que h(A) é igual a f(\) no espectro (conjunto dos
autovalores) de A
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

1 2
Exemplo Obtenha A9 sendo A = ? Note que A(A) = (A —1)2
0O 1

» Faca: h(\) = Bg + B1\, ie,graun—1=1

» Espectro de A: X = 1 (dois autovalores repetidos). Compute f(A) = A100

\

f(1) =h(1) = 1'%° = Bo + B

» —> (31 =100 e Bg = —99

d _ i 99\ __
SF(1) = Soh(1) = 100(1°) = B

1 200
O 1

Logo:  A™ = f(A) = h(A) = Bol + B1A =
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Exemplo Para A =

1

0

0

—2
0
3

,com{

AA) = (A —1)2(X — 2)

n1:2, ’I’L2:1

Obtenha et ie., se f(A) = e, encontre f(A) = et

» Considere h(A) com graun — 1 = 2:

h(X) = Bo + BiX + B22? ou h(A) = f(A) = Bol + B1A + B2A”

Entao:
f1)=h1) = e =Bo+pB1+0
f'(1)=h'Q1Q) = te'=p1+26
f(2) =h(2) = e* =P+ 281+ 406
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Entao:

Bo = —2te® 4+ e?t; B; = 3te® + 2t — 2e?t; By, = et — et — tet

Logo:
f(A) = h(A) = Bol + B1A + B2A°
E, portanto:
[ 2et —e2t (0 2et — 2e2t
e = f(A)=h(A) = 0 e’ 0
I _et _I_ e2t 0 26215 _ et |
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

~» Pode-se também obter f(A) genérica para A na forma de Jordan e,
posteriormente, ajustar a3 uma escolha particular para f()...

A1 1 0 O
O X\ 1 O
0O 0 XA 1
O 0 0 X\

Exemplo Considere o bloco de Jordan: A=

» A(X) = (A — \1)? Escolhendo (de maneira conveniente):
h(X) = Bo + B1(A — A1) + B2(A — A1) + Bs (A — Ar)®

A condicdo f(A) = h(\) no espectro de A fornece

(A1) (A1) FE (A1)
Bo = f()‘l) 3 B1 = 11 ; B2 = o1 s B3 = 31
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Portanto

’ 7 (3)
j@h:me+f$ﬂQLJMHj; %A A1 1)2+ ;1%A A1l1)3

Usando a propriedade de (A — AD* (aqui para k > 4, (A — Al)* = 0) tem-se:

CF(A1) Fa)/1 F(A0)/20 £ (Ag)/3!
0 f(A1) F'(x)/1t f"( ) /2!

f(A) — ’
0 0 f(A1) /(A1) /1!
0 0 0 f(A1)
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

A 1 0 0 |
A 0O A 1 0
Por exemplo, para A = ! e f(A) = e tem-se:
0 0O N\ 1
0 0 0 A\ ]
- 2 A\t 3 A\t
GAit gt t<e™Mt te™Mt
2! 3!
t2€>\1t
-~ O )\112 t )\112
et = © © 2!
0 0 et tert
0 0 0 ettt
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

Exemplo Considere uma matriz com dois blocos de Jordan:

A1 1 0 0
0 A\ 0
A= 0 0 X |0 o0
0 0 0 |X 1

0 0 0|0 X |

» Se f(\) = e, entdo

eMt  tert t2eMt/21 0 0
0 et teMt 0 0
At

e’ = 0 et 0 0
0 0 0 ezt terat
0 0 0 0 ezt
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

» Se f(A) = (s— A)71 entio

1 1 1 0 0 ]
(S—)\l) (S—)\l)2 (S—)\l)'?’
0 ! ! 0 0
(s—A1) (s —1>\1)2
— A1 0 0 0
(sl — A) (s — A1) 1
0 0 0
(s —X2) (s —1)\2)2
0 0 0 0
(8 — )\2) i
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

~» O teorema de Cayley-Hamilton fornece uma férmula explicita para o célculo
da matriz inversa, j4 que uma matriz deve satisfazer seu préprio polinémio
caracteristico. De fato, multiplicando A(A) por A~ 1:

ATTAA) =ATT A"+ A"+t a1 A+ anl) =0

(A" '+ a1 A" 4+ apil+a, A7) =0
ou

A—l —_ _i n—1 n—2 .
— A + a1 A + + ap—2A + a1l

Ap

» Note que é necessario que o, # 0 tal que 3A~1

» Veja que a inversa de A é expressdo de até n — 1 poténcias de A (de fato,
uma combinag3o linear de {I, 4,...,A™ "2, A"~ 1}])
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

~+ Funcao de matriz quadrada definida como série de poténcia infinita...
Suponha que f(A) possa ser definida como:
F) =) B
=0

com raio de convergéncia p. Se todos os autovalores de A tém magnitude menor
do que p, entdo f(A) pode ser definida como:

f(A) =) BA°
=0
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‘ + sobre Funcoes de Matriz Quadrada I

Exemplo Considere uma matriz A na forma de Jordan e seja

//(A )

F) = £ + L0 a4 A A? 4
Entao
; / A (n—1) )
FA) = FOn+ L (1?1)(A — A1) e f(n . (1>)\!1)(A ot

Note que (A — All)k’ — 0 para k > n, i.e., a série infinita pode ser truncada! Por

exemplo, considere um (nico bloco de Jordan de ordem 4, entdo f(A) reduz-se a:

Cf(a) /1 f(A)/20 FP (A1) /3!
0 f(A)  fF(A)/1t (A /2!

f(A) = ,
0 0 FO0)  FOw)/
0 0 0 (A1)
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

Note que et pode ser descrita via série de Taylor por:

\2¢2 A\ o 4
At — . R 2 okyk
T . _Zkz“‘
k=0
que converge para todo A e t finitos. Entao,
et —I—I—At—l—iA2—|—----|-ﬁA"_|_... — i ltkAk
B 2! n! k!

» Pode-se usar a descricao por série como um método numérico para computar

exponenciais de matrizes

MATLAB — cOmputo de exponencial de matriz, aproximacao de Padé: expm ou

expmdemol
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‘ Computacao Simbodlica no MATLAB com exmp I

Remeta-se ao exemplo da pag. 15. Obtenha et para:

0O 0 -2
A=]101 0
1 0 3 |
>> A=[0 0 -2;0 1 0;1 0 3];
>> syms t;
>> expAt = expm(Ax*xt)
expAt =
[ 2%exp(t) - exp(2*t), 0, 2%exp(t) - 2*exp(2*t)]
[ 0, exp(t), 0 ]
[ exp(2*xt) - exp(t), 0, 2*xexp (2*%t) - exp(t)]
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

Propriedades de e4?

At t2 2 t" n 1 k Ak
eM=1+At+ A4 ...4 —A" ... =) —tkA
2! n! — k!
eO = |

eA(tl +tz2) — eAtleAt2

» Veja que para to = —tq:
eAtle—Atl — eA'O — l e—Atl — I/eAtl
-1 .
[eAt] — e At
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

dt —~ (k—1)!
(0 @) 1 (0 @)
- kE Ak . k Ak
— A<Zt A>_ (Zk't A)A
k=0 k=0

Portanto,

» Note que e(ATB)t £ eAteBt 3 menos se AB = BA

» Relacio de Euler: eA* = cosA + isenA
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

~+ Relembrando a Transformada de Laplace de f(t)
F(s) = CUF®] 2 | f0)etat
0

Particularmente a Transformada abaixo é de interesse:

tk:
L || = g—(k+1)
k!
Portanto
oo oo oo
L [eAt} — Z 8—(k—|—1)Akz — 8_1 Z S—k:Ak: —1 Z —1A
k=0 k=0
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada & Série de Poténcia I

» Como a série infinita

Z(s—l)\)ks — 14+ s A+ s 202 p = (1 — s 1)

k=0

converge para | s71X |< 1, conclui-se que

s! Z(s_lA)k
k=0

s 4+s72A4+5734%2 ...

= s t(l—s1tA)"1
= [s(l—s71A)]!
= (sl — A)_1

LleAt] = (sl — A)~1
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‘ Funcoes de Matriz Quadrada I

» Embora se tenha usado o fato de que os autovalores de s~1 A tém que ter
médulo menor do que 1, £ [e*] = (sl — A)~1 vale para todo ‘s’ exceto ‘s’
igual a um autovalor de A

» Pode-se obter o mesmo resultado aplicando-se Laplace em %eAt = AeAt:

c [ieAt] = L [AeAt
dt ]
sC [e??] — eV = Ac [e?t
ou
(sl — A)LC [e?t] =1 L [e?] = (sl — A~
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