‘ Estabilizacao Robusta I

1. Regioes LMls: Alocacao de pdlos
2. Restricoes sobre entrada e saida

3. Controlador baseado no observador e LMIs
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‘ Regioes LMlIs e Alocacao de pdlos I

Uma regiao LMI é uma subregidao convexa do plano complexo, simétrica em relacao ao

eixo real e que pode ser definida como:

D={2€C:L+zM+zM" < 0}

sendo L = LT e M matrizes reais. A fun¢io matricial

fo(z2)=L+zM+zZM" <0

é chamada funcao caracteristica de D

> Alocacao de pélos em uma regidao LMI especificada pode ser caracterizada em termos
dos elementos das matrizes L e M (l;; e m;;), de modo que a matriz A terd

autovalores em uma regido determinada D sse 3P = PT = 0 tal que

Mp(A,X) = [ X +mi;AX +mj XA 1< j<p
= LRIX+MQRAX)+M"'"® AX)"
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

> A é D-estavel, ie A(A) € D, sse X = X7 tal que

Mp(A,X) <0, X >0

> Veja que Mp (A, X) e fp(z) estdo relacionados através da substituicio
(X,AX,XA") < (1,2,2)

> Mp(A, X) pode ser visto como uma generalizacdo da desigualdade de Lyapunov

pois se D é todo o semi-plano esquerdo, com fp(z) = z + z < 0, entdo

Mp(A,X)=AX +XA" <0, X =0
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

e Faixa, disco ou cone? Como proceder via LMIs?

Regiao de alocacao dos pdlos em malha fechada: caso continuo no tempo
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

1. Regido semiplano: Re(z) < o

z4+zZz=(ct+jw)+ (0 —jw)=20< 205 = z4+z—205<0

Para semiplano no lado esquerdo do plano complexo, 0s = —a, a > 0, ou

z4+z4+20 <0

que resulta na LMI
APr + Pr A" + 2aPp <0
> Considerando o sistema em malha fechada, ie para A + B, K, obtém-se
(A+ ByK)Pr + Pr(A+ By K)" +2aPr <0
que resulta, com a mudanca de variavel linearizante, Zr = K Pr,

APr + Pr AT + BuZr + Z£BY +2aPr <0, Pr =10 e
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‘ Regioes LMlIs e Alocacao de pdlos I

2. Regido do tipo disco de raio r e centrado em (c, 0):

z—¢c|<r = |c—cH+jw|<r = V(Ee—0)2+w2<r
= (c—c)’+w’—r’<0
elevando ao quadrado e somando e subtraindo jwc e jwo obtém-se

02—ac—ac-l—c2-|—w2—r2+jwc—jwc-|—jw0'—jwa<O
)

(0 — jw)(o + jw) — (60 — jw)e — (6 + jw)e+c® —r? <0
i

Zz—zZc—cz4+c—1r’<0 = (Z—c)(z—¢c)—1r° <0
i

(E—c)%(z—c)—fr<0
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

Aplicando o complemento de Schur na desigualdade:

Z—c)r (z—c)—r <0

obtém-se a LMI
[ —r oz — c-‘ <0

e |

Para um disco centrado em ¢ = —q, com g > 0 segue

[ ]
SeE
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

Veja que

| zta| _ [ oa| o 1) o o

fo(z) = = + z + z<O0
F+a —r | la -r] o of" |1 o
N - _J N - _J
L M MT
que resulta na LMI, substituindo (Pp, APp, Pb A") « (1,2, %)
—rP AP P
D D + qFPp <0
PDAT —I— qPD —’I“PD
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

> Considerando o sistema em malha fechada, ie para A 4+ B, K, obtém-se

—’I“PD (A —|— BuK)PD —|— qPD

<0
Pp(A+ B,K)" 4+ qPp —rPp

que resulta, com a mudanca de variavel linearizante, Zp = K Pp,

—rP APp + B.Zp + gqP B
L AT+ZT1:T P ’ PD q D} D
D pbB. +q9Pbp —rPp

UF /M G

© Reinaldo M. Palhares pag.9 Introducdo ao Controle Robusto — Aula 8



‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

Outras regidces LMls

3. Cone descrito como

Im(2)| < B|Real(2)] : fo(z) = [ —(2+%2) 5(2—7%) -‘

L 3e-n —e+n |

resulta na LMI

{ —(APC -+ PcAT) %(APC — PcAT) } <0

5(APc — PcA") —(APc + PcA")
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‘ Regioes LMlIs e Alocacao de pdlos I

> Considerando o sistema em malha fechada para A + B, K, obtém-se

—((A+ BuK)Pc + Pc(A+ BuK)") 5((A+ BuK)Pc — Pc(A+ BuK)7") o
%((A + B, K)Pc — Pc(A+ BuK)T) —((A+ BuK)FPc + Pc(A+ BuK)T)

que resulta, com a mudanca de variavel linearizante, Z¢ = K Pc,

—(APc + BuZc + Pc AT + ZLBY) %(APC + ByZc — Pc AT — ZzL BT) <0
%(APC + BuZc — Pc AT — ZcBY) —(APc 4 BuZc + Pc AT + ZoBT)

Pc =0, K=2ZcP."'
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‘ Regioes LMls e Alocacao de poélos I

4. Faixa horizontal |Im(2)| < w: fp(z) = B <0

resulta na LMI

—ZwPH PHAT — APH 0
<
APH — PHAT —2wPH
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‘ Regioes LMlIs e Alocacao de pdlos I

> Considerando o sistema em malha fechada para A + B, K, obtém-se

—2wPy Py(A+ By,K)T — (A4 B, K)Pgy <0
(A —|— BuK)PH — PH (A —|— BuK)T —2wPH
que resulta, com a mudanca de variavel linearizante, Zy = K Py,
—2w Py Py AT + ZI. BT — APy — BuZy <o
APy + By Zy — Py AT — Z, BT —2w Py
K= ZyP;*
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‘ Regioes LMlIs e Alocacao de pdlos I

> Todas as regioes LMIs podem ser estendidas para sistemas a tempo discreto!!!

Basta que se escolha de forma apropriada os elementos que a caracterizam

> Pode-se combinar duas ou mais regioes LMIs facilmente... No entanto, sé é possivel
utilizd-las quando se deseja obter uma interseccao entre as mesmas que nao seja vazia.

le, ndo ha como obter regides LMIs desconexas

> Quer obter um Unico controlador quando se considera duas ou mais regioes LMIs?
Basta para tanto que se fixe a matriz de Lyapunov adotada, ie imponha

P=Pr=Pp=Pc=Pu

> Extensao imediata para sistemas com incertezas politdpicas
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‘ Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida I

Restricoes sobre a entrada de controle Quando a condi¢do inicial, (0), é
conhecida, pode-se encontrar um limitante superior para a norma da entrada do sinal de

controle u(t) = Kx(t) de um sistema incerto (politépico)

A restricao ||u ()| < p é imposta para todos os instantes t > 0 se as LMIs

1 z(0)" Yy Zz7
~ 0,
x(0) Y Z p?l

sao factiveis, onde Y > 0 e Z satisfazem as condicoes de estabilidade, V2 = 1,..., K,

A;Y + YAzT + B.:Z + ZTB;";%- <0 (Caso continuo)
Y Y AT + ZT BT,

{ ¢t m-‘ >0 (Caso discreto)

LAZ-Y 4+ BuiZ Y J

Neste caso, o ganho estabilizante é: K —= ZY 1.
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‘ Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida I

E se (0) nao é precisamente conhecido?  Pode-se estender os resultados para o
caso onde x(0) estd contido em um politopo (ou elipséide)...

Por exemplo, suponha que ||z(0)|| < 1, entdo

1 z(0)'

0y 0 — Y —z(0)z(0)" >0 —= YV ~ |

Obtendo-se assim as LMls:
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‘ Restricoes sobre Sinais de Entrada e Saida I

Restricoes sobre o pico do sinal de saida Suponha que a condigdo inicial, (0), é

conhecida e o sistema incerto considerado seja da forma

0lx(t)] = Axz(t)+ Bux(t), x(0) = =0
y(t) Cyx(t) sendo (A,B.,,Cy,) € P

A restricdo ||y(t)|| < ¢ é imposta para todos os instantes t > 0 se as LMIs

[1 m(O)T-l [Y YC;;’;]
z(0) Y | =0 Cuiy o1 | =0

sdo factiveis, Vi = 1,...,k, onde Y > 0 satisfaz a LMI de estabilidade (continuo ou

discreto) como no caso anterior para entrada de controle
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Considere o controlador dindmico (controle baseado no observador), ie

B.
0

o[z (t)] Ac.z(t) + Bey(t) o K(s)= Ac

u(t) = C.2(t) C.

> Neste caso as matrizes A., B., C. sao incégnitas no projeto do controlador.
Particularmente pode-se mostrar que B, = L,, C. = K e Ac = A —- BK — L,C
obtidos para um sistema precisamente conhecido, ie o tradicional controle baseado no

observador...
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

e Sistema em malha fechada? Controlador K (s) realimentando o modelo abaixo:

6[x(t)]
y(t)

Ax(t) + Byu(t)
Cyx(t)

>

e Considerando o sistema 3 e o controlador K (s) obtém-se as equagdes:

olx(t)] = Ax(t) + B.C.x(1)
0[z(t)] = Acxc(t)+ B:.Cyx(t)
. NRECY
e Define-se o vetor aumentado: x(t) = (Por que?)
[7e®)]
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Entao o sistema aumentado admiti a seguinte realizagao:

5[ (t)] = AZ(t)

sendo A € R?"%27 ¢
| a4 B.C.

A= |B.C, A |

e As manipulacoes sao bastante similares para sistemas a tempo continuo ou discreto.

Escolhendo o caso mais “patoldégico’, ie o continuo ...

e Estabilidade? 3P > 0 satisfazendo

ATp + PA <0, P = pT ¢ p*x2n
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

RZn X 2n

Suponha que a matriz P = P’ ¢ seja dividida da seguinte forma

P11 Pio
P = . , P, € R™*™
Pis; Pso
e a sua inversa da forma
_ [511 Slz-l
S é P 1 — " , Sll [ R’an
\_512 Szz_l
UF ML G
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Da identidade PSS = | obtém-se

|-P11 P12-‘ |-511 S12
J

I
|
— 1
o
—

|PEL Pl |SE S=| |0 1)
ou
P;1S11 4+ P12ST2  P11S12 + P12S22 (v o
P/3S811 + P22S1;  Pl5S12 + P22S520 0 |
—  P11S511 + Pi2Si. = | — | — P11511 = P12S1,
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Nota P2 e Si12 tém posto completo de linhas quando | — P31.511 é nao singular

Nota P satisfaz a identidade PM = N, sendo

M:[sn ] e N:[| Py |
st o o s

Fato Pode-se assumir que P32 e S12 tém posto completo de linhas .©. M e N tém

posto completo de colunas

e Por que introduzir M e N7 Construcao de transformacoes de similaridade em funcao
de M ou N ...
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

e Baseado na desigualdade de Lyapunov para andlise de estabilidade, obtém-se

ML (Z{TP + Pﬁ) M <0
(3
MTATPM +- MTPAM < 0

e Resta a restricao de positividade para a Lyapunov, ie

MTPM -0
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Calculando cada um dos termos onde aparece o produto com M

-‘ S11 |
J = F11511 + P12szJ Pi1
1

10| s
Py P12J LS}; 0

o MTPM = NTM = {

S | W
entio MTPM = { H
|

UF /M G

© Reinaldo M. Palhares pag.25 Introducdo ao Controle Robusto — Aula 8



‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

o MTPAM = NTAM

B A B.C. |
P11 A+ P2B.Cy P11B.C:+ P12AcJ

s ]

st o

UF /M G

© Reinaldo M. Palhares pag.26 Introducdo ao Controle Robusto — Aula 8



‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

_ [ AS11 + B, C.S1,
LP11A511 + P12B.CyS11 + P11B,C.Si5 + P12 A.S7,

P11 A + P12B.C),

A
J
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Portanto para a Lyapunov obtém-se:

MTATPM +- MTPAM < 0

o

{‘I’; H <0 (1

sendo

Uy, 2 AS11 4+ S11AT 4+ B,C.Si; + S12C! B,
Vs 2 A+ S11AT P+ Sllchgpsz + 812C; B. P11 + S12A7 Pi,

Vo 2 AP+ PiA+ P2B.C, + Cngpfz
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Note que (?7) nao é LMI. Necessita-se entdo introduzir as seguintes mudancas de
variaveis linearizantes em (??7) da forma

AT 2 §,ATP + $1.CTBYPL + 51:CTBI Py + S12AT PE
B £ Pi.B.
C é CCS};
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Portanto pode-se obter um controlador dindmico por realimentacao de saida através do

procedimento de otimizac3do nas varidveis matriciais S11, P11, A, Be C

3S11 = S11, P11 = P34, A, B e C satisfazendo as LMls

S11 I 0
* P11
<
AS11 + S$11AT + B,Cc 4+ cT'BY * <0
\ A+ AT AT P11 + Pi1 A+ BCy + CI'BT
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‘ Controlador baseado no Observador e LMIs I

Resta a questdo: como reconstruir o controlador K (s)? De posse do conjunto

solucdo do problema de otimizacdo convexo anterior, ie S11, P11, A, B eC

® Primeiramente obtenha as matrizes n3o-singulares P12 e S12 da decomposicao:

P12S15 =1 — P11811

e Siga 0s passos ...
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