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‘ Revisitando Autovalores & Autovetores I

~ A € C é um autovalor de A € R™X™ se existe um vetor 0 # x € C™ tal

que Ax = Azxz. x € C é chamado de autovetor (a direita) de A associado a A

» JxeC?’x#0 .. (A—A)x=0 < det(A—Al)=0

» Polindmio caracteristico: A(X\) = det(Al — A)

» Equacgido caracteristica: A(A) =0

Nota A condicio A(A) = 0 é também equivalente a existéncia de y € C:
yA=Xy — Yy (AN-A4)=0

e qualquer y satisfazendo a relacdo acima é chamado autovetor a esquerda de A
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‘ Forma Companheira I

Note que as formas Companheiras

| 0O 0 O — 4 | | —01 —0Ogpg —0O3 —0O4y |
1 0 0 —as 1 0 0 0
ou ou
0O 1 0 —ao 0
0 01 —oq | ] 0 ]

e suas transpostas tém o mesmo polinOmio caracteristico:

AN) = A+ o A% + axA\? 4+ az)\ + ay
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

Teorema Suponha que A1, A2, ..., A, sejam autovalores distintos de A e v;
seja um autovetor de A associado ao autovalor A\;, 2 = 1,2,...,n. Entdo o

conjunto de autovetores {vq,v2,. ..,V } é linearmente independente (LI)

Demonstracao Primeiramente note que

(A — )\jl)’vi — A’U,,; — )\j’Uz' = )\iv,,; — )\j’Uz'

()\i_>‘j)vi ’ .7 #’L

ou: (A — )\jl)’vi =
0 s J =1

Supondo (por absurdo) que o conjunto {vy,v2,...,v,} é LD, entdo existem

escalares a1, g, . ..,y NA0 todos nulos tais que

n

Zai’vi =0
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

Sem perda de generalidade suponha que av; # 0. Entao fazendo:

n n—1
(A — )\nl) Z Q;UV; = Z Ob,,()\z — )\n)v,,,
3:1 P =1
—0
n—2

(A — A1) (A — ApD) zn: aiv; = Y a;(Ai — An) (A — A1)y

=1 =1
\
n
a1 ()\1 — An) ()\1 — An—l) oo ()\1 — A3) ()\1 — Az) V1 = Z x;UV; = 0
20 £0 £0 £0 =1
Como , 1 = 2,3,...,n, entdo para a igualdade acima se verificar
deve-se ter ¢y = 0, o que contradiz a hipdtese inicial. Portanto:
{v1,v2,...,0,} éLI — BasedoC"
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

~» Suponha que A seja a representaciao de A na base formada pelos autovetores
{v1,v2,...,Un} e seja a i-ésima coluna de A a representacdo de Av; = \;v; na base
{v1,v2,...,vn}. Portanto:

0
A’U,,;Z['ul V2 Vi U’n]
i
U
A1 O 0 |
B 0 A2 0 .,
A= =Q7'AQ , Q= w w on |
0 0 An |
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

~»  Existe uma representacao diagonal se todos os autovalores de A s3o distintos

» () define uma transformacao de similaridade que diagonaliza a matriz A

» Portanto, se Q = [ Vi Vo +++ Unp } étal que A = Q 1AQ é uma

matriz diagonal, entao

AQ:QA —> Av;=ANv;, 1t=1---mn

e {v1,v2,...v,} sdo autovetores LI de A
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

1 0 —1
Exemplo A= |0 2 0 . Autovalores: A1 = 1, A3 = 2, A3 = 3
0 0 3 |
> (A — )\1')’1)1 =0
_ o ) L
0 —1 V11 —v31 =
0 V21 =0 { V21 = V1 = 0
_OO 2__’031 \2’031 = 0 _0_
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

> (A — )\2')’02 =0

) -1 0 -1 17 V12 | ( — V12 — Vg2 = 0 I 0
0 0 0 V22 =0 {0 = 0 V2 = 1
] 0 0 1 1 L V32 i L V32 = 0 i 0

-2 0 —1] | vis | [ —2v13—vgg = 0O
O -1 0 vag | =0 { —U23 = 0
0 0 0 || vss | | 0 = 0
0.5 |
v1g = —0.95v33 ; vz = 0
L 1 -
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‘ Forma Diagonal — Autovalores distintos I

Portanto, {v1,v2,v3} sao LlI:

1 0 —0.5 | 1 00
Q=101 o0 e A=Q'AQ=|0 2 0
00 1 | 0 0 3
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‘ Forma Diagonal — Autovalores complexos I

—1 1 1
~> Considere a matriz A = 0 4 —13

» Autovalores: —1,2 4+ 33 e 2 — 33

1 J —J
» Autovetores: 0 ; —3+ 32 ; —3 — 32
0 _ . J ] R B
B! j —5 [ _1 0 0
Q=0 —-3+j2 —3—j2 s A=| 0 24353 0

| 0 J -3 0 0 2 —j3
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‘ Forma Diagonal — Autovalores Repetidos I

1 0 -1
Exemplo: A= |0 1 0 . Autovalores: A1 = Ay = 1, A3 = 2
- 0 O —
» Note que para (A — A1l)v; = 0 obtém-se duas solucdes LI:
0 0 —1 | [ vig | 1] 0 |
0O 0 O vo1 | = 0. Solugdes LI: v1 = | 0 |,v2= 1| 1
] 0O O 1 1 L V31 i i 0 i i 0 ]
> (A — >\3|)’l)3 =0
1 0 -1 ][ vz 1 ]
—1 V23 =0 vz = 0 ;QZ{m V2 03}
] 0 ] V33 i i i
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‘ Forma Diagonal — Autovalores Repetidos I

~+ Ao contrdrio do exemplo anterior que é possivel obter uma forma diagonal,
para autovalores repetidos nem sempre é possivel obter A na forma diagonal. Por

exemplo, considere:

o 1
A = A1 = A2 =5 (Multiplicidade Algébrica (MA) = 2)

E os autovetores s3o?

V11 1

0O 1
(A—)\ll)?)1:0:> :O;’Ul—
0 O V21 0

Isto é, nao é possivel calcular dois autovetores LI ou, em outras palavras, a
Mulitiplicidade Geométrica (MG) é 1. N3o é possivel encontrar uma

transformacao () que descreva uma representacao diagonal para A
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‘ Forma Diagonal — Autovalores Repetidos I

~» Multiplicidade Geométrica (MG) de A; : 2 (nimero de solugdes LI
associadas ao autovalor)

~+ No caso geral tem-se: Multiplicidade Geométrica (MG) < Multiplicidade
Algébrica (MA)

~» Se a Multiplicidade Geométrica for menor que a Multiplicidade Algébrica, nao
é possivel determinar autovetores {vq,v2,v3} LI
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‘ Forma Canonica de Jordan I

~» Define-se como Ji(A) o bloco de Jordan de dimens3o k X k associado ao autovalor
A com multiplicidade maior que 1, dado por:

A 1 0 --- 0
o X 1 ... 0
0O O 1
0O O A

~+ Para qualquer matriz A € R™*™ existe uma matriz n3o singular Q tal que

| Jkl (>‘1)

< 1 . Jk2(>‘2) B
A=Q AQ = ) s ki +ka+- -+ kr=mn

Tr, (Ar)

sendo que A tem r autovalores distintos A1,..., A, entre n possiveis
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‘ Forma Canonica de Jordan I

~~ Associados aos r autovalores distintos, pode-se determinar r autovetores LI

{v1,v2,...,v,} usando:

(A—)\zl)’Uz:O ) i:1,2,...,T

» Note que se ha n blocos de Jordan de tamanho & = 1, entao A é uma matriz

diagonal

» A forma de Jordan é (nica para uma dada matriz A (eventualmente pode

haver permutagdes entre os blocos)

» Pode haver miltiplos blocos associados ao mesmo autovalor
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‘ Forma Canonica de Jordan I

A pergunta é:

como obter uma base para a transformacao? O truque é impor

uma “mascara’ especifica, que no caso pode ser definida pelo bloco de Jordan

Ji,(N\;), para se obter uma base especifica, e.g.: {v;1,vi2,- -

, vzkz} Entao:

QJk,(N;) = AQ, para matriz A e bloco Jg, (\;) dados. Em outras palavras:

Vi1 Ui2

(l—l

Vik; }

J/

QO 4

A 1 0 .-+ O
0 X\; 0
O 0 O 1
O 0 O Ai

ch,:(rA'i,)

. A .
Define-se v;; = v; como sendo o autovetor associado ao autovalor \;
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‘ Forma Canonica de Jordan I

Tal que ao se igualar ambos os lados tem-se:

;U1 = Av;ig = (A —
Vi1 + AiVi2 = Av;a — (A —

Vi(k;—1) + AiVik, = Avg, —> (A —

Ail)vil =0

AiDvis = v

Ail)Vik, = Vi(k,—1)

» Da definicdo de autovetor: Jwv;; # 0 tal que (A — A\;D)v;; = 0
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‘ Forma Canonica de Jordan I

» Da equacdo que define v;q, i.e.,(A — A;l)v;2 = v;1, multiplicando a direita e
a esquerda por (A — \;l), pode-se escrever:

(A — )\zl)(A — Azl) Vi2 = (A — Ail)vil =0
=(Ar>\7-,l)2
Em outras palavras:

(A — )\il)zv,,;z =0
(A — Ail)’viz # 0

=> Autovetor Generalizado de \;

» v é um autovetor generalizado de grau £ de A associado ao autovalor A se

(A—XD)% = 0
(A= AD)t1y £ 0
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‘ Forma Canonica de Jordan I

» Se o autovetor generalizado v é de grau 1 entao:

(A—ADv=0; v#0

e portanto v é um autovetor

» O numero de blocos de Jordan associados ao autovalor A é dado pela nulidade:

v(A — Al

» A forma candnica de Jordan é bastante util do ponto de vista conceitual e para

analises importantes ao longo do curso
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‘ Forma Canonica de Jordan I

0O 6 —5
Exemplo A=|1 0 2 = A1 =2, = A3 =1
'3 2 4 |

—2 6 —d V1ia —2
(A —2D)v, = 1 -2 2 vip | =0 3 v = 1
i 3 2 2 | [ vie | I 2 |
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‘ Forma Canonica de Jordan I

—1 6 -5
Para Ao =1 = (A — 1)ve = 1 —1 2 |v2=0
3 2 3
» Note que I3 = Iy + 4l3, rank(A — eye(3)) = 2 v(A—-1l) =1

Portanto existe 1 unico bloco de Jordan associado ao autovalor A = 1

» Pode-se obter a transformacao () que gera a forma de Jordan. Veja que
de(A — 1)vy = 0, tem-se
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‘ Forma Canonica de Jordan I

.. A . .
Definindo-se v37 = vg, determina-se o autovetor generalizado vgo

—1

(A —1lvey = v21 5 w22 = | 22/49
| 46/49

E tem-se a transformacao Q = [ V1 Vo1 V2o } que gera a forma de Jordan:

210 O
A=0Q'AQ=|0l|1 1 (H4 apenas 1 bloco de Jordan para A2 = 1)
0|0 1
» Matlab: jordan(A)
UFMG
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‘ Forma Canonica de Jordan I

~» Considere A € R**% com um autovalor XA de multiplicidade algébrica 4. Suponha

que V(A — Al) = 1. Portanto (A — Al)v = 0 possui apenas uma tnica solucao LI
dada por v. Para formar uma base no R?. s3o necessarios mais trés vetores LI

(autovetores generalizados) vz, vs e v4, todos satisfazendo:

(A — )\l)z'vz =0
(A — >\|)3’v3 =0
(A—XD)*vy =0

» A partir de um vetor v, a cadeia de autovetores generalizados de tamanho 4 é gerada:

V1 (¥
va = (A—A)vy = (A=A
vg 2 (A—A)ve = (A —AD)?*v

va 2 (A—=A)vs = (A—A)*v
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‘ Forma Canonica de Jordan I

» Da cadeia de autovetores generalizados tem-se os vetores LI (com v; = v):

Avy = g

Avy = v1 + Avs
Avg = vo + Avg
Avy = v3 + Ay

» Forma de Jordan (representacdo na base {vq,v2,v3,v4}):

A1 0 O
_ O N1 0
A =
0O 0 A\ 1
I 0O 0 0 A ]
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- p.25 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 7

Reinaldo Martinez Palhares



‘ Forma Canonica de Jordan I

~+ Agora suponha que A € R4*4 tem um autovalor A de multiplicidade
algébrica 4, porém v(A — Al) = 2. Portanto (A — Al)v = 0 possui 2
solucoes LI. Sendo necessdrio 2 autovetores generalizados

» A partir de cada um dos autovetores, gera-se uma cadeia de autovetores
generalizados. Possiveis formas de Jordan neste caso sao:

A1 0|0 A 1]0 O A0 O O
_ O XN 1|0 _ O A0 O _ O/ X 1 0
Al = ; A2 = ; Az =
O 0 AN|O O 0| XN 1 0O/0 X 1
0 0 0|X 0 0|0 X 0|0 0 X |
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Lembre-se: det

det(A — Al)

‘ Exemplo I

C

3 -1/l1 1|0 o0

1 1 |—-1 —-1] 0 o0

o o2 0|1 1

o 0|0 2 |-1 -1

o o|o0 o1 1

o o0 o0/ 1 1
— det Adet C

[(B =X (1 =) +1](2 = A)*[(1 = A)* —1]
(2 — N2 —-2)%(2 - )
(2 — )’
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‘ Exemplo I

» Autovalores: Ay =2, MA=5 ; Ao =0, MA=1

1 -1 1 1 0 0

1 -1 -1 -1 O 0

0O O 0 0 1 1
(A —21) =

0O O 0 o -1 -1

O O 0 o -1 1

0O O 0 0 1 —1

rank(A — 2 % eye(6)) = 4 v(A—2l)=6—-4=2 MG = 2

» A forma de Jordan tem dois blocos associados ao autovalor Ay = 2
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‘ Exemplo I

» A transformacao é dada por:

0 2 2 1 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 1 2 1

Q = :[w‘vl"vz"%‘ul‘uz}
0 0| —1 0 —2 | —1
0.5 0 0 0.5 0 1
—0.51]0 0 0.5 0 1

sendo x, v1 € uq autovetores e vs, V3 € Uo autovetores generalizados
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‘ Exemplo I

Forma de Jordan:

A=Q 'AQ =

© O |1 o0 O O |0
© O | O O N | O
© OO N =|O
© o |IN = O|O
S N | O O OO
N =1 O O OO
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‘ Autovalores e Autovetores de Matriz Simétrica I

~» Suponha que os autovalores de uma matriz simétrica A € R™*™ sejam
dados por: A1, A2, ..., A\

Pergunta-se: Os autovalores de A sao reais se A é uma matriz simétrica?

Veja que se A € C é um autovalor e v € C™ é um autovetor genérico de A,
entdo Av = A\v, v # 0. Note que poderia-se escrever:

v¥Av = \v*v

e tomando o conjugado transposto tem-se: (v*Av)* = (v*Av) = Av*v

Como A = A*, fazendo v*Av — (vV*Av)* = v*(A — A*)v = 0, e tem-se:

*(A—ANv=0= (A — \) v* A=) A€EeR
v*( )v ( ) v*vu =
v#0
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‘ Autovalores e Autovetores de Matriz Simétrica I

» Autovetores v;, v; associados a autovalores distintos A; % A; de uma matriz
. 7 . ~ . . _ / L
simétrica sdo ortogonais, i.e., (v;, vj) = viv; =07
Veja que para autovalores distintos tem-se:
Avi — )\i'Uz' ’U}A’Ui — )\i’U;-’Uz'

— . . , o  — . , o
Avj = AV fu,iAfv‘7 — )\quz.fug

Como A = A’, entdo subtraindo os termos do lado direito apds transpor a
primeira igualdade, obtém-se de (v} Av;)" — v;Av; = v;(A" — A)v; = 0:

’U,’,:(A, — A)’Uj =0 = ()\Z — )\J) <’Uf,;,’Uj> (] A1 V; S€ >\z # >\j
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‘ Autovalores e Autovetores de Matriz Simétrica I

» A forma de Jordan de uma matriz simétrica A € R™*™ ¢ diagonal

» Se A=A’ A= A’ é uma matriz diagonal (com os autovalores reais na
diagonal) e a base formada pelos autovetores é tal que

Q'Q =1 (base ortonormal)

(QT'AQ) =Q'AQ™' = Q7' AQ Q' =0qQ
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