‘ Algebra Linear I

1. Sistema de Equacoes Lineares

2. Ortonormalizacao
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

aii ayjz - Ain L1 Y1
az1 az2 *°**+ Q2p L2 Y2
L Am1 Am2 - -*° Amn | L Ln | L Ym
AERMXn T cR™ yeR™

~  a;j,Y; € R : dados do sistema; x; € R : incognitas

~+ Solucdo para Ax =y quandom >n, m=noum < n

~» Problema: dados A e y
1. dx: Ax = y?

2. Se existe solucao, qual o nimero de solucoes LI?
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Definicdo O espaco Range da matriz A é o espaco gerado pelas colunas de A:
’R(A)é{yzAw : wER"}ng

T
Exemplo vy = [1 —1} estd no R(A), com

1 -1 -3
A= ?
O 10 O

Em outras palavras, y = Ax para algum x? Resposta positiva, pois as colunas

de A geram todo o espaco 2-dimensional
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Rank (ou posto) da matriz A € R™*™ ¢é definido como a dimensdo do range
de A (ou, equivalentemente, é dado pelo nimero de colunas LI de A, gerando o

espaco R™). O posto é denotado por p(A)
e posto de colunas de A é a dimensdo do R(A)
e posto de linhas de A é a dimensao do R(A*)

e dmR(A) =dimR(A*) = r = posto(A) ou rank(A)
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Definicao O espaco nulo de A é o espaco gerado por todos os vetores x satisfazendo
Ax =0, i.e.:
NA) 2 {zxeR"” : Az =0} CR"

T 1 —1 -3
Exemplo x = [1 10 0} estd no espaco N'(A) com A = ?
0O 10 0

Em outras palavras, Ax = 07 Note que

1

1 —1 -3 -9 0
10| = #*

0O 10 O 0 100 0

e portanto a resposta é negativa

e A dimens3o do espaco nulo é chamada de nulidade da matriz A e denotada por v(A)
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Note que y = Ax pode ser escrita como y = x1a1 + x2a3 + -+ + a4, €,
portanto, x; € R, 2 = 1,...,n sao as ponderacoes das colunas de A

Propriedade

~ Para A € RmXn .
v(A) =n — p(A)

rank de A (p(A)) nimero de colunas LI de A

numero de linhas LI de A

IA

min (n,m)
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

~ Sev(A) = 0 entdo N (A) = {0} e as seguintes afirmacdes sio
equivalentes:

& pode ser determinado de maneira lnica de y = Ax
colunas de A sao LI
det(A’A) #0

~ SeVv(A) = k, entdo Ax = 0 possui k solugdes LI
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Exemplo: Considere a matriz A € R3**® dada por

0O 1 1 —1
A=|(1 2 3 4 -1 Z{al ax a3z aa a5]
2 0 2 2 |
0 ] 1] 1] 2 ] -1
Ar=z1 | 1 |+x2 | 2 | +2x3| 3 | +x2a| 4 | +25| —1
2 ] 0 | 2 | 0 | 2

as = a1 +az2 ; ag =2a2 ; as =az — a4 = a1 + a2 — 2a2 = a1 — a2
Ax = (1 + 3 + x5)a1 + (x2 + 3 + 224 — T5)a2

Comoai eazsioll = p(A) =2
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

x1 +x3 + x5 =0
o + 3 + 24 — x5 =0

Ar =0 <—

Nimero de Equacdes = p(A) = 2
Nidmero de Incégnitas = 5

Nidmero de Graus de Liberdade = 3

Possiveis solucoes LI:

1 | 0 | 1 ]
—1 —2 1
V1 = 1 ;3 V2 = 0 sy V3 = 0
0 1 0

i 0 | i 0 | i 1 |

{v1,v2,v3} formam uma base de N'(A). Nulidade: v(A) = 3
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Teorema

1. Dada uma matriz A € R™X™ e um vetor y € R™*! existe uma soluc3o
x € R™*1 da equacio y = Ax se e somente se y € R(A) ou, de forma

equivalente:

p(A)=p(] A y])

2. Dada uma matriz A € R™X™ uma solucdo x € R™ de y = Ax existe para

todo y € R™ se e somente se p(A) = m (rank completo de linhas)
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Teorema (Parametrizacdo de todas as solucdes) Dada uma matriz A € R™X™ e
um vetor y € R™, seja ¢, uma solu¢ao & € R™ da equagao y = Ax. Seja
k=n— p(A) =v(A) a nulidade de A.

~+ Se p(A) = n (rank completo de colunas) entdo a solu¢do x, é nica

~ Sek > 0, entdo paratodoa; € R, 2 =1,...,k o vetor

k
T =Tp+ 1M1 + 02Nz + *+ + QN = Tp + E QN
=1

é uma solucdo de Ax = y, sendo {n4,...,nr} uma base de N'(A)

Note que da dltima condi¢ao: Ax = Az, + A = Az, +0=1y
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Exemplo Considere a descricdo:

(001 1 2 4 ]
Ar= |1 2 3 4 ZBZ[al as as a4}i13= —8 | =Y
2 0 2 0 0 |

Note que como y € R(A) entdo Jx solucdo para Ax = y (item 1 do Teorema
na pag. 10). Resolvendo para A e y, obtém-se uma solugdo particular:

o B
0 . —4
Lp = . Outra solugao? x, =
0
L _2 _ B _

Matlab:

A=[0 1 1 2;1 2 3 4;2 0 2 0]; y=[-4;-8;0]; xp=linsolve(A,y)
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Note que a matriz A € R3*4 tem posto p(A) = 2. E.g., a1 e a3 sdo LI. A 3a.
coluna é combinaciao de ag = a1 + a e a 4a. coluna é ay4 = 2a3. Desta forma:

Ax = (1 + x3)a1 + (z2 + x3 + 2T4)a2

Note que a nulidade de A é v(A) = n — p(A) =4 — 2 = 2 e, entdo, tem-se
dois vetores que geram o espaco nulo calculados de:

5131—|-5133:O
T2 +x3 +2x4 =0

Ar =0 <+—

Possiveis solucdes LI que formam uma base para N (A) (h3 diversas solucdes!):

1 0 —1 0
1 —1 —2
ni = ;M2 = . Usando null(A,’r’): n1 = 3 Mo =
—1
0 —1 0
UF7 G
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

Aglutinando estas informacoes, via Teorema na pag. 11, tem-se uma solucao geral
para Ax = y da forma:

0 1 0
0 1
T =Tp + 1M1 + Q2N2 = Tp = 0 + aa ; + a2 0
_—2_ i 0 | _—1_

para quaisquer valores de a1 E Re ag € R
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‘ Notas gerais I

~ Seja A € R™X™ Se C € R™"*™ e D € R™*™ s3o n3o singulares, ent3o:
p(AC) = p(A) e p(DA) = p(A)

Isto é, o posto de uma matriz nao se altera ao ser pré ou pés-multiplicada por

uma matriz nao singular

~ Considere que A € C™*™ e A* seja sua conjugada transposta. Ent3o:
» sep(A)=n < p(A*A)=n ; det(A*A) #0
» sep(A)=m <= p(AA*)=m ; det(AA*) #O0

~+ QObserve que p(A) = n implica:
> n<m
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‘ Notas gerais I

~ Para uma matriz quadrada A € R™*™, A ¢ invertivel ou n3o-singular se
det(A) # 0 ou, de forma equivalente:

» as colunas de A formam uma base para o R™

» as linhas de A formam uma base para o R™

» aequacio y = Ax tem uma solucdo tnica x = A~ 'y para todo y € R"
» N(A) = {0} (a dnica solucio de Ax =0 é x = 0)

» R(A) =R"

» det(A’A) =det(AA’) #0
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

~ Considere o sistema y = Ax com A € R™X™ e m > n, i.e., ha mais
equacdes do que incognitas (pode ndo ter solugdo)...

Aproximacdo — define-se o erro: e = Ax — y e busca-se * que minimiza ||e||.

A solucdo x* gera o ponto no R(A) que estd mais proximo de y, ou seja, Az,
é a projecao de y no R(A). Escreva na forma de um problema de otimizag3o:

f(z) = min [le]|* = min €’e = min (Az —y)'(Az —y)

Condicdo de Otimalidade — derivando em relacdo a @: 22’ A’A — 2y’ A =0

» Assumindo que A tem posto completo p(A) = n (e portanto A’ A é
invertivel), entdo uma solugdo aproximada é:

xr* — (A/A)—lA/y
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‘ Sistema de Equacoes Lineares I

» x* éasolucdo exatade y = Ax sey € R(A)
~ AT 2 (A’A)~1A’ ¢é chamada de pseudo-inversa de A (inversa 3 esquerda)
~» A projecdo de y no R(A) é linear e é dada por

Ax* = A(A’A)" 1A'y
e A(A’A)~1A’ é chamada matriz de projecdo
~~ Note que o erro:

e= Az* —y = [A(A’A)—lA' _ qy

é ortogonal ao R(A), i.e.,

(e, Ax) = y' [A(A’A)"TA’ —1] Az = 0
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‘ Estimador Minimos Quadrados I

~+ Varios problemas em engenharia envolvendo reconstrucao de informacao,
inversao ou estimacao podem ser colocados na forma y = Ax + A, sendo « o
vetor a ser estimado ou reconstruido; y o vetor de informacdes ou medidas e A o
vetor de ruidos, erros de medida ou incerteza nao modelada

Problema — Obter a estimativa & que minimiza a diferenca entre os valores

medidos y e o que deveria ser obtido se A = 0

Solucdo: & = (A’A)" 1A'y

UFMmMG

] , p.19 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 6
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Sistemas de Equacoes Lineares I

~> Para o sistema y = Ax com A € R™*™ e n > m, considere o problema de

otimizacao que minimiza a norma-2 de x, i.e.:
min lz]|* (= z'z)
€£r

sujeito a Axr =y

Como resolvé-lo? Introduza o multiplicador de Lagrange X e o Lagrangeano:

L (x,A\) =z'z+ N(Ax — y)

As condi¢coes de otimalidade sao obtidas derivando o Lagrangeano:

oL 2" + NA =0 oL (A ) =20
— = 2 — e — = T — —
D £ J

Veja que z = — A’ /2. Como (Axz —y) = 0= A= —2(AA’)" 1y, entlo:

x* = A'(AA') 1y (3 z* se p(A) = m implicando p(AA’) = m)
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‘ Ortonormalizacao I

~» Um vetor x é dito estar normalizado se sua norma Euclidiana é igual a 1, i.e.,
r'r = (x,x) =1

Dois vetores x1 e o2 sdo ortogonais se £ T2 = xox1 = 0

Um conjunto de vetores {x1,x2,..., Ty} é ortonormal se

, 0 se2#3
CIJz-iI}jZ

1 ser2=7
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‘ Ortonormalizacao I

~» Dado um conjunto de vetores LI {ey,e2,...,e,}, pode-se obter um

conjunto de vetores ortonormais usando o procedimento de ortonormalizacao de
Schmidt:

A
u; = e q1 = u1/||u1||
Uy = 62—(Q'1€2)CI1 q2 = uz/||uz|
n—1
A / A
Un £ @p— Y (Gen)q  Gn 2 un/|unl|
k=1

3 A primeira equagdo apenas normaliza o vetor eq, tal que gjg1 =1
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‘ Ortonormalizacao I

3+ Na segunda equagdo, (gje2)g1 é a projecdo do vetor ez ao longo de q;. E
para uz = ez — (gje2)q1, g2 = uz/||uz|| é ortogonal ao vetor g4

Uz A\

q2

di1 €1 — Uy
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‘ Ortonormalizacao - Propriedades I

~+ Se um conjunto de vetores uq, us, ..., u, € ortonormal entdo

U2 w wy o w | = UU=I,

n n
Propriedade: Se y = U, entao Z yf = IZ :133 ou, em outras palavras:

i=1 i=1
lylI* = U=|* = (Uz)'(Uz) = 2'U'Uzx = 2’z = ||z|°
=
Neste caso, o mapeamento y = Ux é uma isometria (n3o altera a norma)
Propriedade: Sey = Ux e y = Ux entdo (y,y) = (x,x) (a multiplicacao
por U n3o altera o produto interno) pois
(y,9) = (U=, UZ) = (Uz)'(UZ) = 2'U Uz = (z,T)
=I

UFMmMG

) i p.24 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 6
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Ortonormalizacao I

Exemplo: Transformacoes de rotacao, reflexdao e translacao de vetores via matriz

ortogonal

~» A transformac3o que rotaciona um vetor no sentido anti-horario de 8 no R? é:

cos@ —sin@ ,
yngm ; Ug = . ;U9U9:|
sin 6 cos 0
A
' To
Y . Y1
\0 _
T1
UF7 G
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‘ Rastreamento de satélite — Telescopio terrestre I

Quatro sistemas de coordenadas

Espelho Plano focal ; 1) Coordenadas na Terra (w’y’z)
v W . 2) Coordenadas do Satélite
N e . 3) Espelho (xe,Ye,2e)
‘ . 4) Plano focal (zf,yf,2f)
UL‘: ‘v . | :
: ~e yrt :
S i Posicao do Satélite
definida na figura em relacao a:
{sen,@cos¢ } [ aZImUte 'lp
z R =—7{ senfsenty .
, cosp ® zénite 3
\‘. e inclinagao I
& Y
1[)\\‘5 [ ] ~ ~ ~
\Telescépio Projecao, Rotacao e Reflexao
V1 7 7
z Veja: Sistema horizontal de coordenadas
UFmG
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_horizontal_de_coordenadas

‘ PCA — Analise de Componentes Principais I

Outro Exemplo — Encontrar projecoes que minimizem o erro de reconstrucao com

base ortonormal

> A ideia € projetar um conjunto de dados no espaco n-dimensional em outro de
dimensao menor, preservando o maximo de informacao possivel. Obter a melhor
aproximacao, por exemplo, de dados em 3D no 2D

> Para qué?
%  Comprimir, reducao de ruido
% Reduzir a dimensao do espaco de caracteristicas para fins de classificacao

~+ Pode-se usar uma projecao que minimiza o erro quadratico em reconstruir os
dados originais
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‘ Encontrar Projecoes que minimizem o erro de reconstrucao I

Por exemplo, suponha que os dados sao representados por um conjunto de

¢ vetores com dimens3o n cada um deles: x = {w’l, 1 wﬁp}

- . (. osto
E possivel escrever o k-ésimo vetor da forma: xy = Zle () z¥u;, sendo que

os vetores u; formam um conjunto de vetores ortonormais

L2

A

u2 u1
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‘ Encontrar Projecoes que minimizem o erro de reconstrucao I

PCA: Dado ¢ < ¢ encontre o conjunto de vetores ortonormais {u1, U2, ..., U¢ }
tal que minimize o erro quadratico:

¢
~ 2
Jo =) llox — &l
k=1

¢ ¢
1
sendo que & = T + Z zfui e & é a média dada por & = — Z xT;
1=1 ¢ 1=1
T2

u2 u1

* "~-~.Mé&dia

%

al
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‘ Ortonormalizacao I

~+ O procedimento de ortonormalizacdo pode ser descrito como uma
transformacao linear. Considere a matriz X formada por n vetores LI,

{wl,wz,...,wn},daforma:X=[331 Lo - xn}

Deseja-se determinar uma matriz F' tal que
XF:Qé[Ql qz - Qn}

A condigdo para que os vetores {q1,q2, ..., qn,} Sejam ortonormais pode ser

escrita na forma
QQ=1 — FRF=1; R2X'X

2

Sistema com n(n + 1) /2 restrigdes e n* incégnitas (n(n — 1) /2 elementos de

F s3o arbitrérios). Solugdo?
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‘ Ortonormalizacao I

~+ Uma solucao particular pode ser obtida pela fatorizacao de Cholesky da
matriz R, que produz uma matriz triangular superior L tal que R = L’L:

F'RF =1 = F'L'LF = (LF)'(LF)

e por inspecdo uma solucdo é dada por F = L1

~» A fatorizacao de Schur aplicada a matriz R produz uma matriz unitdria V e
uma matriz diagonal €2 composta pelos autovalores de R tal que R = VQV’,

sugerindo como solucao

F'RF =1=FVQV'F = (VQ">V'F) (VQ°>V'F)

F=VvQ sy
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Ortonormalizacao via Otimizacao

~+ A escolha da transformacao F' que ortonormaliza X pode ser orientada
também por algum critério especifico, descrito por problemas de otimizacao
restritos. Por exemplo, considere encontrar @ (que guarda a base ortonormal) e
seja a solucao para:

mcgn Tr {(X -Q)(X —-Q)}

sujeito a Q'Q =1

i.e., Q minimiza a norma ao quadrado de &; — q;, ¢ = 1,...,n (denotado pelo
traco). Esta transformacdo procura preservar o maximo possivel os vetores
originais. Note que Tr(X — Q) é uma func3o linear dos elementos da matriz Q

Re-escrevendo o problema de otimizacao em termos de F' tem-se
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Ortonormalizacao via Otimizacao

Re-escrevendo em termos de F'

min Tr {(X — XF)(X — XF)}

sujeito a F'X'XF =

mFin Tr(X'X+F'X'XF—-—FX'X—-X'XF)

sujeito a F'X'XF =1

Substituindo a restricio (F’ X’ X F' = |) na func3o objetivo tem-se o termo
constante (X’X 4 I). Note que termos constantes na fun¢ao objetivo nao

influenciam na solucao F', entao pode-se escrever:

m}n Tr (—F'X'X—X'XF) = max Tr 2X'XF)
sujeito a F'X'XF =1 ... € a solucao?
UFmMG
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‘ Derivadas de funcoes matricias I

~~ Considere X = [x;;], X € C™*X™ e F(X) uma fung3o escalar (real ou

complexa) de X. Entdo

iF(X) £ [68

- F(x)|

~» Considere A e B matrizes complexas:
8 / /
—Tr(AXB)=A'B
0X
8 /
—Tr(AX'B) = BA
0X
o
8—XTr(AXBX) = A'X'B'+ B'X'A’

6 / / /
ox WMAXBX') = A’XB' + AXB
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Ortonormalizacao via Otimizacao

~» Para obter uma solu¢do, escreva o Lagrangeano I (F', A) (A é a varidvel
dual simétrica associada a restricdo original do problema: F/ X’ X F = I):

L(F,A) = Tr 2X'XF + A (F'X'XF — )]
As condicoes necessarias de otimalidade sao dadas por:
8L / / /
R =2(X'X 4+ X'XFA) =2X'X(I+FA)=0

OL
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Ortonormalizacao via Otimizacao

~+ Note que X € nao singular. Portanto resolvendo em termos de F' e de A em
2X’'X (1 + FA) = 0, necessariamente 2X’X # 0 e entdo (I + FA) = 0, tal que:

F=-AN"—FX'X'F=1—= (—A"H)X'X(-A"H=1= X'X = A?

/ 0.5 _ / —0.5
_(X/X)0.5 _I_(X/X)—0.5

Veja que o custo inicial é dado por:

min Tr (—=2X'XF) = max Tr (2X'XF)

e a solucdo 6tima (que minimiza) é obtida para F = (X’'X)~%°

~ Note que a solucio F = —(X’'X )9 fornece a mesma base ortonormalizada Q
(apenas trocando o sinal dos vetores) e pode ser interpretada como a transformacio F'

que maximiza a diferenca entre as normas (ao quadrado) dos vetores de cada base
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‘ Ortonormalizacao I

Exemplo Considere X = [ Tri1 T2 I3 } formada pelos vetores LI

/

/ /
21312[1 1 1} ,wzz[l 2 3} ,51332[0 1 —1}

1 [ 0.5774 |
. 1
Algoritmo: w1 = ®1; q1 = s S 1 | = | 0.5774
|luill /3
1 | 0.5774
/ U2 /
uz = 2 — (q1®2)q1; q2 = [wa = [ —0.7071 0 0.7071 }
/ ’ us /
us = 3 — (q2x3)q2 — (q123)q1; q3 = Tus]] = [ —0.4082 0.8165 —0.4082 ]
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‘ Ortonormalizacao I

~ Aplicando Cholesky na matriz R = X’X (MATLAB®):

[ 1.7321 3.4641 0
L = chol(R) = 0 1.4142 —0.7071 = L'L=R
i 0 0 1.2247 |
( .
Uma outra alternativa.
_1 , Decomposicao Triangular
Q=XL :{Ul U2 us}aQQzl <
N o ', Ortonormal — QR:
U
\ [Q,L]=qr(X)
UFMG
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‘ Ortonormalizacao I

Veja que de Cholesky:

[ 0.5774 —0.7071 —0.4082
Q =X xinv(L) = | 0.5774 —0.0000 0.8165
| 0.5774 0.7071 —0.4082

E usando QR?
[Q1,L1] = qr(X) = observe o sinal...

—0.5774 0.7071 0.4082 —1.7321 —3.4641 0
Ql = —0.5774 0.0000 —0.8165 s L1l = 0 —1.4142 0.7071
i —0.5774 —0.7071 0.4082 | i 0 0 —1.2247 |
UFmMG
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‘ Ortonormalizacao I

Usando Schur:

[V,Omega| = schur(R)

[ 0.8850  0.2376 —0.4005 | [ 0.2643 0
V = —0.4035 —0.0381 —0.9142 ; Omega = 0 2.0392 0
| —0.2325 0.9706  0.0622 | 0 16.6965
~ R =VvVQ %V’ = RR =V xsqrt(inv(Omega)) x V'
[ 0.9908 —0.0890 —0.1021 |
Q:=XR °°=XxRR=| 0.1348 0.5758 0.8064 |, Q%Q2> =1
| 0.0130 0.8127 —0.5825
UFmMG
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‘ Ortonormalizacao I

3 6 0
Ortonormalizac3o via Otimizacdo (pg. 32-36): X'X = | 6 14 —1
0 -1 2 |

1.6020 —0.6112 —0.2447
F=(X'X)"""=1| _0.6112 0.5222  0.1427
| —0.2447  0.1427  0.7658

[ 0.9908 —0.0890 —0.1021 |
Qs = XF = | 0.1348 0.5758  0.8064 , Q5Q3 = |
| 0.0130 0.8127 —0.5825

Que ¢é igual a fatorizacao de Schur Q-...

UFMmMG
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‘ Ortonormalizacao I

Exemplo Considere dois vetores LI no plano R?:

1| 2
X = [ 1 ‘ o :| —
31]0.5
_ _ 0.32 | 0.95
Ortonomalizacdo de Schmidt: S = [ S1 ‘ So } -
0.95 | —0.32

0.0995 | 0.9950

Fatorizacao de Schur: U = { U1 ‘ Uo } =
0.9950 | —0.0995

UFMmMG
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‘ Ortonormalizacao I

Usando a proposta de Ortonormalizagdo via Otimizag¢do (pg. 32-36), faca

wx_ |1 3 1 2 | | 10 35
2 0.5 3 0.5 3.5 4.25

0.3528 —0.1266
—0.1266 0.5608

F — (X/X)—O.5 —

0.0995 | 0.9950 L,
Q=XF = [ g1 ‘ q2 } = (E vale a relacao:Q'Q = 1)
0.9950 | —0.0995

Que ¢é igual a fatorizacao de Schur U...
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] , p.43 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 6
Reinaldo Martinez Palhares



‘ MATLAB I

~» trace(A) — traco de uma matriz quadrada A

~» rank(A) — posto de uma matriz A

~» chol(A) — fatoracao de Cholesky de uma matriz A

~» qr(A) — fatoracao QR de uma matriz A

~» null(A) — retorna uma base ortonormal para o espaco nulo de A

~» orth(A) — retorna uma base ortonormal para o range de A

UFMmMG
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