‘ Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados I

1. Conceito de estabilidade

2.  Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz
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(a) Stable

(b) Neutral (c) Unstable

Figure 6.1 The stability of a cone
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‘ Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados I

Professor, onde “esta” a Estabilidade ?

Aluno do 20S/2002...

> O conceito de estabilidade é crucial na sintese de sistemas de controle

realimentados
> Nao é exatamente uma especificacao, mas sim um pré-quesito para projeto ...

> A nao ser em casos muito particulares, eg, na aviacao de combate, o sistema
de controle realimentado deve resultar em um sistema estavel
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‘ Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados I

Um sistema é dito estavel se a resposta temporal
for limitada para qualquer sinal

de entrada também limitado

> Estabilidade absoluta: o sistema é estavel ou nao

> Estabilidade relativa: para um sistema estdvel pode-se atribuir graus de
estabilidade

> A localizacao dos pdélos em malha fechada fornece uma indicacao do tipo de
resposta temporal ...
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‘ Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados I

> a estabilidade de sistemas lineares pode ser definida em termos da localizacao
dos pédlos e zeros da FT em malha fechada ...

_Y(s): KT[;Z, (s+ z)
R(S) H 1(8 T UZ) Hz—n1—|—1(82 + 208 + ((12 T wd z))

cuja resposta temporal a um degrau (/N = 1) de amplitude Ag é dada por

t

y(t) = Ap + A;e 7t A; -
0 Z z—§_|_1 /1 . sz

sen(wq,;t + 0;)

> Condicao necessdria e suficiente para que um sistema seja estavel é que todos
os polos da FT tenham parte real negativa ...
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‘ Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados I

Métodos para verificar estabilidade (ou ndo):
1.  Routh-Hurwitz (no plano-s)
2. Nyquist (dominio da freqiiéncia)

3.  Analise temporal

Por que aplicar algum método se basta calcular os podlos da Eq.
Caracteristica (EC) e verificar o sinal da parte real ? Os métodos acima
ndo “calculam” as raizes da EC ... Potencialidades 7
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

> O critério é um método que fornece uma resposta direta sobre a questao de
estabilidade de sistemas lineares

> Para a EC:
A(s) = aps"+ap_18"" ' +---4+ais+ao
= ap(s—7r1)(s—713):--(s—1y)
= 0

r; € a iI-ésima raiz da EC. Para estabilidade, é necessario verificar se nenhuma

dessas raizes esta no semi-plano direito
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Expandindo A(s) obtém-se
A(s) = aps™ —ap(ri+ro+ -+ 1,)s" !
‘|‘an(’l°1’l“2 + rorg + - - - )Sn—2
—a, (r1rar3 + rirary + -0 0 )s" 8

+ e 4 (_1)nan(r1r2r3 o oo ’r',n) =0

Examinando A(s), pode-se notar que se todas as raizes estiverem no semi-plano
esquerdo, todos os termos do polindbmio tém o mesmo sinal. Além disso, nenhum
coeficiente poderia ser nulo

> Estas condicoes sao apenas necessdrias, ie, se alguma nao se verificar, o
sistema é instdvel, caso contrario nao pode-se afirmar que seja estdvel...

Exemplo O polindomio abaixo tem coeficientes positivos porém nao é estavel

A(s) =5° 4+ 524+ 11s+ 51 = (s+ 3)(s—1 + 45)(s—1 — 45)
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

O que fazer ?  Utilizar condicoes necessarias e suficientes para verificar
estabilidade: critério de Routh-Hurwitz

Como aplica-lo ?  Organizam-se os coeficientes da EC na forma de um arranjo

do tipo
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

As linhas subseqiiéntes desse arranjo sao completadas da seguinte forma:

n
an Ap—-2 0Anp_—4
n—1
S p—-1 Aap—-3 Aanp_5
n—2
S bn—l bn—3 bn—5
n—3
S Cn—1 Cn—3 Cn—5
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

sendo que
(an—l)(an—Z) - an(an—S) —1 an Ap—2
bn_l pu— pr—
an—1 An—1 aAn—1 0an—3
bp—3 =
An—1 |Gp—1 Gp—s5
—1 ap—-1 0anp-—_3
Cn—1 =
bn—l bn—l bn—3
UF M G
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Critério de Routh-Hurwitz assegura que o niimero de raizes com parte real
positiva é igual ao nimero de mudanca de sinais dos elementos da primeira coluna
do arranjo de Routh

> Ent3o a condicao necessaria e suficiente para o sistema ser estdvel, é que

todos os elementos da primeira coluna tenham o mesmo sinal

> Generalizacoes podem ser vistas em: K. J. Khatwani, “On Routh-Hurwitz
Criterion”. IEEE Transactions on Automatic Control”, 26 (2), pp. 583-584, 1981.
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

> Pode-se considerar quatro casos:

1. Nenhum elemento da primeira coluna é nulo

2. H4 um zero na primeira coluna, porém alguns elementos na linha que ocorre
0 zero sao nao nulos

3. Ha um zero na primeira coluna e todos os elementos na linha que ocorre o
zero sao também nulos

4. Caso anterior, com raizes multiplas no eixo imaginario
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Caso 1. Nenhum elemento da primeira coluna é nulo

Exemplo de sistema de 2a ordem Para um sistema genérico com EC dada por
A(s) = ass? + a1s + ag
o arranjo de Routh é
s¢ | az ag

(a1)(ao) — a2(0)

ai

stla; 0 = by =
SO bl 0

> Portanto um sistema de 2a. ordem é estavel se os coeficientes da EC forem
todos positivos ou todos negativos
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Exemplo de sistema de 3a ordem Para um sistema genérico com EC dada por
A(s) = a3s® + a28? + a1s + ag

o arranjo de Routh é

83 as aj ( by — aoa1 — aoas
1 —
a
s?2 | as ag 2
1 = <
S bl 0 blaO
C1 = = Qg
SO C1 0 \ bl

> Para que o sistema seja estdvel, todos os coeficientes devem ser positivos e
asa, > agas. Caso asa; = apgas, o sistema terd um par de raizes no eixo
imaginario, o que resulta em estabilidade marginal
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Caso 2. Zero na primeira coluna, porém alguns elementos na linha que
ocorre 0 zero sao nao nulos

Neste caso o zero é substituido por um parametro, € > 0, suficientemente
“pequeno’, sendo aproximado para zero depois de montado o arranjo de Routh

Exemplo Para a EC

A(s) = s° +2s*+25% +45° + 115+ 10
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

obtém-se o arranjo

s®| 1 11

s 2 4 10 ( . _ 4e—12 12
1 — —

83 e 0 € g

2 =

s“|ca 10 0 6c, — 10e

81 dl 0 0 \ v C1 ,

s110 0 O

> O sistema é instavel pois ha duas mudancas de sinais devido ao valor negativo

—12/e na primeira coluna (e portanto ha duas raizes no semi-plano direito...)
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Caso 3. Linha com todos os elementos nulos

Essa condicdo ocorre quando fatores do tipo (s + o)(s — o) ou

(s + jw)(s — jw) aparecem na equacdo caracteristica. Este problema é
transposto usando-se um polindmio auxiliar, U(s), que é a equagdo da linha que
precede a linha de zeros (a ordem do polinémio auxiliar é sempre par e indica o
nimero de pares de raizes simétricas)

Exemplo Para um sistemas de 3a. ordem genérico com EC

A(s) =s®+2s?° +4s+ K

sendo K um ganho ajustdvel
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

obtém-se o arranjo

s3| 1 4

s?| 2 K 8 — K
= C1 =

stlecg O 2

s K 0

> Para que o sistema seja estdvel é necessdrio que 0 < K < 8

> Com K = 8 tem-se uma linha com apenas zeros, implicando em estabilidade
marginal (com duas raizes no eixo imaginério). O polindmio auxiliar nesse caso é

dado por:

U(s) =2s5° + Ks® =252 48 =2(s® +4) = 2(s + 25)(s — 25)
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Caso 4. Raizes repetidas no eixo imaginario - jw

E um caso patolégico e o critério de Routh-Hurwitz nao revela este tipo de
instabilidade ...

Exemplo Para a EC:

A(s)=(s+1)(s+7)2(s—37)2=s"+s*+2s°+ 252 +s5+1
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‘ Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz I

Arranjo de Routh:

s°l1 2 1
stl1 2 1
s3le € O
ondee — 0
s? |1 1
stle O
s9 1

Nao ha mudanca de sinais, porém o sistema é marginalmente estavel
Polindmio auxiliar na linha s* ~ s%* 4+ 252 +1 = (52 +1)2

Polindmio auxiliar na linha s? ~ s?2 41
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