‘ Sistemas Dinamicos Lineares I

1. Descricao de sistemas dinamicos
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2. Estabilidade de sistemas dinamicos
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‘ Espaco de Sinais I

Sinais Define-se o conjunto

S2{f|f:R—R"}

Os elementos de & sio denominados sinais

~  Os conjuntos de sinais, &, com suas operacoes usuais de soma e multiplicacao por

escalar:

(f+g9)t) = f@)+g(t), VItER, V f,geS
(af)(t) af(t)

sao denominados espacos de sinais
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‘ Sistemas - Revisao I

Definicao Um sistema é um mapeamento de um espaco de sinais de entrada, Se, em

um outro espaco de sinais de saida, Ss:

G : S.— S;

: w— z = Gw

Sistema causal A saida no instante T' depende apenas das entradas até o instante T

Invariancia no Tempo Considere que z(t) é a resposta de um sistema G para a
entrada w(t). Se a resposta para a entrada deslocada w(t — T') é z(t — T') o sistema

é invariante no tempo
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‘ Sistemas - Revisao I

Linearidade Um sistema G : S. — S, é linear se

G(awi + fwz2) = aGwi + BGw2, Va,B € R, VYwi,w2z € S.

~ Qualquer sistema LIT pode ser representado pela integral de convolucao

2(t) = /_oo G(t — T)w(r)dr

Funcao de transferéncia?  Basta tomar transformada de Laplace (ou Z se considerar
convoluc3do discreta) para obter

z(¢) = G(Qw(C)

sendo que C representa as variaveis s ou z
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‘ Descricao em Espaco de Estados I

Definicao Considere o sistema de equacdes na forma:

0 [z(t)]
z(1)

Ax(t) + Bw(t), x(to) = o € R™
Cxz(t) + Dw(t)

Y =

> x(t) € R™ — vetor de estado
> w(t) € R™ — vetor de entrada
> z(t) € RP — vetor de saida

> AERnxn,BERnxm,CERpxneDERpxm
~+ 0 [x(t)] é um operador que indica

o i(t) —  sistemas a tempo continuo — 3.

e (t+ 1) — sistemas a tempo discreto — 34

(1)
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‘ Realizacoes I

Uma matriz de transferéncia G () é realizavel se 3 X, dim(X) < oo, ou simplesmente
{A,B,C, D} tal que

A|B

c|D

G(¢) =

sendo {A, B, C, D} denominada uma realizacdo de G(¢)
e Se G(() é realizdvel ela tem infinitas realizacdes

Teorema G(() é realizavel sse G(oo) = constante
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‘ Resposta de Sistemas Dinamicos I

O sistema LIT

5 _ 0 [x()] Ax(t) + Bw(t), x(to) = xo € R™
z(t) = Czx(t) + Dw(t)

Tem como resposta (ou trajetéria, ou solugdo):

- x(t) = e*tx(0) + f; e =7 Bw(7)dr
z(t) = Ce?*z(0) + C f; e2=7) Bw(1)dT + Dw(t)

5, r(t) = A'z(0)+ > _ A7 'Bw(t — 1)
2(t) = CA'z(0) + CYF_ AT 'Bw(t — 7) + Dw(t)

=1
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Considere o sistema dinamico linear autonomo e relaxado da forma

Sz (t)] = Ax(t)

> Um ponto de equilibrio é alcangado quando d[x(t)] = 0

> No caso continuo, todas as derivadas nulas significam que os estados nao estao

variando no tempo e portanto, sao indicados como estados ou ponto de equilibrio, x,
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Estabilidade no sentido de Lyapunov  Seja R(v) a regido que consiste de todos os

pontos tais que

|xo — ze|| < v, v >0 — xo = estado inicial

e seja R (&) a regido que consiste de todos os pontos tais que
|lx(t) — x| <e, >0, e>v VE>O0

> Um estado de equilibrio, ., do sistema autonomo ¢é dito estavel no sentido de
Lyapunov se, correspondendo a cada R (&) houver um R (v) tal que toda trajetdria
iniciada em R (v) estd confinada em R (€) a medida que t cresce
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Estabilidade Assintética Um estado de equilibrio, ., do sistema auténomo é dito ser
assintoticamente estavel se for estdvel no sentido de Lyapunov e se toda solucao
comecando em R (v) converge para €., sem deixar R(€), a medida que ¢ aumenta

Instabilidade Um estado de equilibrio do sistema auténomo é dito ser instavel se, para
algum escalar € > 0, e todo escalar v > 0, ha sempre um estado o em R (v) tal que

a trajetdria iniciando neste estado deixa a regido R (¢)
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llustracao das definicoes

i

w2\ - 7 = - - Ve
trajetdria assintoticamente estavel

L2

ria assintoticamente estavel
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

Considere o sistema linear autonomo da forma:

#(t) = Ax(t)

> Se A é n3o-singular, entdo o unico estado de equilibrio, tal que & = 0, é a origem

r =0

Para este sistema define-se uma funcao escalar de Lyapunov

V(z(t)) =z (t)Px(t), onde P >0

Tomando a derivada ao longo das trajetérias x(t) obtém-se
V(z(t)) = &' (@t)Pz(t)+ z' (t)Pi(t)
= (Ax(t))" Pz(t) + =" P (Ax(t))
= 2T (ATP n PA) (t)
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‘ Analise de Estabilidade Segundo Lyapunov I

> Como V (x) foi escolhida sendo definida positiva, para se ter estabilidade assintética

é necessario que V (z) seja definida negativa:

V(z) <0

entao é necessdrio para a estabilidade do sistema autonomo a tempo continuo que

ATP4+PA <O

Teorema de Lyapunov — Tempo Continuo Considere o sistema autonomo
£(t) = Ax(t), com A ndo-singular. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que o

estado de equilibrio & = 0 seja assintoticamente estavel é: 3P = PT > 0, tal que

ATP4+PA <0
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‘ Interpretacao Geométrica do Teorema de Lyapunov I

V(z)
A
V(z) <O
_— 5
/v ; V(z) >0
V(z) > 0
: >
L2

Introducao ao Controle Robusto — Aula 5
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‘ Analogia para o Caso Discreto I

Considere o sistema linear auténomo a tempo discreto:

x(t+1) = Ax(t)
> A mesma noc¢ao de estabilidade assintdtica é valida ...

Define-se a funcao de Lyapunov

V(z(t)) = 2T (t)Pz(t), onde P =0

Tomando a diferenca ao longo das trajetérias x(t) obtém-se
AV (z(t)) = V(z(t+1))—V(z(t))
= z' (t+1)Px(t+1) — x" (t)Px(t)
= (Axz(t))" P (Ax(t)) + " Pz(t)
= 271 (ATPA _ P) 2 (t)
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‘ Analogia para o Caso Discreto I

> Como V (x) foi escolhida sendo definida positiva, para se ter estabilidade assintética

é necessario que AV (x(t)) seja definida negativa:

AV(x(t)) <0

entao é necessdrio para a estabilidade do sistema autonomo a tempo discreto que

ATPA P <0

Teorema de Lyapunov — Tempo Discreto x(t + 1) = Ax(t) é assintoticamente
estavel com estado de equilibrio = 0 sse 3P = PT = 0, tal que

ATPA P <0
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

LMIs? Mas o que é isso?

> LMlIs — do inglés, Liner Matrix Inequalities — Desigualdades Matriciais Lineares

Como se parece uma LMI? Forma canodnica
F(z)=Fo+ » x:F; =0
1=1

sendo = um vetor de n varidveis de decisio e as matrizes F; = F;' sdo dadas (Simetria

é necessaria)
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

Exemplos simples de LMIs
e Restri¢Ges lineares tipicas (Ax < b)
a,,T:I: <b;, 1=1,...,m
F(z) =0 = F(x)=diag{b; —a;x}

e O caso escalar
y>z = F@) =y—z>0

e Estudo do sinal de uma matriz com elementos lineares
P>=0

sendo P = PT
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

O estudo de estabilidade usando LMI advém da desigualdade matricial de Lyapunov ...

Fx)=A"P4+PA <0

Para verificar se o sistema autonomo é assintoticamente estavel, é necessario e suficiente

verificar se as LMIs abaixo s3ao factiveis

ATP+PA < 0
P = 0

com P = PT
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

Exemplo Estude a estabilidade do sistema descrito por

0 1 0]
z(t)y=|0 0 1 |=x=(t)
—6 —4 —2]

utilizando as LMIs

Solucao utilizar programac3o... Neste exemplo

)\ The MathWorks

LMiLab
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Estudo de Estabilidade Usando LMIs

Script para solucionar a desigualdade de Lyapunov: estabilidade.m

function [P]=estabilidade(A)

% Exemplo de estudo de estabilidade usando LMIs

% matriz "A" atribuida na entrada da fungdo

setlmis([]); YA

P=1mivar (1, [size(A,2) 1]1); %

A

Imiterm([1 1 1 P],1,A,’s?); Y%

Imiterm([-2 1 1 P],1,1); yA
lmis=getlmis; A
[tmin,xfeasp]=feasp(lmis); %

h

inicio da montagem das LMIs

P=P’ - variavel matricial nxn

Forma padrdo no LMILab => LMI < O

LMI #1: PA+A’P<O

LMI #2: P>0
"juntando" as LMIs #1 e 2
Teste de factibilidade da LMIs.

Se tmin<0 a LMI é factivel.
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

if tmin < O

P=dec2mat (lmis,xfeasp,P); 7% "Remonta" a varidvel matricial P

% a partir das varidveis de decisédo

% armazenadas em "xfeasp"

disp(’Sistema estavel’);
disp(’P="), disp(P)
disp(’Autovalores de P’)
disp(eig(P))
disp(’Autovalores de A’)
disp(eig(A))
else
disp(’Sistema instével’)
end

> Resultado esperado ? Verifique ...

UF M G
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‘ Estudo de Estabilidade Usando LMIs I

> Utilizando a funcao 1lyap no MATLAB é possivel verificar a estabilidade de um
sistema autonomo também. Na pratica o teste de estabilidade € o mesmo, porém lyap

utiliza uma equacdo de Lyapunov: 3P = PT - 0 tal que

AP 4+ PAT = |

Exercicio Computacional Escreva uma funcao para o problema de otimizacdo abaixo

e compare o resultado com a funcao lyap considerando o mesmo exemplo da pdgina 25

min Tr{P}
pP=pT
\
sujeito a P >0
AP + PAT < —|

Por que os resultados sao iguais?
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‘ Controlabilidade e Observabilidade I

Definicao Um sistema dindmico é denominado controlavel se para qualquer estado
inicial £o e para qualquer estado final x ¢, existe uma entrada “u” que transfere xo para

¢ em um tempo finito
~» Nao ha restricao quanto a trajetdria do estado

Definicao Um sistema dindmico é denominado observavel se para qualquer estado
inicial desconhecido x¢, existe um tempo finito, ¢ > 0, tal que o conhecimento da
entrada u e a saida y em [0, t] s3o suficientes para determinar unicamente o estado

inicial xo
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

5, = x(t+1) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
y(t) = Cxz(t) + Du(t)
Fazendo
x(l) = Ax(0)+ Bu(0),
x(2) = Axz(1)+ Bu(1),...

de forma genérica para o instante t, obtém-se a resposta a uma seqiiéncia de entrada

nao nula combinada com a resposta a condicao inicial ndo nula

r(t) = A'z(0)+ Bu(t—1)+ ABu(t —2)+ A°Bu(t — 3) +
...+ A ?Bu(1) + A*” ' Bu(0)
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I
Determinar uma seqiiéncia u(£),

1. Problema de Controle de Sistemas
£=1,2,...,t que transfere =(0) — 0,t < oc©
Definem-se
w(t — 1)

u(t — 2)

u(t — 3)| , At—lB]

u(0)

Portanto a resposta x(t) pode ser reescrita da forma

x(t) = A'z(0) + P: U

Introducao ao Controle Robusto — Aula 5
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

Como deseja-se estabilidade, x(t) é nulo

Pt th = —Atw(O)

e Para algum x(0) dado. Solu¢do?
e Notequese A € R"*™, e B &€ R" ™, o posto de P; n3o ird aumentarset > n

e Existe uma seqiiéncia de controle U; que transfere o estado de x(0) para a origem,
se posto(P:) = n, neste caso o sistema é dito ser controlavel e

U, = —P; [P.P;] " A'x(0)

o Set=mn,entioly = —P; ‘Atz (0)
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

2. Reconstruindo o Estado Inicial

Para u(t) conhecido. Determinar o estado inicial desconhecido a partir do conhecimento
da seqiiéncia de saida y(£) para £ = 0,1,2,...,t

Defini-se
y(0)]
y(1)
Vi 2 |y(2)
y(t) |
UF M G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

onde
y(0) = C=(0)+ Du(0)
y(1) = Cz(1)+ Du(1l) = C (Ax(0) + Bu(0)) + Du(1)
y(2) = Cz(2) + Du(2) = C (A’z(0) + ABu(0) + Bu(1)) + Du(2)
y(t) = C (At:n(O) + A" Bu(0) + A 2Bu(1) + ...
+ ABu(t — 2) + Bu(t — 1)) 4+ Du(t)
UF VYW G
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‘ Dois Problemas Basicos em Controle I

[ C (D 0 0 cer 07 [u(0)]
CA CB D 0 cee 0 |u(D)
2
| CA*] (CA*"'B CA*" 2B CA* 3B ... D] Lu(t)]
\—\f—/ N - J
Q¢ r

e Como I é precisamente determinado, obtém-se )N?t =Y —T
Vi = O, x(0)

e Se cada vetor y(2) tem r componentes, a matriz O; tem ordem rt X n. Existe
solucdo se posto(9 ;) = n, neste caso o sistema é dito ser observavel (detalhe, o

posto de @ n3o aumenta parat > n — 1!)

x(0[t) = [Q1Q:] " QL W
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‘ Controlabilidade I

Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes:
1. O par (A, B) é controldvel (A € R™*™ e B € R*"*™)
2. A matriz L. de ordem n X n da forma

t t
L.(t) =/ eA" BB e Tdr < =) A"BB” (AT)T>
0

T=0

€ nao singular Vt > 0. Particularmente se A é estavel, entdo L. > 0 tal que

AL.+ L.AT = —BB” (para sistemas continuos)
AL AT — L. = —BB? (para sistemas discretos)
Neste caso, L. é denominado Gramiano de Controlabilidade

3. A matriz de controlabilidade

C:{B AB A2B ... A™B| € R™"™™, tem poston
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‘ Observabilidade I

Teorema As afirmacoes a seguir sao equivalentes:
1. O par (A,C) é observiavel (A € R"*™ e C € R™*")
2. A matriz L, de ordem n X n da forma

t t
Lo(t) = / et TCTCe?rTdr ( => (A7) CTCAT>
0

=0

€ nao singular Vt > 0. Particularmente se A é estavel, entdo L, > 0 tal que
AL, +rL,A=-ctfc (para sistemas continuos)
ATLOA — L, = —cTc (para sistemas discretos)

Neste caso, L, é denominado Gramiano de Observabilidade

3. A matriz de observabilidade

T

O:{C CA ... CA™ ' e€R"*™, tem poston

UF /M G
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‘ Controlabilidade, Observabilidade e MATLAB I

> MATLAB: rank(ctrb(C)) — posto da matriz de controlabilidade
> MATLAB: rank(obsv(0)) — posto da matriz de observabilidade

> MATLAB: gram, dgram — Gramiano de Controlabiliade ou Observabilidade

(variagdo da Lyapunov)

LMIs?  Basta reescrever o problema de otimizacao obtido para andlise de estabilidade
via Lyapunov, de forma apropriada para o sistema { A, B, C'} e os gramianos de

controlabilidade e observabilidade

> Nos dois ultimos casos exigisse estabilidade para o sistema...
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