‘ Algebra Linear — Teoria de Matrizes I

1. Sistemas Lineares

1.1. Coordenadas em espacos lineares: independéncia linear, base,
dimensao, singularidade, combinacao linear

1.2.  Espago imagem (colunas) - Espaco linhas. Posto

1.3.  Espac¢o nulo (nicleo). Nulidade
2. Autovalores e autovetores
3. Traco de matriz
4. Forma quadratica e sinais de matrizes
5.  Valores singulares
6. Norma vetorial

7. Norma matricial
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‘ Sistemas Lineares I

> Considere o conjunto de equacoes algébricas lineares

Y1 111 + Q@122 + *** + A1nTn

» Y = Ax

Ym Am1TL1 + Am2T2 + *** + AmynTn

~5 @14+ .. 2y denotam entradas do sistema linear
~o Y1e e o s Ym denotam saidas do sistema linear

~» a4; denotam parametros que caracterizam o mapeamento entrada-saida

~ A e R™X™ y e R™ex € R
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‘ Subespacos Fundamentais I

Questoes fundamentais

~  Caracterizar os conjuntos de saidas y1,...,Ym que podem ser obtidos
dadas as entradas x1, ..., x, (controlabilidade da saida)

~» Dadas as saidas y1, ..., Y. identificar, se possivel, o conjunto de entradas
XT1,...5 %y que as geram (observabilidade da entrada)

Em outras palavras... Como caracterizar uma solucdo para Ax = y ? Veja que

tem-se um conjunto com m equacoes € n incégnitas

> Pode-se definir subespacos fundamentais de tal forma a obter condicoes de

existéncia e uma forma geral de solucoes para Ax = y
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Nota Antes de responder a ultima questao, introduze-se conceitos sobre

coordenadas em espacos lineares...

Dependéncia Linear Um conjunto de vetores {x1,x2,..., 2}, x; € R™,
1 =1,...,k, é linearmente dependente se existem escalares a1, @2,..., Qp,

nao todos nulos tais que

k
E ;i = 1Ty + ey + -+ opxrp =0

=1
Caso contrario, o conjunto {x1,x2,...,xk} é linearmente independente — LI

Veja que Z,’le o;r; = X

sendo X S [x; x5 - xp] ERVF afa; az -0 og)T ERP
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Proposicao  Qualquer conjunto de n vetores LI qualifica uma base em um
espac¢o linear n—dimensional (ie um espaco de dimensao n)

Lema Considere Q € R™*™. O sistema de equacdes
T
Qu=0, ==
L =Y, &= |1 Tz -+ Tn
possui uma solu¢cdo nao-nula (& # 0) se e somente se @ é singular

Teorema Considere QQ = [ql qz - qn] Entao @Q é nao-singular se e

somente se o conjunto de vetores {q1,q2,...,qn} é LI (em outras palavras,

3Q71)
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‘ Coordenadas em Espacos Lineares I

Representacao de vetores

Considere um conjunto de vetores {q1,g2, ..., qn}, base no R™. Entdo todo
vetor y € R"™ pode ser escrito como combinacao linear:

n
y =) ;i = Qa
1=1

Como @ é nao-singular:

a = Q 'y representacdo (nica de y na base {q1,q2,---,qn}

Para outra base qualquer P, y=P¢, (=P ly=P1Qa !
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‘ Subespacos Fundamentais I

Definicao O espaco colunas de A é o espaco gerado pelas colunas de A, e é
denominado espaco imagem de A — S(A) . Por outro lado, o espaco linhas de A é o

espaco gerado pelas linhas de A — &(A™)

T | 1 -1 -3

Exemplo y = [1 —1] estd no espaco imagem de A = ?
O 10 O

Em outras palavras, y = Ax, para algum x? Sim, pois as colunas de A geram todo o

espaco 2-dimensional

Rm)(’n

e posto de colunas de A € é a dimens3o de $(A), ie é equivalente ao

nimero de colunas || de A
e posto de linhas de A € R™*™ & a dimensdo de S(AT)

o dimSI(A) =dimI(AT) = r = posto(A) .. posto(A) < min {m,n}
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‘ Subespacos Fundamentais I

Definicao O espaco nulo a direita (ou niicleo) de A é o espaco gerado por todos os
vetores x satisfazendo Az = 0 — N (A). Por outro lado, o espaco nulo a esquerda

de A é o espaco gerado por todos os vetores y satisfazendo y*' A = 0 — N(AT)

T
Exemplo «x = [1 10 0] estd no espaco N (A):

A:|_1 —1 —3} .
{0 10 OJ

Em outras palavras, Az = 07 Como

o ) [X] o] [

Lo 10 OJ ; _{100J

portanto, a resposta é negativa
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‘ Subespacos Fundamentais I

e Considere A de ordem m X n
Dimens3o dos quatro subespacos fundamentais: S(A), (A1), N(A) e
N(AT)?
r £ posto(A) = dimS(A)
n = colunas de A

r+dmN(A)=n — dmN(A)=mn —r (Nulidade)

r = posto(AT) = dimS(AT)

m =2 linhas de A

r+dmNAT)=m — dmNAT)=m —7r
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‘ Subespacos Fundamentais I

e O espaco n-dimensional de entrada X = (A1) @ N (A)
e O espaco m-dimensional de saida ) = I(A) @ N (AT)

MATLAB
orth(A) — base ortonormal para S(A)
null (A) — base ortonormal para N (A)

rank(A) — posto de A

1 1
Exemplo Postode A= |1 2 3 4 =|:CL1 as as a,4] ?
2 0 2

ai e az sio Ll. ag = a1 + a2. as = 2a2. A tem duas colunas L| ", posto(A) = 2
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‘ Subespacos Fundamentais I

Teorema Dado A € R™X™ existe uma solucdo x para Ax = vy, para
qualquer y, sse posto(A) = m (posto completo de linhas)

Teorema Dado A € R™®X™, Se 3A~!, entdo Az = y tem uma Unica solucio
para todo vy, ie © = A~ 1y. Em particular, a tnica solucio para Az = 0 é
x =0
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‘ Autovalores e Autovetores I

Definicao Um escalar A é denominado um autovalor de A € R™*™ se
dx € R", x # 0, satisfazendo
Ax = Ax

Tal & é denominado um autovetor de A associado ao autovalor \

Como calcular autovalor ? Basta escrever Ax = Ax = \lx da forma

(A—ADH)zxz =0

> Se (A — Al) é n3o singular, ent3o a tinica solugdo é x = 0!!

> Porém x # 0, entdo (A — Al) deve ser necessariamente singular, ou de forma
equivalente, det(A — Al) =0 ...

> Toda raiz de p(A) = det (A — Al) é uma autovalor de A
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‘ Teoria de Matrizes I

Traco Para A € R™*™, o traco de A, denotado por Tr{ A} ou Traco{ A}, é
definido como sendo:

n
Tr {A} p— Z ai;q
=1
ie, € a soma dos elementos da diagonal principal

Propriedades
1. Tr{A} = Z Ai
=1

2. Tr{A+ B} =Tr{B+ A} =Tr{A} + Tr{B}

3. Tr{AB} =Tr{B"A"}=Tr{BA}= Tr{A"B"} (se existirem multiplicacdes)

4. Tr{AT A} :zn: zn:a?j

1=11=1
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‘ Forma quadratica e Sinais de Matrizes I

Simetria P € R™*™ & dita ser simétrica se P = PT
Nota Todos os autovalores de uma matriz simétrica s3o reais

Nota Toda matriz simétrica pode ser diagonalizada, mesmo para autovalores repetidos
(MATLAB: jordan)

Forma Quadratica E uma classe de funcées escalares na forma

P'n,l ¢ Pnn ITn
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‘ Forma quadratica e Sinais de Matrizes I

Funcdo escalar definida positiva Dado P = P7, se a funcdo escalar ¥ Px > 0,
para todo x # 0, entdo P é dita ser definida positiva, sendo denotado por P > 0

Funcao escalar definida negativa Dado P = P”, se a funcio escalar
T Px < 0, para todo x # 0, entdo P é dita ser definida negativa, sendo denotado
por P < 0

Funcao escalar semidefinida positiva (negativa) Dado P = P”, se a funcdo
escalar xT Pz > 0 (7 Px < 0), para todo  # 0, entdo P é dita ser semidefinida
positiva (semidefinida negativa), sendo denotado por P > 0 (P < 0)

Nota Se P ¢ semidefinida, entdo Jx # 0 tal que I Px =0
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‘ Forma quadratica e Sinais de Matrizes I

Teorema P = PT ¢ R™*™ é definida positiva (semidefinida positiva) sse
A(P) >0 (A(P) > 0)

Teorema P = P' ¢ R™*™ ¢ definida negativa (semidefinida negativa) sse
A(P) <0 (A(P) £0)

Exercicio Moste que V' (x) é definida positiva

Vx) = ' Px = 10x22 + 422 + r2 + 2122 — 2x2x3 — 4T1 T3

Fato Dado H € R™*™ entio

1. H"H ou HH?" ¢ simétrica

2. H'H > 0ou HH" >~ 0

3. H"H > 0 se posto(H) = n (posto completo de colunas)
4. HH™" > 0 se posto(H) = m (posto completo de linhas)
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‘ Valores Singulares I

> Dado H € R™*"

> Definese M = HTH -~ M =M" >0 M € R*"™*"

> Portanto todos os autovalores de M sao reais e nao negativos
> 7 indica o nimero de autovalores positivos de M

~ Ent3o os autovalores de M = H™* H podem ser ordenados da forma

AI>AZ> o >A >0= )Xy = = A,

Denote por m = min(m, n). Entdo o conjunto
A1 ZA2 Z "‘Ar >O:Ar—|—1 ZAH

é denominado de valores singulares de H. Em outras palavras, os valores singulares de
H (denotado por o) sdo obtidos de:

o= +A(HTH), MATLAB: sigma
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‘ Produto Interno I

A fungdo (x,y) : R X R — R é um produto interno se satisfaz os seguintes axiomas
1 (z,y) = (y,z), (z,y) = (y,x)"

2. (o(x + y),z) = a(x, 2) + aly, 2)

3. (g,x) > 0e{x,z) =0 & x=0

Representacao usual para vetores do R"

(T, y) = Z LiYi

=1
Vetores ortogonais — ¢ 1 y

<£B, y) — mTy =0
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‘ Norma Vetorial I

A fungdo ||z|| : R — R é uma norma se satisfaz os seguintes axiomas

Lz +yll < llzll + llyll

2. |laz|l = |ellz|

3. ||z >0elz| =0 < z=0

Normas usuais para vetores no R™

1

e Norma-r |z|,» = (Z |:1:7,|r) , 1<r<oo
1=1

e Norma-co ||z]lcc = max |z
1<i<n
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‘ Norma Vetorial I

N

e Norma-2 ou Norma Euclidiana ||z||2 = VaTz = /(z,z) = Z 2|
1=1

Nota Interpretacdo grafica? A norma-2 é o comprimento do vetor a partir da origem

MATLAB

norm(x,1) — norma-1
norm(x,2) ou norm(x) — norma-2

norm(x,inf) — norma-oo
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‘ Norma Matricial I

> O conceito de norma vetorial pode ser “estendido” para matrizes, no sentido de se

poder “mensurar’ matrizes. Considere X o espaco de entradas R™ e Y o espaco de
saidas R™

Definicao Considere A : X — Y. O operador é limitado se

de< oo, ceR : ||Az| < ¢||z||, Vx € X

Definicao Considere A : X — Y. A norma de A é a menor constante c

Portanto a norma de um operador linear pode ser caracterizada por

Ax
IIAIITésup—|| I _ sup ||Az||.
z=0 ||Z|lr =1

~+ || A||» é denominada norma matricial induzida por uma norma vetorial r
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‘ Norma Matricial I

Para diferentes ||x||, tem-se diferentes || A]|

1. ||A]|]1 = max (Z |a,z-j|> = A maior soma absoluta das colunas
j ;
1=1
2. ||All2 = Amaz(ATA))> < Valor singular mdximo de A

m
3. ||Al|cc = max Z la;j] < A maior soma absoluta das linhas
(2
j=1
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‘ Norma Matricial I

3 2
Exemplo Normasl,2eococde A = ?

-1 0

[All1 = max {3 +|—-1[; 240} =4

|A]l2 = 3.7

|Allco = max{3+2; | —1|4+0} =5
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‘ Norma Matricial I

~+ Interpretacdo grafica? Considere por exemplo a norma || A||1. Note que y = Ax e
n
Izl =1 = |zl =) |zl
=1

portanto

e P e T A o] [

3 2 —1 -3 3 2 0 —2
Ys = Azr = — 1 Ya — Ax = =
—1 0 0 1 —1 0 —1 0
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‘ Norma Matricial I

2 T T T T T T
151 -
" e lells =1 -
0.5F ‘. | YA / |
0
-0.5[ _
1 e a
-1.5F / -
|All1 =3+1=4
) | \ | | | \
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

MATLAB norm(A,r), »r = 1,2 ou r =inf
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‘ Exercicios I

0 2 -1
1. Calcule o posto de A = —1
|2 0 2
1 —05 2
2. Calcule as normas induzidas 1,2 e oo para A = 0 0.7 0.3
| —0.9 0 0.1
_ — —1 2
3. Encontre os valores singulares de A =
2 0.5 —1
0 1 1 1 1]
O 0 1 1 1
4. Encontre uma forma diagonalpara A= (0 0 0 1 1
O 0 0 O 1
0 0 0 0 O
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