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2. Descricao Entrada-Saida
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‘ Descricao Matematica de Sistemas I

Uy - =Y
uz — =Y2
Up — = —=TYq

’U,,:|:u1 U  + o fu,pj| ; y,:|:y1 Yo v Yq

» 1 entrada/1 saida: monovaridvel ou SISO (Single input - single output)

» +1 entrada/+1 saida: multivaridavel ou MIMO (Multiple input - multiple
output)

» Sistemas a Tempo Continuo: u = u(t); y = y(t) : funcdes do tempo

t € (—o0,00)

» Sistemas a Tempo Discreto: u = u(k); y = y(k) : sequéncias k € Z
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‘ Relembrando... I

~ Sewu(t) =0, t > tg: tem-se resposta a entrada nula

~ Se x(tg) = 0: tem-se resposta ao estado nulo

x(to)
—  Yentrada nula (t)a t > to
u(t) =0,t > tg

—  Yestado nulo(t)v t > to
u(t)a t 2 tO
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‘ Relembrando... I

Sistemas SISO — Pulso unitario

***** ! (0, t<ty
{af- YA Salt—ti)=q 1/A , t1 <t<t;+A
t1751-|—Av ‘ \ 0 , tzli+ A
6(t —t;) = lim da(t —t1) : pulso ou Delta de Dirac
A—0

» A ideia € usar o pulso para obter uma descricao genérica entrada-saida

apresentada a seguir
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Considere a entrada:  u(t) = ) . u(t;)0a(t — t;)A, ilustrada abaixo:

u(t) u(t;)oa(t —t;)A

’u,(t,,,) ———————
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‘ Descricao Entrada-Saida I

» Denote ga(t,t;) como sendo a saida no instante ¢ do sistema excitado pelo
pulso u(t) = da(t — t;) aplicado no instante t;. Entdo

ga(t,t;)

gera

oa(t —t;)
E baseado na Linearidade:
da(t —t)u(t;))A =5 ga(tt;)u(t;)A (homogeneidade)

D dalt —tdu(t:)A T= ) ga(tit;)u(t;)A (aditividade)

(2

\ 7

~ Saida: y(t)

» Quando A — 0, o pulso da (t — t;) tende ao impulso aplicado em t;,
denotado por 6(t — t;), e a saida correspondente é dada por g(t,t;)
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Resposta ao Impulso

+ oo
v = [ gt ru(r)dr
» Sistema Causal <= g(t,7) =O0Oparat< T
» Sistema Relaxadoem ty <= x(tp) =0

~~ Entao para sistemas causais e relaxados em tg, tem-se:

yw=/gwﬂWWh

to
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‘ Descricao Entrada-Saida I

> Se o sistema linear € invariante no tempo e relaxado em t = 0, entao:

g(t,7) = g(t + T, 7 + TZ = g(t — T, 02 = g(t—171)
deslocado... Instante inicial nulo

Integral de Convolucao

y(t) = /0 g(t — Nu(r)dr = /0 g(m)u(t — 7)dr

~+ g(t): resposta ao impulso aplicadoemt =0

~»  Sistema causal invariante no tempo: g(t) =0 parat < 0
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Sistema MIMO
t

y(t) = [ G(t,7)u(r)dr

to

) g11(t,7) g12(t,m) -+ gip(t,T) ]

g21(t,7) g22(t,7) -+ gop(t,T)
GqXp(th) — . . .

L Gq1(t,7m) gg2(t,T) -0 gep(t,T) |

Sistema com p entradas e g saidas

9ij (t,T) . resposta no instante t na i-ésima saida devida ao im-

pulso aplicado no instante 7 na 7-ésima entrada

G(-,7) : matriz de resposta ao impulso
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Matriz Funcao de Transferéncia — p entradas e g saidas — MIMO

As integrais de convolucao sao substituidas por equacoes algébricas via Laplace...

/0 - ( /O TGt — T)u(f)d7> e~stdt

/Ooo (/Ooo G(t — T)e 5 —T>dt> u(T)e Tdr

/000 G(v)e *Ydv /000 u(T)e °7dr
2 G(s)U(s)

Y (s)

G (s): Transformada de Laplace da matriz resposta ao impulso G(t)
» Sep=q =1 (S5ISO) — Fun¢ao de Transferéncia

» Exige que o sistema esteja relaxadoem t = 0
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Exemplo Circuito RLC sériecom R =3Q, L =1H, C = 0.5F

R

L
—L /66\ (

¢ + <
w(t +_ C —

\

u(t) = Ri(t) + LEL 4 y(t)

Sistema relaxado: i.e., condi¢des iniciais nulas (y(0) = ¢(0) = 0), ent3o:

Y(s) 1

LCs™Y (s) + ROsY (s) + Y () =U(s) = [y = [@a2 7 RCs 1 1

Y(s) _ 2 22
U(s) (s+1)(s+2) s+1 (s+2)

= G(s)
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‘ Descricao Entrada-Saida I

» Resposta ao Impulso: g(t) =2e t —2e7 2%t |, t >0

» Note que para uma entrada qualquer tem-se

y(t) = / gt —myalr)dr + | gt — tyu(mydr , >

— OO to

to to to
/ g(t — Du(r)dr 2e_t/ e u(r)dr — 26_2t/ e’ u(r)dr

— OO — OO

= 2e fe1 —2e e , t>to

Determinacao de ¢q e ¢c3”?
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‘ Descricao Entrada-Saida I

Determinacao de ¢1 e c3. Para t = tg tem-se:

y(to) = 2etoc; — 2e ?toc,

y(tg) = —2etoc; + 4e 2%toc,

» Se y(to) (tensdo no capacitor) e C'y(tg) (corrente no indutor) forem
conhecidas, entdo a saida y(t) pode ser unicamente determinada para t > tg
mesmo que o sistema nao esteja relaxado em tg, ao descrever o estado do circuito:

{y(to),9(to)} , {ci,c2} —  Estado do Circuito em %g

» Note que a informagdo (estado do circuito em tg) necesséria para determinar
unicamente a resposta do sistema nao é Unica e pode haver redundancia....
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‘ Funcoes Racionais em s I

Para G(s) = gg:;

~» (G (8s) é estritamente prépria <= grau de D(s) > grau de N (s) G(o0) =0
~» G(8) é propria <> grau de D(s) = grau de N (s) G (o0) = constante # 0

~» G(s) é imprépria <= grau de D(s) < grau de N (s) | G(o0) | = oo

N
—~ p € C éum pélo de G(s) = Dg; se | G(p) | = oo
N
~» z € C é um zero de G(s) = D:g se | G(z) | =0
UFmMG _ _ _
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‘ Linearizacao I

~» Via Jacobiano (vide Aula 1)

~+ A linearizacao nem sempre se aplica: para alguns sistemas nao lineares, uma
diferenca infinitesimal nas condicoes iniciais pode gerar solucoes completamente

diferentes (hipersensibilidade as condi¢des iniciais, caos)...

Comportamento linear em uma regiao. Exemplo: Mola

, Forca
y=20 )L/
}—» rompimento
AWA Y Y1
T T -
Y2 (7]

Comportamento linear para deslocamentos no intervalo [y1,y2]
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‘ Exemplo — Péndulo Invertido sobre um carrinho I

Exemplo Carrinho com Péndulo Invertido

O O
[ILTT )T

Y

Assume-se que o movimento se da no plano e desprezam-se o atrito e a massa da haste.
O objetivo é manter o péndulo na posi¢do vertical. Modelo (linear)?
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‘ Modelo (linear)? I

» M é a massa do carrinho e ™ é a massa da bolinha

» H,V : forcas horizontal e vertical exercidas pelo carro no péndulo

» Em relacao a M tem-se: Mi—I—H—u Mdzy—u—H
’ | dt? dtz
(d? .
> Em relagdo a m: | moi2 (y +1sin(6(¢))) = H : Horizontal
2
| mg = mjtz (Icos(0(t))) +V : Vertical

Note que %(sin(@)) — 0 -cos(@)  (Vamos omitir a dependéncia em t)

d < (sin(6)) = § - cos(6) — 6° - sin(0)
d s .
Da mesma forma: E(cos(@)) = —0 - sin(0)

d i (cos(6)) = —§ - sin(9) — 62 - cos(6)
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‘ Modelo (linear)? I

» Obtém-se assim as relagdes de equilibrio de forcas para a massa m (que sdo
equagdes ndo lineares!):

H = mij + mlfcos 8 — mlB?sin 0
mg —V = —mlBsin @ — mlO3cos O

7/

» E necessario também aplicar a Lei de Newton ao movimento rotacional do
péndulo ao redor da dobradica (que é uma relacdo n3o linear!):

mglsin 0 = mil%6 -1 + malcos 0

UFMmMG
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‘ Modelo (linear)? I

> Pode-se obter um modelo linear ao considerar pequenas variacoes de angulo
(considerando o péndulo na posi¢cdo vertical como ponto de referéncia). Entdo
para pequenas variacoes de 0 e 0 em relacao a referéncia tem-se:

sin@ 260 ; cosf=1; 62,0%60,00 — 0
» Da forca vertical em relacao a massa m obtém-se:
0 0
mg —V = —ml%—mlé{l:O, l.e. V. = mg
» Da forca horizontal em relacado a massa m obtém-se:
0
Hzmg—l—mlél—mlézbzmgj—kmlé

» Da forca em relacido a massa M do carrinho, considerando H', obtém-se:

M@zu—H:u—mfj—mlé
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‘ Modelo (linear)? I

» Da relacao do movimento rotacional do péndulo ao redor da dobradica tem-se:

mglsinf = ml -1 + malcos 0
mlgd = w0 -1+ wmlijl
go = 10+

» Em outras palavras, o modelo é dado pelas equacoes:

(M—I—m)ﬁ—l—mlé —
16 + i — g6 =
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‘ Modelo Entrada-Saida do Péndulo I

> Aplicando a transformada de Laplace (com condi¢des iniciais nulas) tem-se:

(M + m) s?Y (s) + mls?©(s) = U(s)
(1s? — g) B(s) + s?Y (s) = 0

Obtém-se a FT da entrada u para o deslocamento y do carrinho:
Y(s) Is? — g

Gyu(s) = —
(s) U (s) 52 [(M+m)l32 —g(M + m)

E também a FT da entrada w para o deslocamento angular @ da haste:

©(s) —1
U(s) (M +m)ls2 —g(M + m)

GQU(S) —
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‘ Modelo em Espaco de Estados I

> Definem-se como variaveis de estado: 1 =y, xt3 =9y, €3 = 0, x4 = 0

/
AY
L= | 1 I XT3 T4

Resolvendo as equacoes para i e 6 tem-se:

. gm_g 1
v M+ m M+mu
g(M +m) 1

B (M + m)l B (M—I—m)lu
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‘ Modelo do Péndulo Invertido sobre um carrinho I

Equacdes de Estado (tendo como saida o deslocamento do carrinho (1) e o
deslocamento angula da haste (x3))

0 1 0 0 0
—m 1
0 O J 0
0O O 0 1 0
0 o g(M + m) —1
i (M + m)l (M 4+ m)l |
y = T
UFmG
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Inspiracoes no péndulo invertido? Segway...

r Center of mass
m, Ib

Ao usar um giroscopio, pode-se medir o angulo do segway em relacao a vertical.
O torque aplicado as rodas é gerado por motores elétricos e balanca o segway
fornecendo o movimento desejado para frente ou para trés...

UFMmMG
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Ryno, the One-Wheeled Segway
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‘ Rede Puramente Resistiva I

~+ Pode representar uma versao em corrente continua de uma aproximacao a

parametros concentrados de uma linha de transmissao

~+ Pode representar, com escolhas apropriadas para R e r, um conversor digital

analégico (rede R-2R)

Questdo: Encontre uma equacao a diferencas para a rede puramente resistiva:

R R

XClIEIOE

R
— A

R
— A

)3 )3 30 3

R R
— AW A
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‘ Rede Puramente Resistiva I

~» Considere a (k + 1)-ésima malha. A equacgado a diferencas para esta malha
(que é de 2a. ordem) é obtida da equac¢do da malha:

(2’)" -+ R)’l:k_|_1 — Tik — T’ik_|_2 =0
que évalidaparal < k+1< N —1
~» Para caracterizar unicamente a solucao desta equacao de 2a. ordem, sao
necessarias duas condicoes de contorno. Note que a primeira malha (com a

fonte vs) e a Gltima malha (com a carga Ry ) n3o satisfazem a equacdo acima e

fornecem as duas condicoes de contorno necessarias:

vs = (R4+171)ig— 11
0 = (’I“—|—R—|—RL)’I:N—’I"’I:N_1

UFMmMG

] , p.27 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 3
Reinaldo Martinez Palhares



Manipulador Interagindo por Contato

A idealizacao abaixo é para um manipulador robdtico que interage com um alvo por

contato direto. Neste tipo de aplicacao, o problema é ajustar adequadamente tanto o

Impacto, como a forca de contato em regime permanente que garanta desempenho

satisfatério. E.g., para um manipulador que checa, em alta velocidade, a condutividade

das soldas em um circuito, espera-se que a forca do impacto da ponta de prova nao

danifique as soldas e, ao mesmo tempo, garanta contato suficiente com a forca aplicada

Ponto de contato

xm : CIjS I ﬂja I

007 —> —> —> Y
rr7 | | | G
1 km ' ks ' k1 ' ke V7
amanae— - AM— —— AN —— — MWW
% z 7
A u(t) — My ms — Mg, 2
5 ko %
— — w—— H |
A bm b, by b
_J N
W -~ N lﬁy
Manipulador Sensor Modelo da Ambiente
forca interna
UFmMG
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‘ Manipulador Interagindo por Contato I

Assume-se que a representacao no diagrama anterior é adequada apds a dinamica do
manipulador ter sido linearizada. A dindmica do manipulador pode ser descrita por dois
conjuntos de sistemas lineares, chaveando entre o regime sem contato com o alvo e o
outro do regime em contato. O modelo sem contato é trivial (é de fato uma parcela do
modelo em contato). Objetivo: obter o modelo do manipulador quando estd em contato
constante com o ambiente descrevendo o alvo

1) Considere o deslocamento do Manipulador (x.,) como referéncia:

mmim + bmd:m + kmwm + bs(fbm - Cbs) + ks(wm - CE.s;) — ’U,(t)

ou
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‘ Manipulador Interagindo por Contato I

2) Considere o deslocamento do Sensor (xs) como referéncia:

msd}s + bs(a}.s - C.Urn) + ks(ws - CUTn) + kl(ws - CUa,) + kO(ws - Z) =0

ou

msfés ‘I’ bsa}s - bsa}m + (ks + kl _I_ kO)ws - kswm - klwa - ka =0

3) Considere o deslocamento do modelo do alvo (x,) como referéncia:

madéa + baiba _I_ kawa _I_ bO(iba - 2.:) _I_ kl (wa - ZBs) =0

ou
MaLa + (ba + bO)fba + (ka + kl)wa — boz — kixs =0
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Manipulador Interagindo por Contato

4) Considere o deslocamento em z como referéncia:

ou
b()Z.S — boil.i‘a —I— koZ — koiES =0

Ponto de contato

8
3
8
V)
8
S

ANATUNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNANYN
/N
~
N—
ANTATLURRRNANN AN NNNNNNNNNNNANANN

ATALTALLTALANL AL AN AN NN NN NN
NN NN NN NN NN NN NN

o
3

o~
»

I~
(@)

ba

(
’
\
}
\

Ve e '
Manipulador Sensor Modelo da Ambiente

forca interna
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‘ Manipulador Interagindo por Contato I

~~ Definem-se as variaveis de estado:
L1 — Lmsy L2 — Zijfm,
T3 = Tg; T4 = Ts
s — 23 Te — 2
T7 = Ta; T8 = Ta

Note que ainda é preciso algumas consideracoes para obter a representacao no espaco de

estados adequada. Para tanto, derive a equacgdo diferencial em z (item 4), tal que:
boZ — boXa + koz — koxs = 0

que é equivalente a:

) . . ko . n ko .
e — < = Lg — — 2 —
a bO bO s
) ko ko
= X8 — —Te + 7 T4 (%)
bo bo
UF7 G
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‘ Manipulador Interagindo por Contato I

Da equacdo diferencial no item 3 (obtida em relagdo a x,), tem-se:

—(ba+b0)a’3a— (ka-l—kl)wa_l_ﬁz._'_ﬁws
m Ma

ma ma, a

que é reescrita da forma:

(ba + bo) (ko + k1)

bo k1
7+ —Te + —T3
Mg, Mg, Mg Mg

Ty =

Substituindo &g em (%) (na I[amina anterior), obtém-se a equagdo para &e:

. b, + b ko + k b k k k
2136:—( + 0)5138—( + 1)€U7+ ° _ X €U6+—O€U4+—1€Bs
UF7 G
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‘ Manipulador Interagindo por Contato I

~> Considere a saida como sendo o deslocamento do Sensor. Ent3o:

y:ajS:,’I;3

~» O restante das equacodes s3o:

:1':1 o
. k k b b k b 1
:1':3 a
. k b k k k b k k
T4 ~x1 + 82132—(8+ 1+ 0)2133— ks + x5 + ——xr
M Ms Mg Mg M Mg
:1':5 e
Zi37 I8
UFmMG
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‘ Modelo em Espaco de Estados I

0 1 0 0 0 0 0 0 0
A A ks bs 0 0 0 0 !
21 22 o pe—— m—m
0 0 0 1 0 0 0 0 0
ks b b ko kq

m mss A43 mss mg 0 ™mg 0 0

Tr = s 5 —|— u
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 o 4L X 0 Aes Asr Ass 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
b
0 0o 4L 0 0 2 Asr Ass 0|

e Apy = —(EmiARa) Ay, = _(Bmdba) A, = —(RetRER0) pge = 200 — J0
T S
UF7 G
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Modelo do Telescopio Hubble

Magnetometer

APERTURE DOOR E
v Magnetometer ey ’
-,J) LIGHT SHIELD ¢
; v P2
e
5
¥

HUBBLE HIGH GAIN ANTENNA (2)
SPACE TELESCOPE

CONFIGURATION

S$SM EQUIPMENT SECTION

FINE GUIDANCE OPTICAL

CONTROL SENSORS (3] Coarse Sun Sensor

AFT SHROUD

OTA EQUIP
SECTION

SCIENTIFIC
SOLAR ARRAY (2)

INSTRUMENTS
AXIAL MODULES (4)

RADIAL MODULE
WITH RADIATOR (1) FIXED HEAD

STARIRACKERS MSFC—4/85.

Coarse Sun %
Sensors "

O telescépio tem 2,4 m de comprimento e estd orbitando a Terra a ~570 Km
sendo que a cada 97 minutos realiza uma volta completa ao redor da Terra
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‘ Sensores & Atuadores I

(I{E'f Sens-:-rg) ‘ COBRSE SUH SENSOR [2)
Actuztors MAGMETOMETER [2]
FINE GUIDANCE "'*-.. _
SENSOR [3] h”" __‘9
P l.I'lI e
RATE SENSOR #f‘ : T ——
UNIT (3] 7 e . / ~f MAGNETIC
i i-;‘__, TORGUERS (4]

=

COARSE SUN
SEMSOR (2]

REACTION
/ WHEELS [4]

1%, i COMPUTER
EQUIPMENT
FIXED HEAD

SECTION
STAR TRACKER [3)]
SCIENCE INSTRUMENTS
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‘ Visao Geral I

Starlight

L
®  Tracking and

On € data relay
satellite system
an

Space shuttle ;
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‘ Funcionamento do Telescopio Hubble I

> Hubble usa 6 giroscopios para saber exatamente para onde ele estd apontando.
A ideia é que o giroscépio funcione como se fosse um compasso e sempre aponta
na mesma direcao mesmo quando o telescépio estd orbitando...

> H4 ainda 4 rodas de reacao que movem o telescdpio. A ideia é usar a 3a. lei
de Newton de movimento, i.e., se a roda gira em um dado sentido entao o

telescépio gira em outro

> Além disso, quando Hubble estd "observando”, o sensor de controle fino ird se
referenciar em estrelas préximas tal que garanta que o telescépio fique
precisamente "fixado” apontando na mesma direcao
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Giroscopio
https://en.wikipedia.org/wiki/Reaction_wheel

Modelo ?

> Pode-se usar a segunda lei de Newton (F' = ma) modificada para sistemas
rotacionais em uma dimens3o. Neste caso a forca F' é a soma de todos os momentos
externos em relacao ao centro de massa do corpo considerado, i.e., M dado em N-m.
Ainda, ao invés da massa 1m em si tem-se 0 momento de inércia da massa do corpo em
relacdo ao centro de massa e representado por Z em kg-m?. Além disso considera-se a

aceleracio angular (6(t)) do corpo em rad/s2. Entdo obtém-se:
M =Tb

ou, aplicando a transformada de Laplace:

O(s) 11

U(s) I s2

sendo que a entrada u(t) é dada pela soma de todos os momentos. Neste formato,
trata-se de uma planta com dois integradores e é usualmente reduzida para Slz (o valor

para o momento de inércia da massa do corpo é uma constante...)
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‘ Modelo em Espaco de Estados I

Para G(s) = 1/s2, note que 0(t) = u(t). Pode-se definer:

r1 =0; x5 =0 talque 1 =x3 € x5 =0 =u

Defina a saida y = 6 = x; (posicdo angular). Entdao o modelo é:
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