‘ Generalidades... I

1. Tipificando Sistemas
2. Equacoes Diferenciais

3. Equacoes a Diferenca
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‘ Tipificando Sistemas I

~+ Sistemas com Parametros Distribuidos — descricao por equacoes diferenciais

parciais — sistemas de dimensao infinita

Sistemas com retardo no tempo, e.g., a saida é a entrada atrasada:

y(t) = u(t—1)

u(t)

Estado: {u(t), to—1 <t <ip} (infinitos pontos)
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‘ Tipificando Sistemas I

~+ Parametro Concentrado — descricao por equacoes diferenciais ordindrias ou
mesmo por equacoes puramente algébricas — niimero de varidveis é finito \/

~+ Tempo Continuo — todas as equacoes “fundamentais” sao definidas Vi
(equacBes diferenciais) 4/

~+ Tempo Discreto — se alguma equacao “fundamental” é definida apenas em
instantes discretos no tempo (equacdes a diferenca) \/

~+ Memdéria X sem memoria — no primeiro caso, a saida pode depender de
entradas em instantes de tempo diversas /

~+ Causalidade — saida depende de entradas em instantes passado ou corrente \/
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‘ Tipificando Sistemas I

> Vamos revisitar o conceito de estado

O estado x(tgp) de um sistema no instante ¢y é a informacao

no instante ¢y que, conjuntamente com a entrada u(t) com t > tg,

determina unicamente a saida y(t), Vt > g

Usando o estado em %y, pode-se exprimir a entrada e saida de um sistema no
formato entrada (u), estado (x), saida (y), da forma:

x(to)

— y(t), t > to
u(t), t > to ’
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‘ Tipificando Sistemas I

~+ Neste contexto, pode-se descrever sistemas lineares usando o Principio da
Superposicao:

x1(to) + x2(to)

u1(t) + u2(t), t > to

I (to)

— ayi(t),t >ty (Homogeneidade)
aUuq (t), t Z to

a1y (to) + aaxa(to)

—  a1y1(t) + azya(t), t > to
a1Uq (t) -+ az’u,z(t), t 2 t()
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‘ Tipificando Sistemas I

~+ Invariancia no Tempo — Considere a descricao entrada, estado, saida:

x(to)

— y(t), t > to
u(t), t > to ’

Se o estado inicial é deslocado para tg + T e a mesma entrada u(t) é aplicada a
partir de tg + T (ao invés de tg), entdo a forma de onda da saida y(t) serd a
mesma, porém respondendo apenas a partir de tg + T

— Yyt —-T), t>to+T

e Consequéncia: pode-se assumir, sem perda de generalidade, que tg = 0
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‘ Tipificando Sistemas I

Exercicio 2.3 — Chen, pg. 38 Considere um sistema cuja entrada u e saida y sao
relacionadas por um operador de truncamento da forma:

yt) = (Paw)(t) 2 J U pratsa
para t > «

sendo ox uma constante fixa
Questdo: O sistema é linear? Causal? Invariante no tempo?

Por inspecdo: Sim, Sim, N3o...
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‘ Tipificando Sistemas I

Exercicio 2.4 — Chen, pg. 38 Considere um sistema relaxado (i.e., (tg) = 0),
denotado por y = Hwu. Mostre que se o sistema € causal, entao aplicando o

operador truncamento P, tem-se:

P,y—=P,Hu = P, HP,u

~+ Por hipdtese, como o sistema é causal, entao a saida y em « é:

Y(—oc0,a] — Hu(—oo,a] — HPau(—oo,oo)

P,y =P,Hu = P,HP,u +/
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Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

~+ Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (LIT) podem ser descritos por
equacoes diferenciais ordindrias a coeficientes constantes. Em geral, a ordem da
equacao estd associada ao nimero de armazenadores de energia

Sistema Auténomo — 1% ordem:  + —x = 0, sendo 7 a constante de tempo
T

1
Modo préprio: x(t) = Ke>‘t; EC A+ — =0, = x(t) = Ke_t/T
T

~ 2% ordem: & + 2¢wp® + w2x = 0 (¢: amortecimento; wy,: freq. natural)
Dois modos préprios: (t) = Ke*'; EC: A2 4+ 2Cwp\ + w2 =0

Se A1 # Az: iE(t) — Kleklt 4 Kzekzt
Se Al — AZ — Y w(t) — K1€>\t + Kzte)\t
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Equacoes Diferenciais Ordinarias

Sistemas N3o Auténomos — Método dos Coeficientes a Determinar (ordem n):

x(t) = Z cipi(t) + Z b; f5 (%)
) )

A solugdo é uma combinag3o linear dos n modos préprios p;(t) e das m + 1 derivadas
linearmente independentes f;(t) da entrada (por definicdo, fo(t) = f(t))

Os coeficientes b; sao calculados substituindo-se o termo “forcado” na equacao, e os

coeficientes c; sao determinados ajustando-se a solucao as condicoes iniciais
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Equacoes Diferenciais Ordinarias

Passos
1. Obtenha os modos préprios, raizes da equacao caracteristica
2. Substituir a componente forcada na equacao para obter os seus coeficientes

3. A partir das condicoes iniciais, obter os demais coeficientes
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‘ Exemplo I

Solugdo para o sistema de 1* ordem: 5& + x =t + 10, com (0) = —107

Passo 1: Modo préprio, 5A +1 =0

= A= —-0.2

ki=1
Passo 2: @y = kit + k = kit +k -+ 5ki =t + 10; : = z;=t+5
k =
Passo 3: @(t) = koe *?*+t+ 5, p/ (0) = —10 =
10 wf B -7 p
z(t) = e %2t 4yt 5 | |
0 x(t)
_100 2 lll 6 8 10 t 1‘2 14 16 18 20
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‘ Generalidades — Degrau Unitario u(t) I

u(t)

ue(t) £ (1/e)t ,0<t<e

u(t) = lim+ ue(t)

e—0
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‘ Generalidades — Impulso Unitario §(%) I

Se(t) (0 ,t<oO
1/€
bc(t) = Luc(t) =1 1/e ,0<t<e
€
0 st > €
a(t)
I
5(t) 2 lim 6.(8) : () = Lu(t)
e—)0+ € ’ dt
> &(t) — distribuicdo no espago de Sobolev
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‘ d(t) e seu caradter amostrador I

~+ oo

~» Propriedade: / f@)o(t)dt = f(0),V f(t) contihruaemt =0

+ oo +oo €1
Demonstrac3o: / f(@)é(t)dt = lim f(t)de(t)dt = lim / Ef(t)dt
oo oo 0)

e—0 _ e—0T

b
Usando o Teorema do Valor Médio: / f@)dt = f(y)(b—a) , y € (a,b)

lim / Lp@di= lim T f)(e-0),y € (0, = lim  f(y) = £(0)

—0+ —0+ €
¢ © € —> 0+
Yy € (an)
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‘ d(t) e seu caradter amostrador I

+ oo
~+ Estendendo: / f)o(t —a)dt = f(a)
o0 )
Coroldrio: para f(t) =1, / d(t)dt = 1 = Area Unitaria

~+ Propriedade: §(t) é uma funcdo par, i.e.,, 8(—t) = &
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‘ Resposta a Entrada em Degrau ... I

E ,t>0
0 ,t<0

~» Como a fungdo degrau é nula em (—o0,0) e o circuito é dissipativo, entdo a

tensao no capacitorem t = 0 é nula

~+ A resposta a entrada em degrau pode ser estudada a partir da resposta a uma

entrada constante E com condicOes iniciais nulas

UF 111 G
Reinaldo Martinez Palhares

p.17 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 2



‘ Resposta a Entrada em Degrau ... I

£) — ve(t
Kirchhofr: €8 = ve(t)

= C’Uc(t) Eg’vc —|—’Uc(t) = e(t) (e(t) — E)

T

Modo préprio: A = —%. Solugdo for¢ada: ve . (t) = kE,t > 0
TUc, +vc, =e - kE=FE — k=1 vc(t)zKe_% + E

como vc(0) = 0, entdo K = —F, portanto:

vc(t):—Ee_% + E zE{l—e_ﬂ st >0
ve(t) =0 , 1 <0
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‘ Resposta a Entrada em Degrau ... I
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‘ Manipulando mais um pouco... I

: dvc E _ .
Vejaque: —— = —e Tu(t)+ E {1
dt T

~l|r+

}5(t)

Como o impulso tem um carater amostrador, interessa o valor da funcao que o

+ oo
multiplica em t = 0, tal que: / f)é(r)dt = f(0)
— OO
dv E
Portanto note queem t = 0, E {1 — e_ﬂ =0 e - e_%u(t)
dt T
dv
Particularmente em t = O, C( 0F) = —
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= p.20 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 2

Reinaldo Martinez Palhares



‘ Resposta ao Impulso? I

Por definigcdo, a resposta ao impulso h(t) de um sistema LIT causal é a saida
quando a entrada é um impulso unitario 6(t) com condig¢des iniciais nulas.
Lembrando que: §(t) £ %u(t), pode-se escrever h(t) a partir da derivada da
resposta do sistema ao degrau:

d
h(t) = ¢ Jresposta ao degrau
Ent3o, considerando o exemplo do circuito: h(t) = %{ {1 — e_ﬂ u(t)}
1 _ . _t
h(t) = —e~Fu(t) + [1 _e } ,
T
1
h(t) = —e T u(t)
T
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‘ Transformada de Laplace I

~» Considere f(t) continua e nula parat < 0
F(s) £ /00 f(t)e *tdt; s = o0+ jw
0
~» Simbologia: F'(s) = L[f(t)]
LIf@#)] = sF(s) — £(0); L[f(t)] = s> F(s) — sf(0) — £(0)

~+ Aplica-se na solucao de equacdes integro-diferenciais com coeficientes
constantes:

% Torna algébricas as equacoes diferenciais

% Simplifica o cdlculo da resposta impulsiva
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‘ Tabela de Transformadas de Laplace I

Funcao no Tempo || Transformada
d(t) 1
u(t) s
e *u(t) ta
e “u(t) Ty
cos(wt)u(t) pa
sin(wt)u(t) i
e~ cos(wt)u(t) (S+Z‘)"2°’+w2
e~ sin(wt)u(t) GTa)ZTa?
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‘ Expansao em Fracoes Parciais. Por qué ? I

~» Considere uma fun¢ao racional em s descrita por N (s)/D(s)
Caso 1) D(s) nao tem raizes repetidas

8—|—1 S—|—1 —k1—|— I{iz 4 ]{33
s3+52—6s s(s—2)(s+3) s s—2 s+43

N(s) 1
D(s)|s =0 6
N (s)
D(s)
N (s)
D(s)

1{3128

3

s—9 10

k2:(8—2)

2

s =—3 15

,{33: (8—|—3)
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‘ Caso 2) D(s) com raizes repetidas I

s +2s+16 _ _kistk: ks  ka
(s +2)24+4]s(s+2) (s+2)2+4 S (s + 2)
_ N(s) _ 16 _
T D) s 2®)
_ N(s) _(=2)" —(2)(2) +16 _
I 770 | Py o= ) R

Reescrevendo o fator inicial do lado direito sob um denominador comum e equacionando

o numerador:

8425416 = (k1s+ka2)s(s+2)+ks [(s +2)? + 4] (s+2)+ka [(s+2)* +4]s

lgualando as poténcias:

3 _25% 4 k1S3 = 0 ki=1
2 2 2 2 =
6s° — 85° + (k2 + 2k1)s® = s ko =
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‘ Exemplo I

Para: # +2¢+2x=0; «(0) =5 , #(0) = —2

5(s + 2) n —2
s2 +2s+2 82425+ 2

(82—|—28—|—2)X(S) = (s+2)x(0)+x(0) X(s) =

2.5 —32.5 2.5+ 372.5 b n —7
s+1—j ' s+1+j  s+1—35  s+1+j

£ X(s)] — x(t) = (2.5 — j1.5)e 7Tt L (2.5 4 j1.5)e(T1 T

FracGes Parciais: X (s) =

5

4+

3+

x(t)
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‘ Exemplo — Resposta ao Impulso I

Para: & 4+ 2& 4+ 2 = d(t) ; «(0) =x(0) =0

1 —40.5 40.5

2 _ - —
(s“"+254+2)X(s) =1 = X(S)_32—|—23—|—2_s—|—1—j+s—|—1—|—j

£L7H[X(s)] — x(t) = —j0.5e 7Dt 4 jo.5el 71T

0.35

0.3

0.25

0.2

0.1

0.05

-0.05
0
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‘ Equacoes a Diferencas I

~ 1% ordem x(k + 1) = ax(k), x(0)=1

modo préprio: (k) = cA* = eAfFtl =cad* = A =a

1
como z(0) =1 = Mzc)\o ou c=1 .. x=(k)=a"

oo

Transformada Z2  Z[y(k)] = Z y(k)z—k
k=0

1 se k=m
e pulso 6(k —m) = = Z[0(k—m)] =2z
0 se k£ m
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‘ Exemplo 2.16 - Chen, pg. 36 I

Considere uma conta de investimentos. Se a taxa de retorno depende do montande do
dinheiro na conta, tem-se um sistema n3o linear. Se a taxa de retorno é a mesma
independentemente do montante de dinheiro na conta, entao o sistema é linear. A conta
é um sistema variante no tempo se a taxa de retorno muda com o tempo, ou um sistema
invariante no tempo se a taxa de retorno é fixa. Considere o caso linear e invariante no
tempo com taxa de retorno r = 0,015% ao dia e reajustado diariamente. A entrada
u(k) é a quantidade de dinheiro depositada na conta no k-ésimo dia e a saida y(k) é o
volume total de dinheiro na conta ao final do k-ésimo dia. Se alguma parte do montante

é sacado, entdo u(k) é negativo.

Se um cliente deposita R$ 1,00 no primeiro dia (isto é, u(0) = 1) e nada mais depois
(u(k) =0,k =1,2,3,...), entdao y(0) = u(0) =1 e:

y(1) = 1 + 0,00015 = 1,00015
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‘ Exemplo 2.16 - Chen, pg. 36 I

Como o dinheiro é reajustado diariamente, obtém-se
y(2) = y(1) + y(1) X 0,00015 = 1,00015 X y(1) = (1,00015)? ...
y(k) = (1,00015)*

Como a entrada (1,0,0,...) é de fato uma sequéncia pulso, a saida é, por definicao, a

sequéncia da resposta ao pulso ou
g(k) = (1,00015)%

E a descricao entrada-saida da conta é descrita por:

k

y(k) = Y gk —m)u(m) = 3 (1,00015)""u(m)

UFMmMG

) , p.30 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 2
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Exemplo 2.16 - Chen, pg. 36 I

1. Qual é a func3o de transferéncia considerando que o estado inicial é nulo ou,

simplesmente, n3o existe dinheiro na conta no momento inicial da aplicacao?

Z[g(k)] = i(1,00015)kz‘k = i(1,00015z_1)k

1 z

~ 1-1,000152-'  z — 1,00015

2. Equacao em espaco de estados a tempo discreto?

Suponha que y(k) é o volume total de dinheiro ao final do k-ésimo dia tal que:

y(k+1) = y(k) 4 0,00015 y(k) + u(k + 1)
— 1,00015 y(k) + u(k + 1) (1)

Defina o estado: (k) = y(k) — u(k), entdioy(k + 1) = x(k+1) +u(k + 1):

z(k + 1) 1,00015xz(k) + 1,00015u (k)
y(k) = x(k) + u(k)
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‘ MATLAB I

~+ tf — descricao para FT ou conversao de um modelo LIT para FT
Como? sys = tf(num,den) (em"s”) sys = tf(num,den,Ts) (em “Z"
Se: sys = ss(A,B,C,D), entdo a FT=tf (sys)

Ainda: tfdata — extrai o numerador e denominador da FT

~+ 88 — descricao para um modelo em espaco de estados ou conversao de um modelo

LIT para espaco de estados
Como? sys = ss(A,B,C,D) (continuo) sys = ss(A,B,C,D,Ts) (discreto)
Conversao de TF para espaco de estados: sys= ss(tf(num,den))

Ainda: ssdata — extrai as matrizes A, B, C e D do modelo de espaco de estados
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