‘ Descricao de Incertezas e Estabilidade Robusta I

1. Estabilidade robusta?

1.1.  Funcao de transferéncia nominal e critério de estabilidade robusta
2. Caracterizando modelos de incertezas nao-estruturadas

2.1.  Incerteza multiplicativa

2.2. Incerteza aditiva
3. Caracterizacao do critério de estabilidade robusta em termos da funcao

sensibilidade

3.1 Teorema do ganho pequeno
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Estabilidade Robusta

Estabilidade Robusta O que motiva esta “nova” caracterizacio de estabilidade?

1. Primeiramente, os modelos utilizados para projeto sao quase sempre aproximacoes
de sistemas reais. Normalmente no projeto classico omite-se as “incertezas” associadas a
variagcOes de pardmetros (causados, por exemplo, por alteragbes devido a temperatura,
envelhecimento, linearizagdo em torno de pontos de operacdo) ou ainda dindmicas n3o

modeladas

2. Tradicionalmente utiliza-se para o projeto uma funcao de transferéncia nominal
que represente um modelo “central’, denotado por G¢. Este procedimento é o adotado
no projeto classico onde assume-se que o processo a ser controlado é descrito por um

unico modelo matematico

3. Veja, no entanto, que enquanto o projeto do controlador é realizado apenas para a
funcao de transferéncia nominal, o sistema real deve ser estavel para toda uma classe de

funcoes de transferéncia que representam todo o conjunto de incertezas
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‘ Estabilidade Robusta — Incertezas Nao-Estruturada I

Uma forma realistica de representar incertezas na planta é descrever a funcao de
transferéncia contendo um fator de incerteza. Como exemplo, pode-se considerar a

forma abaixo denominada incerteza multiplicativa:

G(jw) = Go(jw) x (1 + Wa(w)A(jw))

~+ Go(jw) denota a fungdo de transferéncia da planta nominal

~ Wa é uma funcdao magnitude que quantifica as variacoes na planta em freqiiéncia e

é limitada superiormente da forma: ‘Wg < |Wa|

Geralmente o valor do limitante W5 é pequeno para baixas freqiiéncias, aumentando
progressivamente para altas freqiiéncias

~+ A funcao A(jw) representa a incerteza em fase e é restrita apenas a condig3o

[A(w)| <1
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‘ Estabilidade Robusta I

Uma representacao grafica do fator de incerteza multiplicativo é ilustrado abaixo

Magnitude

w (rad/s)

Sob a ética do ferramental disponivel até o momento, o critério de estabilidade robusta

pode ser apresentado da seguinte forma:

“O critério de estabilidade robusta preceitua que projete-se um controlador
para a planta nominal, Gg, que resulte em um sistema estdvel para qualquer

descricao de fator de incerteza como, por exemplo, a incerteza multiplicativa’
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‘ Incertezas Nao-Estruturada I

Antes de caracterizar o requisito de estabilidade robusta, torna-se necessario “ilustrar”
como pode-se obter descricoes de incerteza.

Exemplo Considere o modelo nominal

K
52

Go(S) =

que representa um dispositivo de leitura e gravacao com memdria magnética modelado
em baixas freqiiéncias. No entanto, o braco que sustenta o cabecote de gravacao e
leitura possui um pouco de amortecimento com freqiiéncia ressonante “incerta”.
Suponha que a fim de incluir informacdes sobre estas variacoes, o modelo possa ser

melhor representado por um sistema com freqiiéncia ressonante em wg e amortecimento

B da forma:
K B 2
G(s) = & « woS + wo

s2 s2 4+ Bwos + wg
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Esta funcao é uma aproximacao para um sistema de 2a. ordem que inclui o modelo
inicial em baixas freqiiéncias e informacoes sobre a freqiiéncia ressonante e

amortecimento. Veja que para variacoes de wg e B obtém-se uma familia de modelos

Evidenciando-se wqg, obtém-se o modelo da forma:

G(s) = K o (Bs)/wo + 1
52 7 (s/wo)® + (Bs)/wo + 1

e Como pode-se descrever a funcio do modelo de incerteza W5 para este caso?
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Solucao

A funcao de transferéncia do modelo pode ser reescrita da forma a seguir, somando-se e

subtraindo-se o termo (s/wo)? ao numerador da equac3o:

K —(s/wo)?
Glo) =5 [1  (5/w0)? + B(s/wo) + 1]

Note que a equacao acima estd no formato descrito para incertezas multiplicativas, isto
é G(jw) = Go(Jw)(1 + W2 (w)A(jw)), sendo o modelo nominal descrito por
Go(s) = K/s?,

—(s/wo)”

Wa(@) = | e Jwo)? + (Bs)Jwo + 1

e |AQjw)l =1

sS—jw
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Um esboco para a funcao Wz para valores, por exemplo, de wo = 1rad/s e B = 0.03
é apresentado a seguir

2
10° . . ————

1 0 S R S & .......................................... —

10717 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
1072 -1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - i0 1
10 10 10
w (rad/s)
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Um esboco para uma familia de ﬂNfz comwog=1, wo =6, B=0.03e B=0.3

10° ¢

B=0.03 B=0.03

Wo

w (fad/s)
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Para este exemplo, um limitante superior W4 para W2 pode ser descrito por um filtro
passa-altas da forma abaixo:

2

107 T T R R R R

Wa
S
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© Reinaldo M. Palhares pag.10 Introducdo ao Controle Robusto — Aula 2



‘ Incerteza Nao-Estruturada I

Exemplo Considere a familia de funcdes de transferéncia para uma planta com

amortecimento desconhecido, porém limitado,

1
G€(8)=82+€S+1, 0.4 < ¢ <0.8

Obtém-se uma descricio completa para a variacdo de & em torno de 0.6, ie

£=0.6+02A, —-1<A<1

Substituindo a descricao acima na familia de funcoes de transferéncia obtém-se

1
s2 4+ (0.6 + 0.2A)s + 1

Ge¢(s) =

e evidenciando o termo (s 4 0.6s + 1) obtém-se

1 0.2sA
Gels) = <s2 1 0.65 + 1) /(H' 52 —|—O.6s—|—1>
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

*. definindo-se a funcao de transferéncia da planta nominal para o valor & = 0.6

1

Go(s) = s2 4+0.6s+4+1

sendo a descricao para a incerteza:

(W2 =102s] ¢ —1<A<1

Desta forma a familia de funcoes de transferéncia pode ser denotada por:

Go

Ge(s) = ——
¢(s) 1 + W2AGo

= Go (1 + vazAGo)_l

estando no formato do tipo incerteza aditiva inversa
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‘ Incerteza Nao-Estruturada I

O diagrama de blocos para esta forma de incerteza (que é uma variagido da incerteza
multiplicativa) é apresentado abaixo

L
v
N
o
v

Veja que do diagrama acima

—~ G
yzGo(u—z):Go(u—AWzy) = G = 0
1+ GoW2A
UF
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‘ Incertezas Nao-Estruturadas: diagrama de blocos I

e Pode-se obter também outras variacoes de descricao de incerteza para uma forma

genérica com duas funcoes de ponderacio Wi e Wa

\J

Incerteza aditiva inversa: Go (I + W3 AWQGo)_l

UF /M G
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‘ Incertezas Nao-Estruturadas: diagrama de blocos I

___________________________________________________________

___________________________________________________________

Incerteza multiplicativa inversa na entrada: Go (I + W1 AW5) 1

UF /M G
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‘ Incertezas Nao-Estruturadas: diagrama de blocos I

Incerteza multiplicativa inversa na saida: (I + W1 AW>) " 1Go

UF /M G
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‘ Incertezas Nao-Estruturadas: diagrama de blocos I

Conjunto de Modelos Tipos de Incertezas Caracacterizadas

Erros de saida — sensor
Dinamicas em altas freqiiéncias nao-modeladas:
(1 4+ W1 AW2)Go . .
atraso de transporte, ressonancias eletro-mecanicas...

Zeros no semiplano direito “incertos”

Erros de entrada — atuador
Go(l + W1 AWS) Dinamicas em altas freqiiéncias negligénciadas

Zeros no semiplano direito “incertos”
p

4 Erros em baixa freqiiéncias:
14+ W1 AW2)™ "Go o A o o
variacoes de parametros com condicoes de operacao, idade...

Go(l + Wi AW,) ™1 Erros em baixa freqiiéncias

Erros aditivos na planta

Go + W1iAW:> A A
Dinamicas em altas freqiiéncias nao-modeladas

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

O problema? como determinar um controlador que assegure especificacoes de
desempenho em malha fechada sem um modelo preciso para o processo

O que se espera? o controlador deve operar de forma “satisfatéria” para toda
uma familia de modelos

Representacao do modelo do erro? G é a planta nominal e o modelo do
erro é, por exemplo, Gg + 9, sendo d a representacdo da dinamica desconhecida...

Problema de estabilizacao robusta? Para Gg dado. Determine um
controlador estabilizante D para toda a familia de modelos G¢g + 9, para o qual

|6| é maximizado...

e D que maximiza || é robusto e étimo no sentido que estabiliza a maior bola
de modelos com centro em G !

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

~+ Assuma que algum projeto para o controlador D tendo como referéncia a
planta nominal, GG, esteja pronto e o sistema em malha fechada seja estavel

e Portanto a curva de Nyquist de DG nao cruza o ponto —1 ! Neste caso a
equacao caracteristica

1+ D(jw)Go(jw) =0
nunca sera satisfeita para qualquer valor de freqiiéncia, w !l
e Por outro lado, para a planta incerta descrita por

ser robustamente estavel, a equacao caracteristica, 1 + DG = 0, nao deve se

anular para qualquer freqiiéncia, w, e quaisquer valores de Wy e A

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Levando em conta a discussao anterior, pode-se obter o requisito para satisfazer o
critério de estabilidade robusta considerando que:

1+ D(jw)G(jw) # 0, Vw
1 +D[G0 (1 + WQA)} £0
Colocando o termo 1 + DGy em evidéncia

Go —

Wo A 0
14+ DGy ’ >;é

(1 + DG) (1 +

UF VYW G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Defini-se 7 como sendo a funcado de sensibilidade complementar:

D(w)GolGw) _ | goy

T = T D(jw)Goljw)

Logo
(1 + DGy) (1 + TVT/‘ZA) £ 0

e Como o sistema nominal é estdvel, entdo necessariamente (1 + DGg) # 0
para qualquer freqiiéncia, w, e quaisquer Wz e A. Entao da dltima equacao
conclui-se

‘TWQA‘ <1

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Desta forma
|T]|Wa| |A] <1

como |A| < 1 e considerando o limitante superior, |W2| < |W3| obtém-se

Estabilidade Robusta

i)
T||Wa| <1, ou |T|<|Wa|™", ou |[Wo <|T|™' VYw

Nota Outro tipo de descricao de incerteza, gera outro critério de estabilidade
robusta...

UF VYW G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Nota Pode-se obter uma representacao grafica para o critério de estabilidade
robusta no diagrama de Nyquist. O ganho de malha é dado por

L, 2 DG = DGy (1 + WzA)

com |W2| < |Wz|, e L = DGq obtém-se L, = L + LW3. Portanto a
estabilidade robusta é verificada se e somente se o sistema é estavel

VL, = L, ndoenvolveoponto —1

UF VYW G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Como a distancia do ponto —1 ao centro do disco representando L, é dado por

1+ L|, entaode L, = L + LW5, obtém-se um disco centrado em L e raio
p
| LW3|, como ilustrado abaixo

Plano-F’/
|1+ L|

UF M G ~
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Exemplo Considere o mesmo dispositivo de leitura e gravacdo com memoria
magnética apresentado anteriormente. Suponha que o parametro B esteja
limitado ao intervalo de variacao 0.03 < B < 0.3 e a freqiiéncia ressonante
wo>1rad/s. Esboce o limitante 1 /Wy

Solucao Basta utilizar a instrucdo ‘bode’ e plotar 1/W2 para B = 0.03 e

B = 0.3 com wg > 1 como , por exemplo, wg = 1 e wg = 6 (rad/s). A curva
delimitada pela linha horizontal combinada com a curva para B = 0.03 e

wo = 1 representa a fronteira da regiao procurada

UF VM G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Exemplo Considere um processo com modelo nominal

170000(s + 0.1)

G —
0(8) = (51 3)(s% + 10 1 10000)

com pélos em {0; —3; —5 £ 799.8749}. Deseja-se considerar o efeito de um
pdlo ndo modelado ao redor da freqiiéncia de 50rad/s. Neste caso a pertubacdo

multiplicativa é determinada de

—~ —8
= Wy =
s + 50 s + 50

(14 WaA) =

Verifique qual controlador abaixo garante estabilidade em malha fechada:

1. D:(s) =0.5
0.15(s + 25)

2 Dals) = =755

UF V" G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Solugcio Basta verificar o critério de estabilidade robusta: |[Wa| < |77, Vw

e W5 é um limitante superior para W5. Como construi-lo? De Bode:

Bode Diagram

5

Magnitude (dB)

e Conclui-se que o limitante superior para Wy é exatamente Ws ...

UF VYW G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

Novamente, para satisfazer o critério de estabilidade robusta,

1

DGw)GoGw)|” ¢

Wa| = |Wa| < |77 =1+

basta analisar no diagrama de Bode se para os controladores dados o critério é
verificado Yw

UF VYW G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

1. Para o controlador D4 (s) = 0.5 obtém-se

Bode Diagram

80 -

60 -

40 -

(dB)

20

: 1 REE
L+ 51Ge)GoGw)

Magnitude

@ Critério de estabilidade robusta satisfeito ?

UF /M G
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Caracterizacao do Critério de Estabilidade Robusta

0.15(s + 25)
(s + 2.5)

Bode Diagram

2. Para o controlador D2(s) = obtém-se

100

80—

60 -

40 -

(dB)

20—

1 . .
)Go(Gw)

I+ Dz(jw

Magnitude

-60 [~

_80 1 H - HE 1 H - ,
10 10 10 10 10

e Critério de estabilidade robusta satisfeito? Agora o ganho de malha DG é
reordenado na faixa de freqiiéncia 5 < w < 25 para o controlador (de atraso) D2

UF VYW G
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O Problema do “Ganho Pequeno”?

~» Por que o critério de estabilidade robusta é um problema de “Ganho Pequeno”?
Considerando o formato |7 (jw)W2| < 1, neste exemplo:

Bode Diagram

0.35

0.3

0.25 -

| T(Gw)W2| <1

0.2

Magnitude (abs)

0.1

0.05 -

Frequency (rad/sec)

e Se |7 (jw)| é grande, entdo |Wa2| necessariamente é pequeno ...
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‘ Critério de Estabilidade Robusta X Desempenho Nominal I

Desempenho Nominal

()
S||Wi| <1, ou [S|<|Wil™% ou |Wi|<|S|”' VYw

Estabilidade Robusta

)
| 7| [W2| <1, ou 1T| < |[W2|™", ou |[Wa| < |T|™', Yw

Compromisso ?

UF VYW G
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