‘ Controle em Espaco de Estados I

1. Relembrando o contexto de estabilidade
2. Conceito de Controlabilidade

3. Projeto de controle por realimentacao completa de estados

3.1 Exemplos
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‘ Relembrando — Estabilidade no Espaco de Estados I

~~ Considere o sistema auténomo (u = 0) da forma:

z(t) = Ax(t), x(0) = xg

Para checar se o sistema é estavel, basta calcular os autovalores da matriz A e
avaliar se todos tém parte real negativa

> Lembrando que autovalor satisfaz:
A = Ax, Vax#£0
i)

AM—A)x=0 = (Al —A)ésingular = |Al—A|=0

Ent3o os autovalores s3o as raizes do determinante: |[Al — A| =0
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‘ Controlabilidade — Partindo os motores I

Questdo: Um estado pode ser “controlado” (ou modificado) a partir da entrada?

Rl R2
H —

Ci | Cs
R3 Yy

(D

Definem-se as varidveis de estado como sendo v, e v,

> Note que a tensdo no capacitor C3 n3o pode ser alterada (controlada) a

partir da entrada w pois o circuito esta aberto em y

> Por outro lado a tensio no capacitor C; pode ser modificada (controlada)

> Além disso, serd que a saida y (que é a tensdo em R3) tem alguma influéncia?
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‘ Controlabilidade I

z(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xg
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Considere o sistema:

com A € R*"*™ B € R*"*™ C € RPX™ e D € RPX™

Definicao O sistema acima ou o par (A,B) é dito ser controlavel se, para
qualquer estado inicial £(0) = x¢ e para qualquer estado final @y, existir uma
entrada u(t) qualquer que transfere o estado de &g para 7 em tempo finito

> A definicao requer apenas que se possa mover qualquer estado inicial, no
espaco de estados, para qualquer estado final em tempo finito. N3o ha restricoes
quanto a trajetdria a ser seguida e nem quanto a magnitude da entrada

> A equacao de saida y(t) nao influencia a controlabilidade
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‘ Controlabilidade — Aquecendo os motores I

No circuito abaixo defina: *1 = v¢, e T2 = v, (considere C = C1 = C?)

+ . + . u=x1 +1tcR =21+ RCx1
3 W— Ty ——
”G) - - u=x2 +1cR =x2 + RCx>
- {
R R -1 0 1
l l 0 1 1
\ RC RC

> E facil notar que a partir da entrada w(t), pode-se alterar &1 (t) ou x2(t)
(um ou outro) tal que atinjam qualquer estado final arbitrario

> No entanto, n3o é possivel alterar 1 e 2 (ambos) para qualquer estado final
arbitrario devido a simetria. E.g., se 1(0) = x2(0) = 0, independentemente da
entrada u(t) que for aplicada, sempre tem-se x1(t) = x5 (t) para todot > 0

> O circuito é nao controlavel
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‘ Como checar se um sistema é controlavel? I

Para o sistema:
z(t) = Ax(t) + Bu(t)

pode-se determinar se o sistema é controldvel (ou o par (A,B) é controlavel)
construindo a matriz de Controlabilidade C € R™*"™"™ da forma:

¢c=|B|AB|A2B|... | A»1B |
e checar se a matriz C tem posto/rank completo de linhas igual a n

~ Para sistemas SISO, B € R™*! e a matriz de Controlabilidade C é uma
matriz quadrada (n X n). Neste caso, para checar se o sistema é controlavel
basta checar se posto(C) = n ou, em outras palavras, se C é invertivel (que é
equivalente a checar se o determinante de C é ndo nulo)
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‘ Controlabilidade I

Retornado ao exemplo do circuito:

u=x1 +1cR =1+ RCx
r1 —_—C vy ——C Uu=x2+1cR =x2 + RCx>

_|_
_|_

1
x + Rlc u
RC

\ - 7 - 4
e v/

\ A B

AN
=y
AN
=y
=
|
|
S
Q
|
g

Matriz de Controlabilidade sendo que n = 2 (dimensao do vetor de estados x):

1 1
C = [ B AB } = Rlc (Rf)2 , posto(C) =1 # n (e det(C) = 0)
| RC T (®O)® |
> E n3o controlavel
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‘ Controlabilidade I

Exemplo Considere o modelo de um sistema da forma (n = 4):

( ‘001 0 0| 0 |
00 —1 0

r = T + u

< 00 0 1 0
00 5 0 2

\y={1000}w

Matriz de Controlabilidade: C = { B AB A?B A3B }
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‘ Controlabilidade I

0 1 0 2
1 0 2 0
C = , posto(C) = 4 = n == Sistema controlavel
0 —2 0O —10

—2 0 —10 0

Matlab C=ctrb(A,B) retorna a matriz de controlabilidade C. Um script:

A=[0 1 0 0;00 -1 0;000 1;0050]; B=[0 10 -2]"7;
if rank(ctrb(A,B)) == size(A,1)

disp(’Sistema Controlavel’)

else disp(’Sistema ndo Controlavel’)

end
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‘ Controle por Realimentacao de Estados I

Considere o sistema n dimensional e SISO (uma entrada e uma saida):

i(t) = Awx(t) + Bu(t)
y(t) = C=z(1)

com z(t) € R", A € R»*"™ B € R"*1 e C € R'*"™. Para realimentacio
negativa dos estados x(t), com u(t) = —Kx(t) + r(t), tem-se:

K
7 (t) CL) u(t) 4 (1) I x(t) v®)

_|_
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‘ Controle por Realimentacao de Estados I

Como o sistema é SISO e considerando que o sinal de referéncia é nulo
(r(t) = 0), entdo a entrada de controle u(t) é dada por:

u(t):—Ka:(t):—[kl ky e kn}w

isto é, K € R'>*™. Ao substituir w(t) no sistema &(t) = Az(t) + Bu(t) ou,

em outras palavras, ao fechar a malha, tem-se:
i(t) = (A — BK) z(t) = Az(t)
sendo A = A — BK a matriz do sistema em malha fechada

> Ent3o é claro que o sistema em malha fechada é estdvel se todos os
autovalores de A = A — BK tém parte real negativa
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‘ Controle por Realimentacao de Estados I

> Note entdo que a equacao caracteristica associada a malha fechada com
A = A — BK, e que calcula os autovalores, é obtida do determinante:

Al — (A — BK)| =0

> Lembrando que se todos os autovalores de A — BK tém parte real negativa,
para qualquer condi¢3do inicial (0), a resposta do sistema em malha fechada

£(t) = (A — BK) x(t) satisfaz:

z(t) = eA"BE)t3(0) — 0, quando t — oo

> Qual é a ideia? Selecionar (alocar) autovalores em malha fechada que

satisfacam especificacoes de projeto e, na sequéncia, forcar que estes autovalores
satisfacam |[Al — (A — BK)| = 0, sendo o ganho K uma incégnita
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‘ Uma “Receita” de Bolo para Projeto “a mao” I

Exemplo Considere &(t) = Ax(t) + Bu(t) =

1 3
3 1

x(t) +

1
0

u(t)

Note que como os autovalores de A sdo {—2;4}, entdo o sistema em malha

aberta é instavel (malha aberta significa que u = 0)

> O problema de controle se resume a obter a lei de controle por realimentacao

de estados (u(t) = —Kx(t)) que garanta estabilidade em malha fechada...

> Como garantir que existe u(t) que torna o sistema em malha fechada estavel?

E preciso avaliar se o sistema é controlavel. Note que a matriz de Controlabilidade

cz[B AB}z

0

3

tem posto 2 = n e, portanto, o sistema é controlavel
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‘ Uma “Receita” de Bolo para Projeto “a mao” I

» Realimentado os estados: u(t) = —Kx(t) = —[ ki ko }w(t) tem-se
z(t) = (A — BK)x(t), ou

[ )

i(t) = _H L az(t>=[1_’“l S_kz}wa)

3 1

A\ - 7

7" 2% ¢

E o polinbmio caracteristico em malha fechada é:
Af(A) =AM — (A —BK)| =X+ (k1 — 2)A\ + (3ky — k1 — 8)

> Ao se escolher k1 e ko de forma apropriada, pode-se alocar os autovalores do

sistema em malha fechada em qualquer posicao arbitraria!
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‘ Uma “Receita” de Bolo para Projeto “a mao” I

> Como obter K7 Neste projeto deve-se garantir estabilidade. Force, por
exemplo, que os autovalores em malha fechada sejam: —1 e —3 (para se ter
estabilidade). Neste caso, o polinémio caracteristico em malha fechada é dado
por:

ArAND) =A+1)A+3)=X+4X+3

Ao se igualar os polindmios caracteristicos em malha fechada A, da forma:
Ar(A) =2 +4X+3 =2+ (k1 —2) A+ (8ky — k1 — 8)

N

igualam-se também os coeficientes nas respectivas poténcias em A para se obter
kﬁl € kﬁz
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‘ Uma “Receita” de Bolo para Projeto “a mao” I

Ent3o basta resolver o sistema de equacoes:

|
1N

ki—2
3k2-k1—8 —

e obtém-se k1 = 6 e ko = 5.6667 ou, em outras palavras, o ganho de

realimentacao de estados é dado por:

K = [ 6 5.6667

E facil verificar que os autovalores de A — BK s3o, de fato, —1 e —3:

7. Usando Matlab
A=[1 3 ; 3 1]1;B=[1; 0]; K=[6 5.6667];

eig(A-B*K) 7, calcula os autovalores em malha fechada
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Exemplo — Hubble

Retornemos ao modelo do telescépio Hubble apresentado na Aula 5

Magnetometer ’
N

Magnetic Torquers

Magnetometer

Coarse Sun Sensor

Coarse Sun -« o
Sensors '
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‘ Exemplo — Hubble I

A FT do telescépio Humble é G(s) = 1/s2, i.e., §j(t) = u(t). Definindo-se:
x1 =y (posicdo angular); x2 =y (velocidade angular)

tal que

entao tem-se o modelo em espaco de estados:

i) = |0 Mz + 0] ue
0O O 1
- -

Suponha que as variaveis de estado sao mensuraveis, i.e., as medidas da
posicao e velocidade angulares estao disponiveis para realimentacao
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‘ Exemplo — Hubble I

> Note que os autovalores da matriz A sao iguais a zero. Portanto o sistema em

malha aberta é instavel...

/

> E um sistema controldvel? Note que a matriz de Controlabilidade

0
1 0

C=|B AB|=

tem posto 2 (determinante n3o nulo) e, portanto, o sistema é controldvel

> Para este projeto a ideia é que o controle por realimentacao de estados aloque

os autovalores em malha fechada em:
A1,2 = —0.707 = 50.707

isto é, autovalores com parte real negativa para que o sistema em malha fechada

seja estavel
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i(t) =

obtém-se o polinbmio caracteristico em malha fechada:

Ar(A) =Ml = (A - BK)| =

‘ Exemplo — Hubble I

> Ao realimentar a planta

(

\Ta

0
1

——
=B

A\ . 7

ks

Ve

/

A
k1

x(t) =

—1
A+ ko

1
z(t)
— ko
— )\2 —|— kﬁz)\ —|— kl

> Além disso, para os autovalores em malha fechada em —0.707 £ 70.707,

tem-se também o polinbmio caracteristico em malha fechada:

A¢(A) = (A+0.707450.707)(A+0.707—350.707) = A\%241.4141+0.9997
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‘ Exemplo — Hubble I

Ao igualar os polindmios caracteristicos em malha fechada A ¢:

Ar(N) = A% 4+ 1.4140\ + 0.9997 = A% + ko X + kg
obtém-se: K = {0.9997 1.4140}

Matlab Um script usando a funcdo “place’ (esta fungdo pode ser usada para
sistemas de qualquer dimens3o, e também para sistemas MIMO ou SISO):

A=[0 1;0 0],B=[0; 1]
if rank(ctrb(A,B)) == size(A,1) 7, Garante controlabilidade!
disp(’Autovalores em malha fechada:’)
p=[-0.707+j*0.707 -0.707-3j*0.707]
disp(’Ganho K de realimentagdo de estados:’)
K=place(A,B,p)

end
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‘ Exemplo — Hubble I

Matlab Um script simulando a resposta temporal em malha fechada:

A=[0 1;0 0],B=[0; 1]

% Autovalores em malha fechada

p=[-0.707+j*0.707 -0.707-j*0.707];

%» Projeto do ganho de realimentacgdo de estados

K=place(A,B,p)

7%, Malha fechada considerando todos os estados medidos, i.e. C=I
sistema=ss(A-Bx*K, [],eye(2), [])

%» condigdo inicial (deslocamento e velocidade angulares)
xo=[1;0.1];

%» Resposta temporal em malha fechada para a condigdo inicial xo

initial (sistema,xo0)
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‘ Exemplo — Hubble I

Respota Temporal em M

alha Fechada para a condigéo inicial xo

Z 05} :
2
Ot .
0 4 6 8 10
0
=
~ =02+ .
)
-0.4 . | | | |
0 4 6 8 10

t (segundos)
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‘ Exemplo — Péndulo invertido sobre um carrinho I

Retornemos ao péndulo invertido sobre um carrinho visto na Aula 6 (pag. 20):

5 0

—

T,
M V|
O

O

"

E cujo modelo “global” obtido é dado pelas equacoes diferencias:

(M4+m)ij+mld = u
16 + ij — gb = 0
UFmG
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‘ Exemplo — Péndulo invertido sobre um carrinho I

> Por curiosidade, na pag. 25 da aula 6, ao aplicar a transformada de Laplace

(com condigdes iniciais nulas) nas equag¢des diferenciais obteve-se:
(M + m) s?Y (s) + mls?O(s) = U(s)
(1s? — g) O(s) + s?Y (s) = 0
A FT da entrada u para o deslocamento y do carrinho é dada por:

Y (s) _ Is? — g
U(s) g2 [(M + m)ls? — g(M + m)

Gyu(s) —

E a FT da entrada uw para o deslocamento angular @ da haste é:

©(s) —1
U(s) (M 4+ m)ls2—g(M +m)

Gou(s) =

que é instavel
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

Vamos obter uma representacao em espaco de estados. Note que da relacao no
modelo “global” dado por 16 + Yy — gB = 0, pode-se isolar ¥:

ij =gl — 16
que, substituido em (M + m) 4 + mll = u, gera:
(M + m)(g6 — 10) + mld = u
MgH—Mlé—l—mgH—Wﬁ—l—mﬁzu

Logo pode-se escrever a equacao diferencial:

. . (M 4+ m)g 1
M6+ (M 9 — 6 — o_ L
+ (M +m)gf =u = M Ml
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

Note novamente que de 16 + Yy — g0 = 0, pode-se isolar O:

. g 1 .
6—99_ -
1Y

que, substituido em (M + m) §j + ml6 = u, gera:
. g L.
(M +m)jj + ml(79 - Zy) =u
. ., mlg — ml.
My + i + TH —Z/y: u

Ou, em outras palavras, obtém-se uma segunda equacao diferencial:

Mij + mab . "w9+ 1
y+mgl =u=|y—=———— —Uu
M M
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

Definindo como variaveis de estado: 1 = y, 2 = vy, 3 = 0, x4 = 6. Entao:

L1 — Y — L2

° LX) ™m

Ty =9 =—37 Ts+ g7 u

e _ a_ (M4+m)g 1
Ty =0=""37 T3~ 3 ¥

Que gera o modelo em espaco de estados de 4a. ordem:

T1 0O 1 0 0 Tq 0

. -~ 1

To 0 O LT O |x2 —

— M _I_ M U
0O O 0 T3 0
. (M+4m)g 1
| L4 0 0 M 0] [®4] v
A B
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

» Neste exemplo vamos considerar que os parametros do sistema sao dados por
e M — massa do carrinho 2kg
e m — massa do péndulo 1kg
e g — aceleracdo da gravidade 9.8m /s?
e [ — comprimento em relacao ao centro de massa do péndulo 0.5m

» Além disso, vamos supor que todas as varidveis de estado sao medidas sendo:

1 0 0 0] [x]
O 1 0 O T

y(t) = Ca(t) =l a(t) = :
O 01 O T3
0 0 0 1| |z4

c =1
UFmMG
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

O sistema em malha aberta é estavel?

» Para checar se o sistema em malha aberta é estavel, basta calcular os
autovalores da matriz A e avaliar se todos tém parte real negativa

Os autovalores de A s3o:

0 0 5.4222 —5.4222

Claramente o sistema em malha aberta é instavel
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

» O sistema é controlavel? Para tanto monta-se a matriz de Controlabilidade

dada por

cz[B AB A2?B A3B}

Ou, em outras palavras:

0 0.5 0 4.9
0.5 0 4.9 0
C = , posto(C) = 4 = n —> Sistema controlavel
0 —1 0 —294
- —1 0 —294 0
UFMG
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‘ Péendulo invertido sobre um carrinho I

» Como o sistema é controlavel, entao é possivel alocar de forma arbitraria os
autovalores de A — BK, de tal forma que o sistema em malha fechada seja

estavel via realimentacao de estados com a lei de controle:

u(t) = —Ka(t) = |k ks ks ka|(0)

» Vamos escolher como autovalores em malha fechada: —1, —1.5, —2 e —2.5

» Neste caso, o ganho de realimentacao é dado por:

K=[—O.7653 —1.9643 —47.5327 —7.9821}
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‘ Resposta Temporal em Malha Fechada I

~
-~

~—

A
8

I3 (t) wz(t)

$4(t)

ooo
WNFRO

1.5
1
0.5
0

0.5
0

-0.5

0.1
0

-0.1

t (segundos)

0 2 4 6 8 10
N / | |
0 2 4 6 8 10
0 2 4 6 8 10
M ————— T T T

0 2 4 6 8 10
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‘ Matlab I

M= 2; 7, massa do carrinho
m = 1; %» massa do péndulo
g = 9.8; % aceleragdo da gravidade
1 =0.5; % comprimento da haste
A=1[010 0;

0 0 -m*xg/M O;

00O 1;

0 0 ((M+m)*g)/(Mx1) O0];
B = [0; 1/M; 0; -1/(Mx1)];

%Checando estabilidade em malha aberta
if all(real(eig(A)) < 0), disp(’Sistema em malha aberta estdvel’)
else, disp(’Sistema em malha aberta instavel’)

end
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‘ Matlab I

7% Sistema ontroldvel? Construa a matriz de Controlabilidade
Co = ctrb(A,B);

%» Cheque se posto(Co) = n, para se ter controlabilidade
if rank(Co) == size(A,1), disp(’0 sistema é controlavel’)
else, disp(’0 sistema n3o é controlavel. Aborte!’), return

end

%» Defina os autovalores em malha fechada desejados
p=[-1;-1.5; -2;-2.5];

% Compute o ganho de realimentacgdo de estados
K = place(A,B,p)
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‘ Matlab I

% Escreva o sistema em malha fechada

sistema=ss (A-B*K,zeros(4,1),eye(4),[1);

%Defina o tempo de simulacgéo
t =0:0.01:10;

%Defina a entrada nula
u = zeros(1l,length(t));

%Defina wuma condigdo inicial
x0=[1;0.1;0.1;0];

JResposta temporal - simulador linear

lsim(sistema,u,t,x0)
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