‘ Estimadores ou Observadores de Estado I

1. Estimadores ou Observadores de Estado: sistemas SISO
2. Extensbes para Sistemas a Tempo Discreto

3. Controle baseado no Observador
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‘ Estimadores ou Observadores de Estado I

Note que a realimentacao de estados pressupoe que todas as variaveis de
estado que compoem o vetor de estado x(t) estao acessiveis, i.e., sao
mensuraveis tal que:

u(t) = r(t) — kx(t)

Boas questoes:
> Alguns estados podem n3o ser/estar acessiveis (por restricdo fisica)

> Limitagdo quanto ao niimero de medidores (e.g., sistema de larga escala)

> E ai? Como realimentar?
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‘ Discussao Preliminar — Aquecendo os motores I

Copiando as matrizes do Sistema. Dados: A, b, ¢, u, y. Como reconstruir x?

() = Az(t) +b(t)u(t) ;5 y(t) =cx(l)
z(t) = A&(t) + bu(t)
u . Y
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b = c ——
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‘ Discussao Preliminar — Aquecendo os motores I

E uma boa estratégia apenas copiar as matrizes do Sistema? Depende...

> Note que se £(0) = x(0), entdo &(t) = x(t),Vt >0

> (A, c) observavel x(0) pode ser determinado através de u e y
» Desvantagens/Dificuldades

~+ O computo de x(0) é mandatério!

~» E se A for instdvel? Ainda é possivel obter estimativas para o estado?

Note que a saida y(t) ndo estd sendo usada. N3ao ha informacao sobre o
comportamento da saida do sistema. Reavaliar: pode-se considerar a comparacao
(diferenca) entre a saida do sistema original dada por y(t) = cax(t) com a saida
do sistema que se propde a estimar §(t) = cx(t)
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‘ Estimadores ou Observadores de Estado I
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‘ Estimadores ou Observadores de Estado I

Estimador assintético:

t = A&@t)+bu+ l(y—cz), 1R

N

Inovacao

(A —lo)x + bu + ly

Definindo-se o erro “de estimativa” da forma e(t) = x(t) — &(t), ent3o:

e(t) = Axtbu— (A —lc)z=bu — l(cx)

() é:(rt)
= (A—-lc)(x — &)
= (A-=1lc)e(t)

Boa nova: Se os autovalores de (A — lc) puderem ser arbitrariamente alocados,
entdo, via estabilidade, pode-se impor que e(t) — 0 e &(t) — x(t)!
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‘ Estimadores ou Observadores de Estado I

Teorema Os autovalores de (A — lc) podem ser alocados arbitrariamente

através da escolha de um ganho [ se, e somente se, o par (A,c) for observavel

a uali , c') é vel, a utov
Demonstracao Por dualidade, se (A’,c¢’) é controlavel, ent3o os autovalores de

(A’ — c’k) podem ser alocados arbitrariamente. Basta fazer I = k’... L]

Nota: Por dualidade, as discussoes de projeto apresentadas para realimentacao de
estados podem ser estendidas para observador de estados. Entao vamos visitar o
projeto de observadores via Lyapunov
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‘ Observadores de Estado via Lyapunov I

Projeto de estimador de ordem n para o sistema

i(t) = Az(t) + bu(t)
y(t) = cx(t)

via equacdo de Lyapunov (procedimento dual a alocagdo de autovalores)

1. Escolha uma matriz F' € R™*X™ estavel com os autovalores desejados
(diferentes de A)

2. Escolha I arbitrario tal que (F, 1) seja controlavel

3. Obtenha a unica solucao T' da equacao de Lyapunov

TA — FT = lc

condicoes duais para que T seja nao singular
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‘ Observadores de Estado via Lyapunov I

2(t) = Fz(t) + Thu(t) + ly(t)

4. Um estimador para x é da forma:
2(t) = T 12(t)

Note que definindo-se e(t) = z(t) — Txz(t), entio
ée(t) = 2() —Ta(t)
= Fz(t) + Tbuft) + lcx(t) —T Ax(t) — Thuft)
e, como de Lyapunov: TA = FT + lc, tem-se
e(t)y = Fz(t)+lcx(t) — (FT +lc)x(t)
= F(z(t) —Tx(t)) = Fe(t)

Se F' é estavel, entao e(t) — 0 quando t — oo, e z — Tx. Portanto

T—'2 é um estimador para x
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‘ Estimador de estado de ordem reduzida - Por qué? I

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cx(t)

Se o sistema é observavel, pode ser colocado na forma candnica observavel. Por

exemplo, para n = 4:

 _a; 1 0 0| 3, |
i) = | 221 % P uw

— Qg O 0 1 ,33

_—044 0O O 0_ _,64_
y(t) = [1 0 0 o}m(t)

Note que y(t) = x1(t) (primeira variavel de estado) e, portanto, pode ser "mais
barato” construir um estimador de estado apenas para as outras varidveis x;(t),

t=2,3,...,n, jad que x1(t) é mensuravel
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‘ Estimador de estado de ordem reduzida I

Método por equacao de Lyapunov
1. Escolha F € R(m—1)X(n—1) astivel com autovalores distintos de A
2. Escolha I arbitrario tal que (F,l) seja controlavel

3. Obtenha a soluc3o tnica T € R("—=1 X" d3 equacio de Lyapunov
TA— FT = lc

4. A equagdo de estado (n — 1)-dimensional estima x

2(t) = Fz(t) + Tbu(t) + ly(t)

-1 -
C t
B (t) = y(t)
T z(t)
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‘ Estimador de estado de ordem reduzida I

Note que a equacao

— —_ _1 — —_

t

T y(t)

T z(t)

pode ser escrita da forma
t
y) | _ | ¢ 5 (1)
z(t) T

e, portanto, y(t) = c&(t) e z(t) = Tx(t). Entdo, y(t) é um estimador para
cx(t) e z(t) é um estimador para T'x(t). Defina e(t) = z(t) — Tx(t), entio:
ée(t) = 2(t) —Ta(t)
= Fz(t) + Tbuft) + lcx(t) — T Ax(t) — Tbuft)
= Fe(t)

e, novamente, se F' é estavel, entao e(t) — 0 quando t — oo
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

Para o sistema

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cx(i)

Se (A,b) é controlavel, entdo pode-se alocar os autovalores de (A — bk) de
forma arbitrdria via a realimentacdo de estados: u(t) = r(t) — kx(t)

> Se nem todas as varidveis de estados estdo disponiveis (sdo medidas) entdo é
necessario estima-las via observador de estados

Veja se (A,c) é observavel, entdo um observador de estados de ordem completa
ou reduzida pode ser projetado com autovalores posicionados de forma arbitraria
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

> Estimador de ordem n (completa)
z(t) = (A — le)&(t) + bu(t) + ly(t)

A escolha de I (ou melhor, dos autovalores de (A — lc)) determina a taxa
(velocidade) com que o estado estimado & aproxima-se do estado do sistema

Ao realimentar com os estados estimados: u(t) = r(t) — k& (t), cabe perguntar:
> Os autovalores de (A — bk) e de (A — lc) se alteram devido a combina¢3o?

> O estimador altera a Funcao de Transferéncia de r para y?
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

Combinando as equacoes usando v = r — k& pode-se escrever

r = Ax+ bu
r = Ax — bkx + br

e também: & = (A — le)& + bu + lecx = (A — le)& + b(r — k&) + lcx

E tem-se o sistema aumentado de dimensao 2n

T A —bk €T b

. - + r

T lec A—lc— bk T b
X

o = [eo]]®
£
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

T 4 U r = Ax + bu Y

/ Y = Cx

Estimador

&
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

Vamos aplicar uma transformacao de similaridade para obter uma descricao em
termos do estado @ e do erro de estimativa e. De fato, o que se deseja é avaliar a
dindmica conjunta do erro de estimativa e do estado (ndo exatamente do estado

estimado). Faca:

T €T 1 0 T

e xr — & | —I T
1 0

A _
P . Pl=pP
| —I
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

/
Sistema equivalente para realimentacao e erro de estimacao, [ T é } :

0 A —bk I 0| | A—bk —bk
| |le A—le—bk | |1 —1 | 0 A-—lc
< P
1 0 b |
I —I b 0
P
| 0
{ c 0 } — { c 0 }
I
P‘:1
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

Sistema equivalente para realimentac3do de estados e erro de estimacao:

T A — bk bk €T b
— —|— r
é 0 A —lc e 0
€T
(] = c 0
e o))

> Os autovalores da matriz dindmica s3o a unido dos autovalores de (A — bk) e
(A — lc). Portanto o estimador nao altera os autovalores nem tem seus

autovalores modificados pela conexao

> Este fato é denominado Principio da Separacao e indica que o projeto do
observador e do ganho de realimentacao podem ser executados de forma

independente!
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‘ Realimentacao a partir de Estados Estimados I

> Note que o sistema aumentado é n3o controlavel (forma canénica), e a FT do
sistema € igual a da equacdo & = (A — bk)x + br com y = cx, i.e., dada por

Gs(s) =c(sl — A+ bk)"'b n3o aparece o estimador!

> De fato, no computo de funcoes de transferéncia, as condicoes iniciais sao

assumidas nulas: (0) = &(0) = 0, entao
x(t) = x(t) Vi

FT de r para y nao é afetada pela presenca ou nao do estimador!

UF 111 G
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‘ Sistemas a Tempo Discreto? I

> Os procedimentos de alocacdo de autovalores s3ao os mesmos tanto para
realimentacao quanto para o observador, lembrando apenas que o contexto da

estabilidade é o ponto que os difere

A A
X
X f X x
X > X
X
« (L X
X
Plano-s Plano-z
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‘ Controle Baseado no Observador I

> Faca o operador [x(t)] representar &(t) ou x(t + 1)

> Controle baseado no Observador: Lei de Controle + Observador

[ S[2()] = (A—Bk—1C) &(t) + _L_ y(t)
< Ac e
ut) = — k&)
\ Cc
U

Func3do de Transferéncia: = Cc (¢l — AC)_1 Bc&

Y (<)

sendo que (¢ representa tanto ‘s’ como “Z"...
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

Como exemplo de projeto de controle baseado no observador, retornemos ao
modelo do telescépio Hubble apresentado na Aula 3 (Iaminas 36 — 41)

Magnetometer '
\ N
; Magnetic Torquers
= J
Magnetometer & ot

Coarse Sun Sensor

Tli_':\ Y
Coarse Sun &%
Sensors
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

Exemplo O modelo do telescépio Humble é da forma G(s) = 1/32, ie.
ij(t) = u(t). Definindo-se:

r1 =y (posigéo angular); T2 =Y

com
T1 =Tz € Lo =Y =1
entao
) _ _ I
0O 1 0
z(t) = x(t) + u(t)
0 O 1
_ il |
\ A B
y(t) = [1 0|a(t)
N—_——
\ C
e mede-se apenas a posicao angular x4
UFMG
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

> Pode-se fazer o projeto do Controlador baseado no Observador em duas etapas,
ja que o Principio da Separacao nos permite calcular o ganho de realimentacao de

estados k de forma independente do ganho do observador/estimador dado por [

> Para o cdlculo do ganho de realimentacao de estados, pode-se escolher os
autovalores em malha fechada dados por:

S1,2 = —0.707 :I: ]0.707

isto €, os autovalores sao escolhidos com parte real negativa para que o sistema
em malha fechada seja estavel

> Entao o ganho de realimentacao de estados é:

k = [0.9997 1.4140
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

> Para o cdlculo do ganho do observador de estados, pode-se escolher os
autovalores para a dinamica do erro de estimacao em —3 e —5. Entao o ganho é:

8
l =
15
> Note que a equagdo do Observador, para u(t) = —k, é dado por:

3(t) = (A — IC)&(t) + Bu(t) + ly(t)= (A — Bk — IC)Z(t) + ly(t)
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

> Ent3o o Controle baseado no Observador: Lei de Controle + Observador, é:

\

[ &(t)

u(t)

(A= Bk —1C) #(t) + L y(t)
Ac Bc
SO0
Cc

Substituindo os valores de A,B,C, 1l e k, obtém-se

’

2 —8 1 ) 8
2(t) = 2(t) + y(t)
—15.9997 —1.4140 15

N — =, - -

u(t) = - [0.9997 1.4140| &(t)

\ CCV: k
UFmMG
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‘ Controle baseado no Observador — Telescopio Hubble I

> Por curiosidade, pode-se obter a Funcao de Transferéncia do Controlador

baseado no Observador descrito em espaco de estados ao se aplicar a
Transformada de Laplace com condicdes iniciais nulas:

GC(S) = % - GC(S) == CC (8' — Ac)_l BC

Em outras palavras, ao substituir as matrizes A¢c, Beo, Cc do controlador em
espaco de estados obtém-se um controlador de 2a. ordem:

s+ 0.5134
s?2 +9.414s + 27.31

G.(s) = 29.208
com polos em —4.7070 + 52.2706

> Note que os autovalores da matriz Ac do Controlador baseado no Observador
sdo dados também por —4.7070 4 52.27086, i.e., iguais aos polos de G.(s)
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‘ Resposta temporal com o Controle baseado no Observador I

2 . . .

UFMmMG

29 Teoria de Sist Li ~ Aula 1
Reinaldo Martinez Palhares P eoria de Sistemas Lineares — Aula 19



‘ Hubble — Rastreamento de Referéncia I

> Vamos supor, para esta etapa, que as duas varidveis de estado sao

mensuraveis, isto é, mede-se a posicao e a velocidade angular e y(t) = lx(t)

> A ideia agora é que o telescépio gire para uma nova posicao angular e se
mantenha |3, isto é, deseja-se que x1(t) siga/rastreie uma referéncia r(t) que é
uma entrada degrau tal que: x1(t) — r(t)

> Neste caso, defina um estado “adicional” integrando a diferenca entre r(t) e

x1(t), ie, x;(t) = / [7(t) — x1(t)] dt. Entao pode-se obter a relac3o:

z;(t) = r(t) — x1(t)
> Define-se um vetor de estado aumentado incluindo o integrador x;, da forma:

o

F(t) =
xXr; (t) ]
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‘ Hubble — Rastreamento de Referéncia I

Ent3o o sistema a ser considerado para o projeto de controle por realimentacao é:

() 0 1|0 |[z(®)] [oO] 0 |
d(t) -1 00 | | x| |0 1]
:f;(t) A, z(t) B, R
1 0 0| | z.(t) |
y(t) = | o1 0 T2 (t)
0 0 0 || xi(t)

E, neste caso, procuramos pela realimentacdo de estados (aumentada):

x(t
u(t) =—| k ki | )
. ~ —y CIJ,L (t)
- K, - -
UFmG
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‘ Hubble — Rastreamento de Referéncia I

> O calculo do ganho K é realizado da mesma forma que anteriormente
> Para o sistema em malha fechada do sistema aumentado descrito por :
Z(t) = (Aq — BaKo)Z(t) + R ()

escolhem-se autovalores para (A, — B4 K,) com parte real negativa para se
garantir estabilidade do sistema em malha fechada, etc.

> Ent3o, ao se ter estabilidade tem-se x; — 0, t — o0 e, para este exemplo,
r(t) — x1(t) — 0, ou &1 — r(t). Portanto na saida tem-se, por consequéncia:

y(t) — x1(t) — r(t), ja que por estabilidade: x5 — 0, 2; — 0

> Escolha, por exemplo, autovalores em —2, —4 e —10, e obtém-se

Ka=[68 16 —80
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‘ Resposta Temporal com Rastreamento I

2 | | | |
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‘ Controle Integral — Sistemas a Tempo Discreto I

Sistema a tempo discreto com entrada de distlrbio constante:

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Bw(t)
y(t) Ca(t)

Resultado esperado?
L. y(t) > r(t) =1, Vt>tg
2. Rejeitar distdrbio: w, constante, porém de magnitude desconhecida

O que fazer? Integrar o erro, analogo ao caso continuo, e(t) = y(t) — r(¢t) e,
portanto (definindo um estado integrativo em fung¢do do erro):

e(k) =xr(k+1) —x;(k) = Cx(k) — r(k)

ent3o: xr(k+1) =x5(k) + Cx(k) — r(k)
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‘ Controle Integral I

Definindo-se: -
n(k) = {wr(k) w(k)}

Obtém-se o0 modelo aumentado:

f 1 Cc 0 0 1
| kD = 4 n(k) + 5 u(k) + 5 w(k) = | | (k)
oy = [C o nk)

> Controle ou Observador?
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