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2. Sistemas a Tempo Discreto

3. Sistemas LVT
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‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

Considere o sistema LIT

z(t) = Jxz(t) + Bu(t)
y(t) Cx(t)

sendo J uma matriz na forma de Jordan

> Suponha que J tem os autovalores distintos A1 e Ao J = diag (J1,J2)
» J; : todos os blocos de Jordan associados com \q

» J5 : todos os blocos de Jordan associados com Ao

Por exemplo, J; = diag (J11,J12,J13) Jo = diag (J21,J22)

bi;j : linha de B correspondendo a ultima linha de J;;

crij : coluna de C correspondendo a primeira coluna de J;;
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‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

Para a estrutura anterior de linhas b;;; e colunas c¢;; para, respectivamente, J; e
Jo tem-se o resultado a seguir

Teorema

e O sistema é controlavel se, e somente, se os trés vetores linha
{bi11, bi12, b113} sdo Ll e os dois vetores linha {b;21, bj22} sdo LI

e O sistema é observavel se, e somente, se os trés vetores coluna
{cf11,cf12,Cr13} sdo Ll e os dois vetores coluna {cf21, Cf22} sdo LI
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‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

Exemplo

A 1 0O 0 0 | 0 0 0
0 M\ 0 0 O 1 0 O
0 0 X 0 O 0 O 010

E=|0 0 0 X 0 0 O |xz+ |1 1 1 |u
0 0 0 0 X 1 0 1 2 3
0 0 0 0 0 X 1 010
0 0 0 0 0 0 X | 1 1 1 |

1 0o 2 3 0 2 0

3 blocos de Jordan associados ao autovalor Ay com ordens: 2, 1 e 1
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‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

> Linhas de B correspondentes as ultimas linhas de cada um dos trés blocos de

Jordan associados a Az:
{100};{010};{111} sao LI

Além disso, hd um unico bloco de Jordan de ordem 3 associado a A2 e cuja

ultima linha associada a B é:

[ 1 1 1 } LI (n3o nula) Sistema controlavel!

> Observabilidade: colunas associadas a primeira coluna de cada bloco

1 2 0 0
1 |3 1 | 2 sao LI 0 nao é LI Sistema nao observavel!
1 2 3 0
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‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

Sistemas SISO

Corolario Uma equacao de estado mono-entrada na forma de Jordan é
controldvel se, e somente se, existir apenas um bloco de Jordan associado a cada
autovalor distinto e todo elemento de B correspondente a ultima linha de cada

bloco de Jordan for nao nulo

Corolario Uma equacao de estado mono-saida na forma de Jordan é observavel
se, e somente se, existir apenas um bloco de Jordan associado a cada autovalor
distinto e todo elemento de C' correspondente a primeira coluna de cada bloco de

Jordan for n3o nulo

UFMmMG

) i p.6 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 17
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan I

Exemplo Sistema na forma de Jordan:

( ‘01 0 O 10
0 0 1

r = x + u

) 0 0 0 0
00 0 —2 | 1

ky=[1002}ac

> Ha dois blocos de Jordan, um de ordem 3 associado ao autovalor O e outro de
ordem 1 associado ao autovalor —2. O elemento da matriz B correspondente a

ultima linha do primeiro bloco é zero nao controlavel

> Os dois elementos da matriz C correspondentes a primeira coluna de cada um
dos blocos sao nao nulos observavel
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) Cx(t)

sendo A € R™*™ B € R™"*P, C € R1*™

O sistema discreto (ou o par (A,B)) é controldvel se para qualquer condi¢do
inicial (0) = x¢ e qualquer estado final x; existir uma sequéncia de entrada de
tamanho finito que transfere o sistema de xg para x4

Teorema (Controlabilidade) S3o equivalentes:

1. (A,B) é controlavel

n—1
2. Amatrizn X n: Wge(n —1) = E (A)™BB’(A’)™ é n3o-singular
m=0
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

3. A matriz de controlabilidade Cq = [ B AB ... A™1lpB } (n X np)

tem posto completo de linhas n
4. A matrizn X (n + p) { A— )l B } tem posto de linhas n em todo A

5. Se todos os autovalores de A tém mddulo menor que 1, entdo a solucdo
Unica de
Wae — AW4.A' = BB’

é definida positiva (dgram: Gramiano discreto), ie:

Wae = ) A™BB'(A)™

m=0
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

Solucao do sistema em t = n é dada por

n—1

x(n) = A"x(0) + Z A" By (m)

m=0

e pode ser escrita da forma

u(n —1) |
a:(n) —Ana}(O) _ [ B AB ... A™1lpB } U(n— 2)
N ~ N
| u(0)

Portanto, para quaisquer (0) e x(n), existe uma sequéncia de entrada se, e
somente se, a matriz de controlabilidade C4 tiver posto completo de linhas
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

A matriz Wy.(n — 1) pode ser escrita da forma:

B’
B’ A’
Wae(n—1)=| B AB ... A"'B |
Ca ] B/(A/)n—l |
Cq

Note que Wy.(m) é sempre semidefinida positiva. Se for ndo singular (ou,
equivalentemente, definida positiva), o sistema é controldvel (em outras palavras,

basta que a matriz de controlabilidade C4 tenha posto completo de linhas)
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

O sistema discreto (ou o par (A,C')) é observavel se para qualquer condigdo

inicial desconhecida (0) existir um inteiro finito t; > 0 tal que o conhecimento

da sequéncia de entrada u(t) e da sequéncia de saida de t = 0 até t; seja

suficiente para determinar de maneira Unica o estado inicial x(0)

Teorema (Observabilidade) S3o equivalentes:

1. (A,C) é observavel

2. Amatrizn X n: Wgo(n —1) = Z?n_:lo(A’)mC’CAm é nao-singular

3. A matriz de observabilidade ng X n

C
CA

I CAn—l

tem posto completo de colunas n
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‘ Sistemas a Tempo Discreto I

4. A matriz(n+q) X n

tem posto completo de colunas n em todo A

5. Se todos os autovalores de A tém mddulo menor que 1, entdo a solucao
Unica de

é definida positiva

Wao = Y (A)™C'CA™

m=0
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‘ Sistemas LVT I

Considere o sistema dinamico linear n-dimensional

z(t) = A)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(1)
A equacao de estado é controldvel em tg se existir t1 > tg tal que para qualquer

condicdo inicial &(tg) = xg e qualquer a1, existir uma entrada que transfere xg
para @1 no instante ¢4

> Note que no caso invariante no tempo, um sistema é controlavel
independentemente do tg escolhido. O que n3ao é o caso para sistemas LVT
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‘ Sistemas LVT I

Teorema O sistema (ou o par (A(t),B(t))) é controlavel em tg se, e somente
se, existir t1 > tg tal que a matrizn X n

W.(to,t1) 2/1<I>(t1,T)B(T)B'(T)CI)'(tl,T)dT

to

é nao-singular

> ®(t,7) é a matriz de transicdo de estados de & = A(t)x
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‘ Sistemas LVT I

Demonstracdao Primeiramente, mostra-se que se W,.(tg,t1) é ndo singular,
entao o sistema é controlavel. A solucao em t; é dada por

t,
iIJ(tl) T (I)(tl, to)wo —|— q)(tl, T)B(T)U(T)dT
to
A entrada w(t) = —B’(£)® (t1,6)W 1 (to,t1) [(I)(tl,tg)wg _ 2, |, transfere

o estado ¢ para x; no instante t;? Substituindo em x(¢;1) tem-se:

CB(tl) = q)(tl,t())ibg — / 1 q)(tl,T)B(T)B,(T)q),(tl,T)dT X

to
Wc_l(to,tl) {q)(tl,to)wo — wl}
= & (t1,t0)To — Wel(tost1) W, (to,t1) [‘I)(thto)iﬂo — 5131} =

e portanto a equacao é controlavel em tg
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‘ Sistemas LVT I

O inverso é mostrado por contradicao. Suponha que o sistema é controldvel mas

We(to,t1) € singular (ou semidefinida positiva) para todo t; > to. Neste caso,
existe um vetor n X 1 v nao nulo tal que

v'We(to,t1)v

/ 1 v'®(ty, 7)B(7)B' (7)®'(t1, 7)vdT

to

t1
— / | B/ ()@ (t2, 7)o 2dr = 0

to
implicando B’ (7)®’(t1,7)v =0 ou v'®(t1,7)B(7) =0,V 7 € [to, t1]

Mas se o sistema é controlavel, entao...
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‘ Sistemas LVT I

Mas se o sistema é controlavel, entdao existe uma entrada que transfere o estado
inicial g = ®(tg, t1)v para x(ty) = 0. Assim,

t
p(t) = 0 = B(ty,to) w0+ | ®(t,T)B(r)u(r)dr
\ = ‘I’(;;,tl)’lj o
— o
Pré-multiplicando por v’ tem-se
t1
0=7v'v+ v'®(t1, 7)B(T) u(T)dT = ||[v||* + 0
to ~~ -~
=0

o que contradiz a hipdtese de que v # 0. Portanto, se (A(t),B(t)) é
controldvel em tg, entdo W (tg,t1) € ndo singular para algum t; finito L]
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‘ Sistemas LVT I

> As condi¢cOes anteriores envolvem a matriz de transicdo de estados ®(¢,7)

> Seria desejavel se obtivéssemos condicoes em termos de A(t) e B(t)? Entao
para termos uma condicdo alternativa, suponha que A(t) e B(t) sejam (n — 1)
vezes continuamente diferencidveis e defina:

Mo(t) = B(¢)
Mm+1(t) = —A()Mpn(t) + %Mm(t) ; m=0,1,...,n—1

Denote ®(t2,t) B(t) = ®(t2,t) Mo(t) para qualquer t2. Usando o fato que
0
afﬁ(tz,t) = — ®(t2,t)A(t)

obtém-se o resultado a seguir
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‘ Sistemas LVT I

= B(t2,0) [~ A Mo (1) + 5 Mo(0)]

= ®(ta,t) M4 (1)
De maneira geral:
8m
oem 2(2:1)B(t) = 2(t2,t) Mm(t) 5 m=0,1,...,n —1

Teorema Sejam A(t) e B(t) n — 1 vezes continuamente diferencidveis. O par
(A(t),B(t)) é controlavel em tg se existir t; > tg tal que

posto | My(t1) Mi(t) -+ Meop(t) | =n

UFMmMG

) , p.20 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 17
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Sistemas LVT I

Demonstracdao Mostra-se que se o posto é n, entdo W,(tg,t) é ndo singular
para todo t > t;. Suponha que W, (tg,t) é singular para algum to > t;. Neste

caso, existe um vetor n X 1 nao nulo v tal que

’U,Wc (t() ,tz)’v

/ i v'®(ty, 7)B(7)B(7) ® (t2, T)vdT

to

13
— / |B(r)'® (t2, 7)v||2dr = 0

to

implicando B(7)'®’(t2, 7)v = 0 ou v'®(t2, 7)B(7) = 0 para todo
T € [to,t2]. Diferenciando em relacdo a 7 tem-se

V' ®(ta, T) M, (7) =0

para m = 0,1,2,...,n — 1 e todo 7 € [tg,t2] (em particular, em %)
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‘ Sistemas LVT I

Rearranjando, a equacao anterior pode ser escrita da forma

”"I’(t%T){Mo(tl) Mi(t1) -+ M@p_1)(t:) | =0

Como ®(t2, 7) € ndo singular, v'®(t2, 7) é diferente de zero e isso contradiz a
condi¢cdo do teorema. Assim, a condicdo do teorema garante que W (tg,t2) é
n3do singular para todo to > t1 e portanto (A(t),B(t)) é controlavel em to W

> Note que o teorema expressa uma condicdo suficiente para o sistema ser

controlavel
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‘ Sistemas LVT I

t 1 0 0
Exemplo = |0 ¢t 0 |4+ | 1 |u

0 0 t* 1]

"o L
d

Mo(t) = | 1 | 5 Mi(t) = —A@X)Mo(t) + - Mo(t) = | —t

- 1 - - _tz —

T
d
Mz(t) = —A(t)Ml(t) -+ EMl(t) = t2 — 1

|t — 2t |

p(| Mot) | Mu(t) | Moty |)=p | | 1] =t | 2 =1 || =3,V
1| —t* | t* —2t
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‘ Sistemas LVT I

Teorema (Observabilidade) O sistema (ou o par (A(t),C(t))) é observavel
em tg se, e somente se, existir t1 > tg tal que a matrizn X n

tq

Wo(to,t1) = / D(1,t0)'C'(7)C(7)®(7,tg)dT € n3o-singular
to

Teorema (Observabilidade) Sejam A(t) e C(t) n — 1 vezes continuamente

diferencidveis. O par (A(t),C(t)) é observavel em tg se existir t; > tg tal que

No(t1)

Ny (tq1)
pOsto | —n

_ N(n—l)(tl) i
sendo Ng = C(t) e

d
Nm—l—l(t) — Nm(t)A(t) + aNm(t) ) m=0,1,...,n -1
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