‘ Estabilidade no Dominio da Frequéncia I

1. Exemplos de Tracados de Diagrama de Nyquist
1.1 Sistema de 2a. ordem com um polo na origem (integrador)
1.2 Sistema com trés polos (sendo um integrador)
1.3 Sistema de 3a. ordem com dois polos na origem (dois integradores)
1.4 Sistema com um zero no semi-plano direito (fase ndo-minima)

1.5 Sistema com integrador e um polo no semi-plano direito
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‘ Relembrando I

Para a configuracao do sistema de controle com realimentacao negativa e unitaria:

4 Y (s)
—() » Ge(s) ——> G(s) >
R(s) T—

G(5)G(s) _  L(s)
1+ G:.(s)G(s) 1+ L(s)

A FT em malha fechada é dada por: T'(s) =

E o ganho em malha é descrito por L(s) = G.(s)G(s) (vamos adotar L(s)
como a notagdo padrdo para o ganho em malha)

Nota: Lembre-se que o critério de estabilidade de Nyquist foi estabelecido para o
ganho em malha L(s) e a andlise ent3o é em relagdo ao ponto (—1,0)
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‘ Sistema com um polo na origem I

Considere o ganho em malha contendo um integrador e um polo real no

semi-plano esquerdo com ganho K variavel:

L(s) =
s(rs+1)

Naturalmente ao considerar o Teorema de Cauchy, a questao nevrdlgica que se
coloca é que o contorno escolhido nao pode cruzar nenhum polo ou zero da
funcdo (que é o ganho em malha). Portanto, é necessério fazer um desvio ao
redor do ponto singular, que neste caso é o integrador (polo na origem). Pode-se
entdo considerar no contorno um desvio infinitesimal ao redor do polo na origem,
considerando um semi-circulo de raio € com € — 0, e ilustrado na figura (a) a

seguir
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‘ O contorno I's no plano-s desvia do integrador I

s-plane

Radius €

>

(a) (b)
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‘ Sistema de 2a. ordem com um polo na origem I

Da figura (b) anterior, tem-se uma ideia geral do tracado do diagrama de Nyquist.

Faca o tracado por partes!

> Por exemplo, partindo do mapeamento do contorno original I's (que desvia do
polo na origem) dado em (a), considere todas as frequéncias entre w = 0T
até w = +oo (que percorre o eixo vertical em +jw). Cada frequéncia neste
intervalo serd mapeada pelo ganho em malha

K
(Jw)(Tjw +1)

L(jw) =

> Note que para w = 07 obtém-se médulo: |L(jw)| — oo, com fase igual
a —90° (que é a combinacdo em fase, em baixas frequéncias, do: integrador que
contribui com —90°; do polo real que contribui com fase de 0°; e do ganho K

que contribui com fase de 09)
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‘ Sistema de 2a. ordem com um polo na origem I

K ,
(3553 (TiwsT-1)

com fase de —180° (o integrador contribui em altas frequéncias com fase de

> Para w = +o00 tem-se médulo: |L(jw)| =

—90°; o polo real contribui com fase —90°9; e o ganho K com fase 0°9)

> Note ainda que na frequéncia de corte w = 1/7, o polo real contribui com
fase de —45°9, o integrador contribui com fase de —90° e o ganho K com fase
de 0°. Nesta frequéncia a fase "total” é —135° com mddulo finito (¢ irrelevante o

valor do médulo neste momento)

> Esta andlise resulta no seguimento, descrito na figura (b) da pag. 4, entre o
ponto "C" e a origem no diagrama de Nyquist. Lembre-se que o mapeamento é
simétrico em relacao ao eixo real (entao para o tracado entre w = —oo
até w = 0~ basta "rebater” o trecho obtido acima, que na figura (a) da
pag. 4 representa a origem até o ponto "A”)
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‘ Trechoentre w =0 " ew =0"em I'g ? I

No contorno I's, note que em w = 0~ a fase é —90° (Ponto A). No Ponto B a

fase ¢ 0°. Em w = 01 a fase é 90° (Ponto C)
Jo Jv

?

O_A

w:
At

Radius = o0

ya i » 1
~] —1 45° B
T 1y
w E— —
-
(4} N—
w=0"
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‘ Trechoentre w =0 " ew =0"em I'g ? I

Represente a origem da forma polar s = €e??®. Faca a fase ¢ variar de —90° em
w = 0~ (Ponto A, na figura anterior para I's), passando por 0° no Ponto B e
alcancando 90° quando w = 0" (Ponto C)

Particularmente fazendo € — 0, obtém-se o mddulo

] , . K ] K . K .
llH(l) L(jw) = llrr(l) 5 — llH(l) i llH(l) eI 5 o

Note que o mapeamento ird "rebater” a fase no contorno I's devido a troca de
sinal em e=79, quando € — 0. Portanto, ao mapear o Ponto A (que tem fase de
—90° em w = 07), ird gerar no diagrama de Nyquist um ponto com fase de
4+-90° e magnitude co. O Ponto B serd mapeado com fase de 0° e médulo co. O
Ponto C (que em w = 07T tem fase de +90%), serd mapeado com fase de —90°
e mddulo co. O tragado no Diagrama de Nyquist estd na figura (b) da pag. 4
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‘ Sistema com um polo na origem I

> Note também que a magnitude de L(s) se aproxima de zero ao escrever
"s" na forma polar, s = red?, e o raio do contorno I'g no plano-s tende a
infinito, conforme descrito na figura (a) da pag. 4. Curiosamente, quando
r — 00, normalmente o mddulo se aproxima de zero ou de uma constante

(depende da composicdo do ganho em malha L(s))

Critério de Nyquist — Para checar se o sistema é estavel, note que o numero de
polos de L(s) no semi-plano direito no plano-s é zero, portanto P = 0. Veja que
o tracado do diagrama de Nyquist nao envolve o ponto —1, entao N = 0. Logo:

Z=N+P=0

I.e., nao ha zeros no semi-plano direito no plano-s e o sistema em malha fechada

é estavel

Curiosidade — Como seria o Lugar das Raizes para L(s)? O que se aprende disso?
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‘ Sistema de 3a. ordem com integrador I

Considere o ganho em malha contendo um integrador e dois polos reais no

semi-plano esquerdo com ganho K variavel:

K
s(mis + 1)(m2s + 1)

L(s) =

Assim como no caso anterior, ao considerar o Teorema de Cauchy o contorno
escolhido n3o pode cruzar nenhum polo ou zero do ganho em malha. Sendo
assim, é necessario também fazer um desvio ao redor do integrador (polo na
origem) no plano-s. Repetindo os passos do caso anterior, o desvio infinitesimal
ao redor do polo na origem é um semi-circulo de raio €, com € — 0, conforme

ilustrado na figura (a) da pag. 4 para o contorno I'g
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‘ Sistema de 3a. ordem com integrador I

> Primeiramente note que o semi-circulo no contorno I'g no plano-s denotado
por s = re?®, quando r — oo, ird mapear em I', 0 médulo |L(jw)| — 0

> Note ainda, como no exemplo anterior, que tem-se 0 mesmo mapeamento do

semi-circulo ao redor da origem no plano-s, para w variando entre 0~ e 0T

> Resta portanto checar o tracado da parcela em I';, que corresponde a variacao
para 07 < w < 400 no contorno I'g no plano-s. Do ganho em malha tem-se:

L(jw) = K  —K(mi+712) —jK(1/w)(1 — w?mi72)
J@) = jw(@wr +1)(Jwrz +1) 14+ w2(7f + 73) + wirir?
sendo: K

|IL(jw)| = [ (11 + 72)2 + w2 (1 — w2t 72)2]1/2

/L(jw) = /—900 — tan" ! (wT1) — tan" ' (wT2)
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‘ Sistema de 3a. ordem com integrador I

> E facil notar a partir do médulo |L(jw)| que quando w = 07, a magnitude
tende a infinito com fase de —90° (segue diretamente de ZL(jw))

> Quando w — 400, tem-se:

lim L(jw) lim kK /—900 — tan" ' (wT1) — tan™ ' (wT2)

w—> o0 w—> o0 w37‘17‘2

K

= lim |———|/—270°

w—r 00 w3T1T2

Isto é, quando w — +oo entdo |L(jw)| — 0 com angulo de —270°. Portanto
espera-se que o contorno I'y, cruze o eixo real (eixo u) no diagrama de Nyquist.
Sendo assim, é possivel que o contorno I'z, envolva o ponto —1. Depende apenas
do ganho K escolhido (j& que os polos estdo fixos). Vide esboco a seguir...
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Estavel? Instavel? Depende se N # 0, pois P = 0...

Jv
4 L(s)-plane
————— [ — -
I e
\ ~N
K . ™\
T172 | \
T+ 7 i \
[ \
(\ -__I = l u
3 |
/
‘T
) o
”
w =0,
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‘ Ponto onde I';, cruza o eixo real (eixo-u)? I

> Primeiramente cheque onde a parte imagindria de L(jw) se anula, i.e.,
L(jw) = u + jv = 0 ou:

K1/w)(1 — w?m72)
14 Ww2(18 + 13) + wrriTs

Portanto v = 0 quando 1 — w?7 75 = 0 ou w = 1//T172

=0

> Na frequéncia w = 1/,/71 72, calcula-se a magnitude da parte real, i.e

. —K(11 + 12)  —Kmim
2 2 2.2 T
1+ w2(rf +75) +wirirs a1 T + T2
TT1T2
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‘ Ponto onde I';, cruza o eixo real (eixo-u)? I

> Claramente o sistema sera estavel se nao envolver o ponto —1, (pois
teremos N = 0 e, como P = 0, entao Z = N 4+ P = 0). Para este caso,
basta que a condicao abaixo seja garantida ao se querer impor estabilidade:

—KTsz T —|— T2
>—1, ou K < ———
T1 1+ T2 T1T2
Note que o sistema serd marginalmente estavel se K = %

> Exemplificando: se 7y = 7, = 1, entao o ganho em malha é dado por

L(s) = Ge(9)G(s) = "z

e o sistema ¢ estavel quando K < 2. Vide cenarios a seguir...
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Imaginary axis

K variando. Estavel? Instavel? Depende se N £~ 0...

1.5 | 1.5 1.5
\ L(s)-plane L(s)-plane L(s)-plane
1 \ | 1
\ N\
\ \
0.5 'S L 05 2 0.5 (—1,0)
-1,0) \ s \\ 1,0 s N
0 | E 0 2 Q 0 s
| ] = -~ = -~ |
e -V S
—05 K=1, £ —05 =2 E —05 K=3,
stable marginally sristable
1 system 1 stable system 1 sygiem
=15 e =15
-2 =15 -1 -05 0 05 1 -2 =15 -1 =05 0 05 1 -2 =15 -1 -05 0 05 1
Real axis Real axis Real axis
(a) (b) (c)
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‘ Sistema de 3a. ordem com dois polos na origem I

Considere o ganho em malha com dois integradores, um polo real no semi-plano
esquerdo e ganho K varidvel:

a mesma discussao dos casos anteriores considerando polo na origem se aplica

aqui. Considere o contorno no plano-s (I's) descrito na figura (a) da pag. 4

> Fazendo s = jw tem-se:

K B K
—w?(jw + 1) (w4 + T2w8]

L(jw) = 1/2/—900 —90° — tan™ ! (wT)
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‘ Sistema de 3a. ordem com dois polos na origem I

> Para mapear a variacdo entre 07 < w < 400 do contorno I's no plano-s
para o diagrama de Nyquist, note que da relacao de fase anterior tem-se que o
angulo é no minimo —180° ou menor. Portanto quando w — 0T tem-se:

O

K
lim L(jw) = 1 —1800
Jim L(jw) = lim |21/

Em w — 07 o angulo é —180° e a magnitude tende a oo

0

[ ] . [ ] K
Quando w — 400, tem-se: lim L(jw) = lim . /—270°
W

w—r 00 w—r 00

Ent3o quando w — 400 o dngulo é —270° e a magnitude tende a 0

UFMmMG

) i p.18 Controle de Sistemas Lineares — Aula 16
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Sistema de 3a. ordem com dois polos na origem I

> Para mapear o semi-circulo ao redor da origem do contorno I'g no plano-s
(figura (a), pag. 4) fazendo w variar de 0~ até 0T considera-se s = ee’?
(e — 0 é o raio do semi-circulo). Note entdo que tem-se

O

lim L(s) = lim L lim —£e 299
e—0 e—0 6262j¢ e—0 £2
No semi-circulo variando de —90° (em w = 07), passando por 0° até 90° (em

w = 07T), gera-se no diagrama de Nyquist a variacio de dngulo de +180° em
w=0" (p/ e 29%); 0% entrew =0"ew =01 e —180° em w = 0T

> O contorno I'z, no diagrama de Nyquist é apresentado a seguir e o contorno
envolve o ponto = —1 duas vezes... Entao N = 2

> Como P = 0, tem-se Z = 2. Portanto o sistema em malha fechada é
instavel independentemente do ganho K
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‘ Sistema de 3a. ordem com dois polos na origem I

Jjw
A
i e ~~ \{J(s)—p]ane
/ \(
/ \
fl \
\
lw =0
|____+/'\ w =+ 00 \l
. I » 1
=—00
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Matlab - P/ K =10 e 7 = 1: L(s) = 5,09

x 104 Diagrama de Nyquist
W w

Eixo Imaginario

o
@
c
o))
@
£
o
P
|
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0
Eixo Real
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‘ Lugar das Raizes? Instavel VK... I

Lugar das Raizes
3 |

=
\

Eixo Imaginério (seconds'l)
P o
\
)(
|

1
N
\

3 | | |
4 -3 -2 -1

Eixo Real (seconds’l)
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‘ Sistema com um zero no semi-plano direito I

Considere o ganho em malha da forma abaixo com K variavel:

K(s—2
(s +1)2
> Fazendo s = jw, tem-se: L(jw) = % —= (11582“’);2“

> Para w = 0T, tem-se no diagrama de Nyquist:

. 0
K(jw™— 2
lim L(jw)= lim Y )

o= —2K
w—07F w—0t (1 _wi‘? + 25w”

Note que a fase em cada frequéncia é fruto da composicao de dois polos
(estaveis) e um zero (no semi-plano direito - sistema de fase ndo-minima).
Portanto, em w = 01 tem-se angulo de 180° que é a combinacao de:

180° + tan_l(—Zw')O— 2tan_1(1w’)0
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‘ Sistema com um zero no semi-plano direito I

> Note que para w — 400 obtém-se médulo: |L(jw)| — 0, com fase
de —90°. Que é a combinacdo em fase de:

180° + tan~'(—2w) — 2tan" ' (1w) = 180° — 90° — 180°

> Observe que tem-se variacio de fase de 180° quando w = 07T, até —90°
quando w = 400, com a magnitude alterando de —2K a 0. Ent3o o contorno
no diagrama de Nyquist ird cruzar o eixo real 3 vezes: em —2K (com fase de
180°), em 0 (com fase de —90°) e em outro ponto quando a fase for Q°
(transicdo de mudanca de sinal na fase...). Pode-se calcular a frequéncia na qual
a parte imaginaria no eixo-v é nula: @ = /5, com L(jw) = K/2

> Particularmente quando K = 1/2, o contorno cruza o ponto —1 (basta fazer
—2K = —1 quando ¢ = +180° e w = 01 (Marginalmente estével))

> O tracado do diagrama para K = 1 é apresentado na sequéncia e pode-se
notar que quando K > 1/2, N=1e Z = 1 + 0 (instavel)
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P/ K>3, N=1 (com P=0)

Z = 1 (instavel)

L(s)-plane
2
Positive w
3
> 1
\
B \
0.5 \
“
-
-1 '
~
™
[ S—
_1_5 H-‘h‘-‘-————__,_‘____._—-—"'"'—-
Negative w
—2
-2 -1.5 -1 —=0.5 0 0.5 |
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Diagrama de Nyquist para K = 0.5
1 I \ \ \ ‘ \

Eixo Imaginario
©
o ol

\ \

o
6]
\

1 \ \ \ \ \ \ \
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Diagrama de Nyquist para K = 0.4
1 \ \ \ \ ‘ \
('170) 3 |

o 051 —
¥
£
% 0O + —
=
o
X
W .05 4 .

1 \ \ \ \ \ \ \

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

Eixo Real
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‘ Sistema com um polo no semi-plano direito I

Considere o ganho em malha da forma abaixo e K varidvel:

L(s) = s(s—1)

com um polo no semi-plano direito do plano-s. Portanto, neste caso, P =1

> Note que o sistema serd estavel se o contorno no diagrama de Nyquist envolver
o ponto —1 uma unica vez e, somente se, for no sentido anti-horario, tal que
N = —1 e, por consequéncia: Z = —1 + 1 = 0. Caso contrdrio, serd instavel
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‘ Sistema com um polo no semi-plano direito I

Trecho entre w = 0~ e w = 07 em I'g, desvio da origem (pag. 4, figura (a))

Representando a origem da forma s = ee??®. Faca a fase ¢ variar de —90° em
w = 0~ (Ponto A, na figura (a), pag. 4), passando por 0° no Ponto B e
alcancando 90° quando w = 01 (Ponto C). Para € — 0 obtém-se:

lim L(jw) = lim = lim / ¢ —180°

e—0 —>O —eel?® e—0

€

Note que o polo no semi-plano direito do plano-s ird contribuir com —180°
quando w — 0. Além disso, tem-se a contribuicdo em fase do integrador (90°
emw = 0" e —90° em w = 0™). Portanto, a composicdo total em angulo é:
—180°+90° = —90° em w = 0—, passando por —180°+0° (Ponto B na
figura (a), pag. 4), e chegando a —180°—90° = —270°(= 90°) em w = 0.
O médulo tende a oo quando € — 0. Veja o lado esquerdo da figura a seguir
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‘ Sistema com um polo no semi-plano direito I

w=0" A L(s)-plane

» u
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‘ Sistema com um polo no semi-plano direito I

> Quando s = jw, tem-se:

K K

L(jw) = oG 1) = N w4)/—180 —tan"'(—w) — 90
ou: L(jw) = \/(w2K+ w4)/—1800—|— tan~'(w) — 90°

> Para s = rel?, quando r — oo, tem-se:

K .
1 o= 11 e 219
Aim L(s)|,—pese = Hm —e — 0

sendo que no plano-s (figura (a), pag.4), ¢ varia de 90° (w = +o00) até —90°
(w = —o0) no sentido horario. Portanto, no diagrama de Nyquist, o tracado se

aproxima da magnitude 0 com fase de —180°
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Tracado de L(s) = S(S—Iil) usando Matlab?

Diagrama de Nyquist: L(s) =K/ s (s-1)
\

10 o \

Eixo Imaginario
o
|
+
|
|
|
|
|
i
|
H

A [ il | | | | |

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Eixo Real
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‘ Sistema com um polo no semi-plano direito I

> Desta forma o contorno envolve o ponto —1 uma vez no sentido horario tal
que N =1. Como P =1, entao

Z=1+1=2

o que implica que o sistema em malha fechada € instdvel com duas raizes da EC
no semi-plano direito no plano-s independentemente do ganho K

> Porém, ao se projetar um controlador apropriado, pode-se alterar o tracado no
Diagrama de Nyquist para se garantir estabilidade se envolver o ponto —1 no
sentido anti-hordrio

> A titulo de ilustracao, veja a seguir como seria o Lugar das Raizes para um
ganho K variavel
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K

Lugar das Raizes — L(s) = ;=55

Lugar das Raizes para L(s) = K/ s (s-1)

0.6 ‘ \ \

Plano-s

o
(N
\

\

Eixo Imaginario (seconds'l)
o
\
i

o
N
\

\

0.4 | -

-0.6 /'\ | | | | |

-0.2 Q)) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Eixo Real (seconds’l)
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