‘ Métodos de Resposta em Frequéncia I

1. Navegando por sistemas de fase (ndo-)minima
2. Retardo no tempo — time-delay
3. Erro em estado estacionario — Estimativas via diagrama de Bode

4. Exemplos de tracado do diagrama de Bode
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‘ Sistemas de Fase Minima I

> Considere duas fung¢des de transferéncia G1(s) e G2(s). Suponha que os
polos de G1(s) e G2(s) sejam exatamente iguais, e os zeros de G'2(s) sejam
“iguais” aos de G1(s), porém os zeros de G2(s) sdo refletidos para o semi-plano
direito. Note que as duas FT tém o mesmo mddulo, i.e., |G1(8)| = |G2(3s)],

pois o médulo é invariante a mudanca de sinais ja que:

G ()| smjo = VAR [Gw)]}? + {Im [G(jw)]}* > O

> Porém, quando se compara a variacao de fase dos dois sistemas, observa-se
que a variacao de fase daquele com todos os zeros no semi-plano esquerdo é
sempre menor (com w variando de zero a co). Portanto, a FT com todos os seus

zeros no semi-plano esquerdo é dita de fase minima

> FT com um ou mais zeros no semi-plano direito é dita de fase nao-minima
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‘ Sistemas de Fase Minima I

Uma FT é dita de fase minima se todos os seus zeros estao
no semi-plano esquerdo do plano-s. Caso contrario,
se algum zero estiver no semi-plano direito

é chamada de FT de fase nao-minima

Nota Pode-se fazer analise semelhante, em termos de fase, se a FT conter
algum polo instavel (no semi-plano direito). O mddulo n3o se altera, mas a

variacdo da fase (com w variando de zero a co) se modifica
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‘ Sistemas de Fase Nao-Minima I

Exemplo Considere dois sistemas cujas Funcoes de Transferéncia sao

14+ jwT , —1+4+jwT (—1)(1—jwT)
Gz(]w) — —

Gl(]w) — . ’ . .
1+ jwTh 1+ jwTh 1+ jwTh

> As duas FT tém o mesmo mddulo, porém caracteristicas de fase diferentes

> Note que: /G1(jw) = tan™ " (wT) — tan™ " (wT)

/G2 (jw) = 180° + tan™ ' (—wT) — tan™ ' (wTh)

=TT

Fato: tan !(—w) = —tan " 'w

> Escolha, por exemplo, T' = 2 (zero em 0.5) e T3 = 0.1 (polo em 10)
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‘ Sistemas de Fase Nao-Minima I

Diagrama Bode
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‘ Sistemas de Fase Nao-Minima I

Exemplo Considere as Funcoes de Transferéncia abaixo:

—1
Gi(s) =1, Ga(s) = -1, G3(s) = z—l——l

Note que as trés FT tém o mesmo mddulo:
|G1(Jw)| = |G2(Jw)| = |Gs(jw)| = 1
Porém sao funcoes de transferéncia diferentes e as fases denotam isto:

/G1(jw) =0°, /Ga(jw) =180, /Gs(jw)=180° —2tan™'w

=TT =TT
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Sistemas de Fase Nao-Minima — Bode

Diagrama de Bode
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‘ Sistemas de Fase Nao-Minima — Resposta Temporal I

Exemplo Considere as mesmas FT anteriores: G1(s) = 1 (fase minima),

G2(s) = —1 (fase ndo-minima) e G3(s) = 24__51[ (fase ndo-minima). Ao

aplicar uma entrada degrau unitario u(t) = 1(t) o que ocorre?

> Note que a resposta do sistema GG1 é também um degrau unitdrio na mesma
direcdo da entrada degrau, ou: y(t) = 1(t)

> Ja a resposta do sistema G5 é um degrau unitdrio, porém na direcao oposta da
entrada degrau, em outras palavras: y(t) = —1(¢t)

> Para G'g, a resposta ao degrau é: y(t) = L1 {3(83111)} = (2e7* — 1) 1(¢).

Parat =0, y(0) =2 — 1 = 1 e, quando t cresce, a resposta tende a:

(g, YD) = [y Gale) = —1
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‘ Sistemas de Fase Nao-Minima — Resposta Temporal I

Resposta ao degrau unitario
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‘ Retardo no Tempo — Time Delay I

Retardo puro de tempo - ou atraso puro de tempo - é caracterizado no

dominio de Laplace por uma func3o transcendente: e =57

> Note que a magnitude é sempre igual a '1’, pois

IG(jw)| = |e77“T| = |cos wT — jsenwT| =1

Portanto, a magnitude é 0dB para todo w!

> No entanto, o dngulo de fase do retardo puro de tempo é:

/G(jw) = —wT
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https://en.wikipedia.org/wiki/Transcendental_function

‘ Retardo no Tempo — Time Delay I

Exemplo Obtenha o diagrama de Bode para um sistema de 1a. ordem com

retardo puro em tempo (é um modelo que pode representar varios processos):

1

G(i — —ijG . — —jwT
() = € TGy () = eI

> Magnitude: 201log |G(jw)| = 201log ‘e_j“’T‘ +20 log ‘

1+ jwr

— odB
> Angulo de fase: /G(jw) =_ /e I¢T  —tan™! wr

"~

= —wT

> Portanto, o retardo no tempo ird gerar decréscimo em fase de —w7T’, a medida

que w varia entre 0 e 0o
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‘ Retardo no Tempo — Time Delay I

> Pode-se usar o MATLAB® para avaliar o efeito da resposta em frequéncia de
um sistema de la. ordem com retardo puro em tempo (e.g. T' = 2s), fazendo:

h=tf(1,[2 1])
g=tf(1,[2 1],’iodelay’,2)
bode(h), hold on, bode(g)

% h=1/(2s + 1) - FT sem retardo
% g = exp(-2s) * h - FT com retardo

Note que para frequéncias especificas dadas, considerando que o retardo é, e.g.,
T = 2s, pode-se calcular o atraso (defasagem) em fase de —wT":

frequéncia w (rad/s) | Atraso em Fase ((—wT * 180° /7))
1 —114°
2 —229°
10 —1145°
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Retardo no Tempo — Bode

DIAGRAMA DE BODE
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‘ Retardo no Tempo — Aproximacoes I

Aproximacao de e 7“1 em torno de s = 0, em série de Maclaurin:

(sT)* n (sT)” N (sT)* n (sT)®

—sT L
© =1l-sl'+ 21 3! 4! 5!

+ ...

Note que uma simples aproximacao de primeira ordem do retardo no tempo pode
ser suficientemente boa para varias aplicacoes reais:

e '~ 1—sT (comzeroem s = 1)

Ou simplesmente:

1 1
—sT ~ — 1
e = T (com polo em s = — =)
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‘ Retardo no Tempo — Aproximacoes I

Aproximacao de Padé (veja secdo 9.7 no livro texto, 13a. edi¢cdo)
Aproximacao de primeira ordem:

—%34—1
T
58"‘1

—sT

e ~ 2

_ _ 2
(com zero em s = = e polo em s = — %)

Aproximagdes de ordem maiores (vale a pena usar ordem maiores?):

T?s? — 6Ts + 12
T T252 4 6Ts + 12

e—sT

—T3s3 + 127252 — 60T's + 120
T3s3 4+ 12T2s2 4+ 60T's + 120

e 5T ~

> Grosso modo, ao usar a aproximacao de Padé, tem-se um exemplo de sistema

S

de fase ndo-minima ja que o truncamento de e~%? para ordem ‘n’, usando pade

(vd de MATLAB®), gera ‘n’ zeros no semi plano-direito...
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‘ Erro em Estado Estacionario em Bode I

Note que para frequéncias muito baixas (w — 0), a FT em malha aberta pode
ser aproximada pela composicao de um ganho e contribuicoes de integradores e

zeros na origem, da forma: KG(jw) = G - (Jw)™

Por exemplo, para sistemas do Tipo 0, n = 0 (n3o tem integrador), pelo
Teorema do Valor Final o erro em estado estacionario é (R(s) = 1/s):

. e 1 _ 1 _ 1

Entdo, quanto maior K, menor serd o erro em estado estaciondrio. Desta forma
é facil notar que K, = G = KG(j0) (para w — 0). E tem-se uma estimativa
de K, diretamente de Bode, fazendo uma leitura em baixas frequéncias

> Portanto é razoavel supor que quanto maior o valor da magnitude sobre a
assintota em baixas frequéncias da FT do ganho em malha aberta, menor deve ser

o erro em estado estaciondrio para o sistema em malha fechada
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‘ Erro em Estado Estacionario em Bode I

> Para sistemas do Tipo 1, isto é, sistemas com 1 integrador, a assintota em
baixas frequéncias tem inclinagdo de —1 (—20dB/dec), indicando que n = —1 e
tem-se: KG(s) = G- (jw)™ !

> Note que pelo Teorema do Valor Final, o erro em estado estacionario é:

1 1
ess = lim sE(s) = . =
s—0 1+ llH(l) sKG(s) 1+ K,
s—

Em outras palavras: K, = lim sKG(s) = lim (j&) G (jwy " =G

s—0 Jw—0

> Portanto, pode-se ler a magnitude em qualquer frequéncia sobre a assintota

em baixas frequéncias e calcular K,. Porém, ha outras alternativas também...
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‘ Erro em Estado Estacionario em Bode I

> Uma alternativa para se determinar o valor K, para um sistema do Tipo 1, é
simplesmente ler a magnitude do prolongamento da assintota em baixas
frequéncias diretamente em w = 1 rad/s. Isto é possivel pois como K, = G,
entdo no diagrama de magnitude de Bode, em w = 1 rad/s, K, = |G/w|, em

outras palavras: K, = |KG(31))|

7/

> E provavel que seja necessario estender a assintota em baixas frequéncias até

w = 1 rad/s para ler o ganho

> Alternativamente, ainda para sistemas do Tipo 1, a interseccao do
prolongamento da assintota em baixas frequéncias no segmento onde a magnitude
iguala o valor 1 (ou 0dB), tem-se a frequéncia que numericamente se iguala

a K,. Supondo que @ seja esta frequéncia de interseccao em 0dB, ent3o:

- g - -
|KG<gw>|=\f\=1 s G—6 — K, =0
Jw
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‘ Exemplo — Erro em Estado Estacionario em Bode I

Diagrama de Bode para G(s) = {15
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‘ Em palavras, do diagrama de Bode anterior I

> A leitura da magnitude do prolongamento da assintota em baixas frequéncias
quando w = 1 rad/s no diagrama de Bode é 20dB. Portanto, da relagdo

8

2

20 log |G(jw)| = 20dB, tem-se que |G(jw)| = 102

o

= 10
Isto é, a constante de velocidade é dada por K, = 10

> A extensdo da assintota em baixas frequéncias cruza a magnitude 1 (ou 0dB)
em w = 10 rad/s. Indicando, portanto, que K, =~ 10

> Note ainda que escolhendo uma frequéncia suficientemente pequena, e.g.,
w = 1072 rad/s, lé-se do diagrama de Bode que a magnitude é 60dB. Portanto:

K, = w|G(jw)| = 1072 x 10%°/29 = 1072 x 1000 = 10
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Especificacoes de Desempenho no Dominio da Frequéncia

> E possivel relacionar especificacées de desempenho no dominio do tempo (e.g.,
overshoot (M), tempo de acomodagdo) com especificagdes no dominio da
frequéncia (e.g., M,,, faixa de passagem (wp), frequéncia de ressonancia (w,.))?

> Sabemos que de um sistema de 2a. ordem, o maximo (pico) da resposta em
frequéncia é dado por M, e ocorre na frequéncia de ressonancia w,.

> A faixa de passagem wp (ou largura de banda), por outro lado, corresponde a
frequéncia em que a resposta do sistema em malha fechada tem ganho —3dB (e
estd relacionada a velocidade de resposta do sistema)

> Note também que a faixa de passagem wpg esta relacionada, de forma
aproximada, a frequéncia natural do sistema, como ilustrado na figura a seguir
(sistema de 2a. ordem)
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MASTER 109

R + u)% Vi
) t? > s(s + 2lw,) > 1)

Figure 8.24 A second-order closed-loop system

Figure 8.25 Magnitude characteristic of the second-order system
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Figure 8.26 Normalized band-width, wg/w,, versus ¢
for a second-order system (Eq. 8.46)
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Especificacoes de Desempenho no Dominio da Frequéncia

> Como a resposta do sistema de 2a. ordem a um degrau unitario é:
y(t) = 1 4+ Be %“"t cos(w, + 6)

quanto maior o valor de w,,, mantendo ( constante, mais rapidamente a resposta
se aproximara do valor estaciondrio. Portanto, especificacbes no dominio da

frequéncia poderiam ser:

1. Ganho na frequéncia de ressonancia relativamente pequeno: e.g., M, < 1, o
implica em um fator de amortecimento “harmdnico” ¢ = 0.707 (e portanto

poderia se ter overshoot baixo)

2. Faixa de passagem wpg grande, tal que a constante de tempo do sistema
T = 1/{w,, seja suficientemente pequena (o que implica em t, reduzido)

> Note que estas relacoes sao vélidas se a resposta do sistema for dominada por
um par de polos complexos (se assemelha a um sistema de 2a. ordem)
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‘ Projeto Sequencial: Leitura de um Drive I

> Na modelagem realizada anteriormente, nao se considerou que a haste que liga
a cabeca de leitura com o braco movido pelo motor fosse flexivel. No entanto, se
considerarmos que é flexivel, haverd um coeficiente de elasticidade e a haste de
ligacao pode ser modelada como uma mola com constante de elasticidade k.
Neste caso, tem-se dois corpos interconectados (cabeca de leitura e o braco)
sendo que m é a massa da cabeca de leitura, b é o atrito viscoso, u(t) é a forga
exercida pelo braco (movido pelo motor) sobre a haste que, por sua vez, move a
cabeca de leitura. Entao pode-se escrever uma FT adicional, de 2a. ordem, para

modelar esta interconexao da forma:

Y (s) w2 1

Gs(s) = U(s) 8%+ 2Cwns +w2 1+ (2C/wn) + (5/wn)?

com amortecimento { = 0.3 e frequéncia natural w,, = 18850 rad/s (ou
fn = 3 kHz), conforme ilustrado na figura a seguir
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Figure 8.42 Disk drive head position control, including effect of flexure head mount
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‘ Projeto Sequencial: Leitura de um Drive I

> Note que a FT em malha fechada é de 5a. ordem
> A estrutura adotada para o controlador é um PD = K (s + 1)

> Esbocando o diagrama de Bode correspondente a malha aberta, na préoxima
pagina, verifica-se que o diagrama possui um ganho de 10dB acima da linha da

assintota em w = w,,

> Objetivo especifico: evitar excitar o efeito da ressonancia em w,,
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‘ Projeto Sequencial: Leitura de um Drive I

> As especificacoes para o projeto sao
e Sobre-elevacdo (overshoot): M, < 5%

e Tempo de acomodacao: t, < 250ms

> Selecionando K = 120, garante-se as restricoes de tempo de acomodacao e

sobre-elevacdo (vide préxima figura)

> Por outro lado, selecionando K = 600, o valor de sobre-elevacao aumenta
consideravelmente (vide préxima figura). Neste caso, como a faixa de passagem
aumentou em relacao ao projeto para K = 120, provavelmente tem-se uma

contribuicao maior de uma parcela oriunda da ressonancia em w,,
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Projeto Sequencial: Leitura de um Drive (K = 120)

Resposta em Frequéncia (K=120)
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‘ Projeto Sequencial: Leitura de um Drive (K = 600) I

Bode (K=600)
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