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‘ Métodos de Resposta em Frequéncia I

Origem do termo? Entende-se por resposta em frequéncia, a resposta em
estado estaciondrio de um sistema ao se aplicar uma entrada senoidal

Motivacao Uma vantagem da abordagem por resposta em frequéncia surge do
fato da simplicidade com que se pode, experimentalmente, realizar medidas da
resposta em frequéncia usando geradores de sinais

7/

> E possivel que funcoes de transferéncia de sistemas complicados possam ser
determinadas experimentalmente por testes em respostas em frequéncia

> Ha ainda a vantagem que pode-se projetar o controlador mitigando o efeito de
ruidos em certas faixas de frequéncias
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Saida em Estado Estacionario para entrada Senoidal — Considere um sistema
linear e invariante no tempo G(s), tal que Y (s) = G(s)R(s). A entrada r(t)
é senoidal e descrita da forma

L W
t) =R t R =R
r(t) sen(wt) — (s) R
Logo
Y(s) = G(S)Rs2—|—w2
- ¢ ey O
- S+ jw S — Jw S + p1 S + DPn

sendoa e b;, 2 = 1,...,n constantes e @ o conjugado complexo de a
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Aplicando £7! em Y (s), obtém-se a resposta temporal:
y(t) = ae 7t + ge?*t + bie Pt ... 4+ be Pt £t >0

Para sistemas estaveis, —p1,..., — p,, tém parte real negativa. Portanto, em
estado estacionario, a parcela e Pt 4 ... 4 e~ P=t tende a zero, com excec3o

dos dois primeiros termos: ae~7*t e @el“?

> Note que se Y (s) tem multiplos polos reais p; de multiplicidade m;, entdo
y(t) terd termos da forma

thie=Pit  (h; =0,1,...,m; — 1)

e, se o sistema é estdvel, p/ t — oo, thie—Pit 3 (isto é, ndo faz diferenga se
considerarmos polos reais repetidos ou ndo para a andlise em estado estaciondrio)
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

> Portanto a resposta em estado estaciondrio depende apenas da parcela abaixo:
Yss(t) = ae ¥t 4 @el*?

Para obter "a” e " @ ", note que em

a E b1 bn

— T — T + -0+
STJw S—Jw S+ P1 S + Pn

Y(s) =

pode-se multiplicar os dois lados por (s + jw) tal que:

Y(s)(s +w) = % (34787 + (s + je)
+ (s +jw) + o+ + ———(s + jw)
8 + P1 S+ Pn
ao isolar “a” obtém-se a forma a seguir na préxima pagina...
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Isolando “a’: a = Y(s)(s+jw)— (s 4+ jw)
— Jw
(5t jw) =t — (5 + )
— S+ Jw) — - s+ jw
s + p1 S+ Pn
Avaliando em s = —jw note que:
a=al|__., 6 = [Y(S)(S + jw) — — w(s + jw)
L (54 jw) — et (s + o)
— S+ Jw) — .- s+ Jw
S _I_ p]. S _l_ pn 3:—jw
= Y(s)(s+jw)
S—=—Jjw
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Note que como Y (s) = G(s) R ST o3 entdo:
wR ,
a = G(s) R (s + jw) e
wR

BRI PE= R

S——Jjw
__ RG(—jw)
— 27
Pode-se proceder da mesma forma para obter " a "
wR RG(q1w
T = G(s) 5 ( _ RGlw)
+ s=jw 2.7
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

> Note que G'(jw) pode ser escrita na forma polar: G(jw) = |G (jw)|e??

Im [G(jw)] }

Sendo que o angulo (fase) é dado por: ¢ = /G(jw) = tan™ ! { :
/ Re [Gj)

e o médulo & |G(jw)| = \/Re [G(jw)]? + Im [G(jw)]* > 0

> Portanto, quando o argumento de G(-) é negativo, o médulo n3o se altera e a

fase acompanha o sinal do argumento:

G(—jw) = |G(—jw)|e 7? = |G(jw)|e ??
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Yss(t) = ae ' 4 gel®t (com a e a na forma polar)
_ _RIGGW) e,  RIGGW)?
29 29

ed (Wt+d) _ p—i(wt+e)

= RIG(jw)| 2,-

= R|G(jw)|sen(wt + @)

= Ysen(wt + ¢)

sendo Y = R |G(jw))|
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‘ Analise de Resposta em Frequéncia I

Portanto, para um sistema estavel LIT e
sujeito a uma entrada senoidal, em
estado estacionario a saida sera também senoidal
e tendo a mesma frequéncia que a entrada,

porém com

Nota Consequéncia desta andlise: substitui-se s por Jw
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Formas graficas para se apresentar resposta em frequéncia

1. Diagrama de Bode ou diagrama logaritmico
2. Diagrama de Nyquist ou diagrama polar

3. Carta de Nichols ou magnitude logaritmica versus diagrama de fase
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‘ Uma Discussao Prévia — Aquecendo os Motores I

Para um circuito RC com funcao de transferéncia descrita por:

1 _ 1
G(S) == ) defina: Y = E

1 o
JW(BO)+1 o (1) 4+1

G(jw) =

Pode-se tracar um grafico polar a partir da relacao:

Gjw) = R(w) + jX(w) = L3/ 1 . (@/9)

1+ (w/9)? 1+ (w/9)® "1+ (w/p)?
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‘ Uma Discussao Prévia — Aquecendo os Motores I

Que na forma polar é descrita como:

G(jw) = |G(w)| /&(w)
U

1 W
G(w)| = o [pw) = ()
V14 (w/p)? o) @
> Note que a construcao de diagramas polares é trabalhosa e nao indicam o
efeito individual de polos e zeros!! Uma boa alternativa é usar graficos
logaritmicos, ou diagramas de Bode, que simplificam bastante o tracado da
resposta em frequéncia, além de facilitar a sua interpretacao
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Diagrama logaritmico Note que o logaritmico tem as seguintes propriedades:

[(ab)]”

log—d —nloga+ nlogb—logec—logd
C

I.e., termos multiplicativos sao convertidos em termos aditivos e termos que
dividem s3o adicionados como termos negativos. Semelhanca com FT descrita em
termos de ganho, zeros e polos é imediata e possibilita adicionar (ou subtrair)
individualmente o efeito de novos polos, zeros e ganho de forma facil

> O logaritmico do médulo da FT pode ser expresso em decibéis (dB), i.e.:
201og;o |G(jw)|

No diagrama de Bode, o logaritmico da magnitude X log;ow é tracada em um

diagrama e o angulo (fase) X log;, w em outro diagrama, i.e., separados

UFMmMG

) i p.14 Controle de Sistemas Lineares — Aula 12
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Curiosidade I

> Tradicionalmente na drea de Comunicacoes é padrao medir o ganho de
Poténcia em decibéis da forma:

|G| = 101 b
p— 0210 —

10 p
sendo que P; e P> sdo, respectivamente, as poténcias de entrada e saida (por
exemplo, P; e P> poderiam denotar a intensidade de duas fontes sonoras e o

ganho mede a intensidade relativa entre os sons ou a relagdo de poténcia)

> Decibéis é também usado de forma mais genérica para expressar a taxa
logaritmica de duas magnitudes de qualquer unidade, por exemplo: tensoes ou
correntes. Nestes casos onde a razao é de uma quantidade quadratica, 1 dB se
iguala 20 vezes log, da razao. De fato, como poténcia elétrica € proporcional ao
quadrado da tens3o (considerando impedancia constante), o ganho de poténcia é:

V...
entrada

UFMmMG

) , p.15 Controle de Sistemas Lineares — Aula 12
Reinaldo Martinez Palhares



‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Exemplo Considerando um circuito RC obtém-se:

20 log |G(jw)| = 201log { [1 - (:Rc)zl 2} = —101log {1 + (wRC)?}

> Para baixas frequéncias, i.e., w < 1/RC = 1/7, o ganho logaritmico é:
20 log |G(jw)| = — 10log 1 = 0dB
> Para altas frequéncias, i.e., w > 1/RC, obtém-se:

20log |G(jw)| = — 10log {(wRC)*} = —20log wRC = —20log wT

> Particularmente quando w = 1/RC, na chamada frequéncia de corte (ou de

canto), obtém-se:

20log |G(jw)| = — 101log(1 + 1) = —3.01dB
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Nota Para altas frequéncias, escolhendo wo = 10wy, ou w1 = w2 /10,
obtém-se neste trecho a relacao de magnitude da forma

WaT
—20logwaT — (—20logwiT) = —20log
w1 T
= —20log10
= —20dB/década
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- p.17 Controle de Sistemas Lineares — Aula 12

Reinaldo Martinez Palhares



‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

> Da mesma forma, considerando por exemplo ws = 2w, obtém-se

WoT
—20log watT — (—20logwyiT) = —20log —
W1 T
= —20log2
= —6dB/oitava
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

> Note que para o circuito RC, a fase para o polo é:

P(w) = / (ﬁ) =—/(1+jwr) = —tan~?! {:::; Eggi;;} = —tan~ 1 (w7)

> Para baixas frequéncias, w < 1/7 (w — 0), obtém-se

/G(jw) =—/(1+0j) = —tan~' 0= 10"

> Para altas frequéncias, w > 1/7 (w — 00), obtém-se

/G(jw) = —/(1+ ocoj) = —tan" ' co = —90°

> Quando w = 1/7, na frequéncia de corte obtém-se

/G(w) =—/(141j) = —tan™ 11 = —45°
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Para a Funcao de Transferéncia genérica:

Q
K|[Q+jwn)

. =1
G(jw) = v = 2 —
. . E\ . J&
() H (1+ jwTm) H 1+ (—) Jw + (—)
m=1 k=1 Wnk Wnk
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

O médulo logaritmico de G(jw) é

Q
IG(Jw)| = 20logK—|—2OZlog|1—|—iji|

=1

M
- ZOlog‘(jw)N‘ — 20 Z log |1 + jwTm|

m=1

2 w2
(5 (50)
Wn,k Wn,k

Nota Basta adicionar a parcela de cada fator individualmente...

R
— 20 Z log

k=1
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

O grafico da fase corresponde a soma dos argumentos de cada fator da FT, ou:

Q
p(w) = > tan'(wm) — N(90%)

=1
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

> Note que os quatro tipos de fatores que podem aparecer em uma FT s3o:

1. Ganho constante — K
2. Polos ou zeros na origem — jw

3. Polos ou zeros no eixo real — gwrT + 1

. 2¢\ . jw\’
4. Polos ou zeros complexos conjugados — 1 + | — | gw + | —
W Wn

> O diagrama é obtida somando-se graficamente as curvas de cada fator
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Ganho Constante — K
20log K = constante em dB, ¢(w) = 0°

> Se K < 0, o médulo permanece 20 log K, porém a fase passa a ser 180°

Polos ou zeros na origem — jw Para um polo na origem

1
20 log |— = —20logw dB
Jw

P(w) = L% = —/(0+ jw) = —tan—?! {::e] Eggi;;} = —tan" ! co = —90°

Para zero na origem: 20 log |jw| = +20logw dB, ¢(w) = +90°
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Polos no eixo real — jwT + 1 para um polo em —1/7, obtém-se
20 log , = —10log(1l + w?*7r?) dB, ¢(w) = —tan twr
14 jwr
Zeros no eixo real — jwT + 1 para um zero em —1/7, obtém-se

20log |1 + jwT| = 10log(1 + w?7?) dB, ¢(w) = tan™ ' wTt
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

. 2¢\ . jw’
Polos ou zeros complexos conjugados — 1 + | — | jw + [ —
Wn W

O fator quadratico correspondente a um par de polos complexos conjugados pode

ser escrito na forma normalizada

w
1+ j2¢u — u?, sendo u = —

W
Portanto, para
G(je) 1 :
Jw) = 5 — .
. ) W 1 — 2 2
L+ (3 e+ (Z) T
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Obtém-se entio:

20 log |G(jw)| = —101og [(1 — u?)? + 4’,:2“2} . H(w) = — tan? ( 2Cu )

1 — u?

> Quando u <K 1,

20log |G(jw)| =~ —10logl = 0dB, ¢(w) — 0°

> Quando u > 1,
20log |G(jw)| =~ —10logu* = —40logu dB, ¢(w) — —180°

resultando em uma curva com inclinagdo de —40dB/década

> As duas assintotas encontram-se na linha de 0dB quando ©v = w/w,, =1
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

A aproximacao é boa para raizes complexas? Note que as duas assintotas
obtidas sao independentes do valor do fator de amortecimento, i.e., o
amortecimento nao foi considerado no tracado da curva de magnitude...

> Pode-se notar que préximo a frequéncia w = w,,, um pico ressonante pode
acontecer, e que pode ser computado diretamente de:

1
L (2) o+ (32)

O valor do fator de amortecimento, {, determina a magnitude deste pico

G(jw) =

ressonante. Para valores pequenos geram-se picos grandes... Isto é ilustrado na
figura da préxima pagina
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Magnitude para G(jw) = 1

2¢ )4 Jw)?
1+( wn )Jw—l_(wn )
20
— {=0.05
N o5
10 \/ )
N\ 0.20
N\
0
S
[}
g -10
g
&
>
—20
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—40
0.1 0.2 03 04 0506 0.8 1.0 2 3 4 5 6 8 10
u = w/w, = Frequency ratio
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Frequéncia de ressonancia (w,) e pico ressonante (M, )

Pela figura de magnitude anterior nota-se que o valor maximo de |G (jw)|,
denotado por M,,, ocorre na frequéncia de ressonancia w,.

> w, € determinado no valor maximo do médulo de G(jw):

|G(Gw)| =

J-22) (%)’
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‘ Grafico de Resposta em Frequéncia I

Como o numerador de |G (jw)| é constante, o valor de pico de |G(jw)]| ird
ocorrer quando o valor do seu denominador assumir o valor minimo, i.e.:

() () - [ e

2
Wi

O que ocorre em

wr:w:wn\/1—2<'2

Substituindo w, em |G(jw)|, obtém-se o pico ressonante

1

M, =|G(jw.)| = —
w r 2C 1 — Cz
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Figure 8.11 The maximum of the frequency response, M, , and the
resonant frequency, w,, versus ¢ for a pair of complex conjugate poles
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TABLE 8.3 Asymptotic Curves for Basic Terms of a Transfer Function

Term Magnitude 20 log |G| Phase, ¢(w)
1. Gain, 40 90°
G(jw) =K
(jw) 20 45°
20 log K
dB 0 d(w) 0°
—20 —45°
740 7900
w w
2.Zero, 40 90°
G(jw) = o
(¥ jolw) 20 4
d 0 b 0°
720 7450
—40 -90°
0.1w, [on 10w, 0.1w; [on 10w,
w w
3. Pole, 40 90°
G(jw) = o
(1 ¥+ jolw)! 20 4
d 0 dw) 0°
—20 —45°
—40 -90°
0.1w; [N 10w, 0.1w, [N 10w,
w w
4. Pole at the origin, 40 90°
G(jw) = 1/
(jo) Jw 20 45°
d 0 Pw)  0°
—-20 —45°
—40 -90°
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
w w
5. Two complex poles, 40 180°
0.1<¢<1,G(jw)= R
(1 +j20u = w), 0 %
u=wlo, d 0 b 0°
~20 -90°
—40 —180°
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
u u

Table 8.3 Asymptotic curves for basic terms of a transfer function
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