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‘ Solucao de Equacoes Lineares Variante no Tempo I

Para o sistema Linear e Variante no Tempo (LVT):

z(t) = A)x(t)+ B)u(t) , x(tg) = xo
y(t) C(t)x(t) + D(t)u(t)

Anxn(+), Baxp(*), Cgxn(+), Dgxp(+) :sdo fungdes continuas do tempo

> Por hipdtese, a solugdo é tnica para g e U[,,00) dados (condicdo suficiente é
A(t) ser funcao continua do tempo)

> Solucoes da Equacdo Homogénea: #(t) = A(t)x(t)

Teorema O conjunto de todas as solucoes de x(t) = A(t)x(t) forma um

espaco linear n-dimensional
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‘ Matriz Fundamental I

~+ Considere o sistema homogéneo @(t) = A(t)x(t) de dimensao n

% Para cada condicdo inicial x;(tg), existe uma solu¢do tnica x;(t), para
1t =1,2,...,n. Essas solucoes podem ser arranjadas em uma matriz quadrada
de ordem m:

X = x1®) x2(8) -+ xal®) |

» Como cada coluna de x(t) satisfaz a equagcdo homdgenea, entdo x ()
também satisfaz o sistema homogéneo: x(t) = A(t)x(t)

» Se x(to) é ndo singular, i.e., as n condicdes iniciais s3o linearmente
independentes, x(t) é chamada Matriz Fundamental de &(t) = A(¢t)x(t)
» Como as condicoes iniciais sao arbitrdrias, a matriz fundamental n3o é unica...

» Uma matriz fundamental x(t) é n3o singular para todo ¢
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‘ Obtendo Matriz Fundamental I

Exemplo Considere x(t) = x(t). Entao pode-se obter:

Cbl(t) =0 —> 1 (t) = I (to)

e
t t
To2(t) = tx1(t) — xo(T)dT =/ Tx1(to)dT
to tO
1 2 1 2
iIJz(t) — iIJz(to) p— Et iIJl(to) — Eto iIJl(to)
ou
1 2 1 2
iIJz(t) p— Et iIJl(to) — Eto wl(to) —|— iIJz(to)
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‘ Obtendo Matriz Fundamental I

Se tg = 0 e com condi¢Ges inicias dadas por 1(0) = 1, 2(0) = 0, entao

X1(t) =

1

142
5t

Se tg = 0 e com condi¢Ges inicias dadas por 1(0) = 1, 2(0) = 2, entao

X2(t) =

1,2
st +2

1

» Note que bastam duas solucoes LI para gerar um espaco linear 2-dimensional

1 1 |
x(t) = { x1(t) xz2(t) | = 12 1 Matriz Fundamental
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‘ Obtendo Matriz Fundamental I

OQuseto =0ex1(0) =0, xz2(0) = 1, entdo

0
1

x1(t) =

Seto =0ex1(0) =2, x2(0) = 0, entdo

2
x2(t) = 2
0 2 |
x(t) = [ x1(t) xz2(t) | = , :  Matriz Fundamental
1 t

» Conclusao: a matrix Fundamental n3o é unica...
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‘ Matriz de Transicao de Estados I

Definicao Seja x(t) uma matriz fundamental qualquer de &(t) = A(t)x(t).
Diz-se entao que
®(t,to) = x(H)x " (to)

é a matriz de transicdo de estados de & = A(t)x

A matriz de transicdo de estados ®(t,tg) é também a solugdo tnica de

0
aé[)(t, to) = A(t)®(t,t0)

sendo que a condic3o inicial é ®(tg,to) = x(to)x ' (to) = |
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‘ Matriz de Transicao de Estados I

Propriedades
®(t,t) = x(t)x '(t) =1

&7t t0) = [x(D)Xx T (to)] T = x(to)X T (t) = ®(to,1)
P(t2,t0) = P(t2,11)P(t1,10)

Exemplo
- - 4 —1
B(t, to) 0 2 0 2
0 —
’ 1 2 1 &2
I 1T 142 | | _
_ |0 2 —3to 1| _ 1 0
1 1,42 2
_1 tz__ 5 O_ _E(t_to) 1_
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‘ Matriz de Transicao de Estados I

Propriedade A matriz de transicdo de estados ®(t,tg) é unicamente
determinada por A(t) e independe da matriz fundamental x escolhida

> De fato, considere duas matrizes fundamentais x1, X2 , solucoes de
= A(t)x:

Entago d P : x2=x1P , P énao singular
A 1-ésima coluna de P € a representacao da z-ésima coluna de x2 na base x1
Note entao que a matriz de transicao de estados pode ser escrita da forma:

B(t, to) = x2(t)xz  (to) = x1(t) PP 'x1 ' (to) = x1(t)x1 " (to)

> Conclusdo: ®(t,tg) € lnica
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‘ Matriz de Transicao de Estados I

> Se A(t) é uma matriz triangular

Cbl(t) . all(t) 0 a:l(t)
ii:‘z (t) azl(t) az2 (t) 2 (t)
pode-se resolver a primeira equacdo em @« (t) e substituir na segunda, i.e.

iﬁl(t) = all(t)wl(t), e
iz (t) a21(t)m1(t) —|— a9 (t)iEz(t)

Isto foi feito no exemplo da pag. 4 desta aula e, para estes casos, a solucao é
obtida facilmente
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‘ Solucao de Sistemas LVT I

> Se A(t) é diagonal entdo a solugio de

o0
a (I)(tvtO) — A(t)q)(tatO)

é simplesmente:

B(t,t0) = e (Jiy A()dr)

> Se A(t) = A é constante, entdo tem-se a solu¢do tradicional para sistemas
lineares e invariantes no tempo:

P(t,t) = e(Jio 4d7) _ pA(t—to) _ P(t—ty) e x(t) =e?t
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‘ Solucao de Sistemas LVT I

> Uma proposta de solucao para equacao de estado LVT
z=At)x+ B(t)u , x(tg) = xo

é da forma

x(t) = P(t,to)xo + ®(t,7)B(T)u(T)dr

to

(I)(t,t()){EO -+ t (I)(t,t())(I)(to,T)B(T)’U,(T)dT

to

= ®(t,tg) [:130 + | ®(to,7)B(7)u(7)dr

to

sendo ®(t,7) a matriz de transicdo de estado de & = A(t)x (Verificar...)

UFMmMG

12 Teoria de Sist Li _ Aula 11
Reinaldo Martinez Palhares P eona de sistemas Lineares — Auld



‘ Solucao de Sistemas LVT I

> Verificar se a solugdo x(t) satisfaz a condicdo inicial em t = to?

to
x(tg) = P(to,to)xo + ®(tg,7)B(T)u(T)dr =lxg +0 =29 v

to
> Verificar se a solugdo x(t) satisfaz & = A(t)x + B(t)u? Derivando x(t):
d 0 t o
—x(t) = —®(t,tg)xo+ P(t,t) B(t)u(t) + —®(t,7) B(T)u(r)dr
dt ot y —— to, Ot y
A(t)cI‘:(t,to) | A(t):I;(tﬂ')
t

— A®) [@(t,tom +

— A@)z(t) + B)u(t) v

q)(t,T)B(T)u(T)dT] + B(t)u(t)
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‘ Solucao de Sistemas LVT I

> Ainda, considerando a solucao

x(t) = ®(t,to)xo + t ®(t,7)B(T)u(T)dr

Se a entrada é nula, u = 0, entao

z(t) = ®(t,to)xo

Se a condigdo inicial é nula (estado nulo), &g = 0, entdo

x(t) :/ &(t, 7)B(T)u(T)dr

to
Isto é, x(t) é a combinag3o:

x(t) = Resposta a Entrada Nula + Resposta ao Estado Nulo
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‘ Solucao de Sistemas LVT I

> A saida do sistema é dada por:

t

y(t) = C(t)P(t,tg)xo + C() t ®&(t,7) B(7m)u(r)dTt + D(t)u(t)
0 P (t,to)P(to,T)

= C(t)®(t,to) [a:o + | ®(to,7)B(T)u(r)dr| + D(t)u(t)

to

Se xg = 0, a resposta ao estado nulo pode ser descrita como:

[C(t)®(t,7)B(7) + Dé(t — 7)] u(T)dT

to

y(t)

= G(t,7)u(r)dr

to

sendo G (t,7) a matriz da resposta ao impulso aplicado no instante 7
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

Para
z(t) = A)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C()z(t) + D(t)u(l)

Considere P(t), n X m, e assuma que P(t) é ndo singular e P(t) e P(t)
possuem elementos continuos para todo t. Definindo & = P(t)x, o sistema

(t) = A@)x(t) + B(t)u(t)
y(t) C(t)z(t) + D(t)u(?)

com

A(t) = [P(t)A(t) n P(t)}P—l(t)
B(t)=P()B(t) ; C()=C({t)P~(t) ; D(t)= D(t)

é um sistema equivalente ao sistema anterior
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

» Para a forma definida de A(t), considere x(t) como sendo uma matriz
fundamental do sistema original. Entdo ' (t) = P(t)x(t) é uma matriz
fundamental do sistema equivalente

Por definicdo, x(t) = A(t)x(t) e x(t) é ndo singular Vt. Como o posto de uma
matriz ndo se altera ao ser multiplicada por uma matriz n3o singular P(t),
P(t)x(t) também é n3o singular V¢. Derivando % (t) = P(t)x(t) tem-se:

%[P(t)x(t)] = P(t)x(t) + P(t)x(t)

\ .

~~

X (t)
= P@)x(t) + P(AMDX(E) = [P(t) + P(H)A®)] (1)
= |[P@)+ P(HAD)] [P () P@)] x(t)
= A Pt)x(t) ]

(%)
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

Teorema Seja Ag uma matriz arbitraria constante. Ent3o existe uma
transformac3o de equivaléncia P(t) que transforma o sistema original em um
sistema equivalente com A(t) = Ay

Demonstracdo Como A(t) = Ao, X(t) = e”°" é uma matriz fundamental de
xr = A(t)T, entio & = ApZ. Com x(t) = P(t)x(t), P(t) pode ser obtida da forma

P(t) = x(t)x " (t) = e x7 ()

Note que A(t) é obtida da transformac3o de equivaléncia:

At) = :P(t)A(t)+P(t)]P—1(t)

= [T OA®) + Ace™ XTI (B) + et X)) |x(B)e
L N——
=—x"1(t)A(t)
= Aoe™'x 7! ()x(t)e A"
Ao v
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

Para obter a descricio para x 1 (%) na demonstracio anterior, usa-se o fato que
x (t) é uma matriz fundamental do sistema original e que vale a relac3o:

X ()x(t) =1
Derivando a igualdade acima, obtém-se:

X (®)x(t) +xH(t)x(t) =0

ou

X () = —x"TT@®)A@)x(@)x () = —x () A(t)
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

> Se Ag = 0, entdo P(t) = x~1(t) e as matrizes do sistema equivalente s3o
dadas por:

A(t) =0 ;5 B(t)=x""(t)B(t) ; C(t)=C(t)x(t) ; D(t) = D(t)

> Pode-se transformar qualquer sistema linear variante no tempo se se conhece a

matriz fundamental
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‘ Matriz Resposta ao Impulso I

G(t,r) = Ct)®(t,7)B(Tt)+ D(t)é(t — 1)
= C)x(t)x ' (7)B(t) + D(t)d(t — )

Para o sistema equivalente
G(t,r) = CHx(t)x (r)B(t) + D)é(t — )

= CHP'PHt)x(t)x " (r)P~(7)P(T)B(T) + D(t)d(t — 7)

= C@)x(t)x ' (7)B(t) + D(t)d(t — )

= G(t,7)
» A matriz resposta ao impulso se preserva na transformacao de equivaléncia

» O mesmo n3o acontece com a matriz A(t) (e.g., A(t) = 0)

» No caso invariante no tempo, as transformacoes de equivaléncia preservam

todas as propriedades da equacao original
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‘ Equacoes Equivalentes no caso Variante no Tempo I

Definicao — Transformacao de Lyapunov  Uma matriz P(t) é denominada
transformacio de Lyapunov se P(t) é ndo singular, P(t) e P(t) s3o continuas e
P(t) e P~1(t) s3o limitadas para todo t (obtém-se com esta transformacio um

sistema Lyapunov equivalente)

» Caso particular de transformac¢do de Lyapunov: P(t) = P (sistemas
invariantes no tempo é um caso particular de transformacdo de Lyapunov)

» Em geral, se P(t) é um tranformacao de Lyapunov, o teorema anterior
(transformac3o de equivaléncia com A(t) = Ag) pode n3o valer. Uma exce¢ao

ocorre quando A(t) é periddica
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‘ Equacoes de Estado Periodicas I

» A(t) é periddica com periodo T se

A(t+T) = A(t), Vt, T >0 e constante

Se x(t) é uma matriz fundamental de & = A(t)x, ou seja, x(t) = A(t)x(t) com

x (0) n3o singular, entdo x(t + T') satisfaz a equagdo homogénea e tem-se:
x(E+T)=At+T)x(t+T)=A)x(t+T)

E, portanto, x(t + T') também é uma matriz fundamental

> Note que x(t 4+ T') pode ser escrita da forma x(t + T) = x(t)x " (0)x(T), pois

xt+T) = A@)x(t+T)
x(®)x " (0)x(T) = A®)x(t)x " (0)x(T)
x(t) = A(t)x(t)
vrme p.23 Teoria de Sistemas Lineares — Aula 11

Reinaldo Martinez Palhares



‘ Equacoes de Estado Periodicas I

> Defina Q@ = x~1(0)x(T), uma matriz constante e n3o singular. Existe uma matriz
constante A com e*T = Q (Chen, Ex. 3.24, pg. 82), tal que x(t + T) = x(t)e?T

> Defina P(t) = eAtx_l(t). Note que P(t) é periddica com periodo T, pois:

Pt+T) = e D"+ 1)
— oAt AT [e—ATX—l(t)}
= e™x7(t)
— P(t)

Teorema Seja x(t) uma matriz fundamental do sistema periédico com periodo
T > 0 dado por & = A(t)x e A uma matriz constante computada a partir de
eT = x 1 (0)x(T). Com P(t) = e®**x ' (t), obtém-se o sistema Lyapunov

equivalente:

x(t) = AZ(t)+ P(t)B(t)u(t)
y(t) = CE)P T (t)a(t) + D(t)u(t)
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‘ Realizacoes de Sistemas Variantes no Tempo I

> Todo sistema LVT pode ser descrito da forma entrada/saida

y(t) = [ G(t,7)u(r)dr

to

> Equac3do de Estado (se os pardmetros sao concentrados)

A)x(t) + B(t)u(t) , x(tg) = xo
C(t)x(t) + D(t)u(t)

i(t)

y(t)

Conhecendo-se { A(t), B(t), C(t), D(t)}, a matriz resposta ao impulso pode
ser computada a partir de

G(t,T) = C(t)x(t)x " (T)B(7) + D(t)d(t — T)

sendo x(t) a matriz fundamental de & = A(t)x
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‘ Realizacoes de Sistemas Variantes no Tempo I

> Uma matriz de resposta ao impulso G (t,7) é realizavel se existir
{A(t),B(t),C(t), D(t)} satisfazendo a expressdo anterior

Teorema Uma matriz de resposta ao impulso € realizavel por uma equacao
dindmica linear de dimensdo finita se, e somente se, G(t,7) (de dimensdo q X p)

puder ser decomposta em

G(t,r) = MA)N(T) + D)ot —7) , ¥ t> T

Mgyxn ; Npxp continuasemt
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‘ Demonstracao I

(—) (necessidade) Se {A, B,C, D} é uma realizacao de G(t,7)

G(t,r) = Ct)®(t,7)B(t)+ D(@t)o(t — 1)
= C(t)x(t)x '(r)B(r) + D(t)é(t — )
= M@)N(T)+ D(t)o(t — T)

(«—) (suficiéncia) Se G(t,7) = M (t)l x "' N(7) + D(t)5(t — T), entdo
uma realizacdo de G(t,7) é dada por

i(t) = N(t)u(t)
y(t) = M(t)z(t) + D(t)u(t)

Note que x(t) = | é uma matriz fundamental de @&(t) = 0x(¢)
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‘ Realizacoes de Sistemas Variantes no Tempo I

> Extensao para sistemas LIT?

Exemplo Considere g(t) = te*, ou g(t,7) = g(t — 1) = (t — T)e

que pode ser reescrita da forma:

gt — 1) = [ oAt g At }

\ - 7

M (t)

\ .

N(+)

A(t—T1)

+ 0

» Uma realizacio de g(t) = te™? (variante no tempo, dificil de implementar...)

(| &1(2)
o (1)

0 0 1 (t)
0 0 L2 (t)

y(t) _ [ekt ey } [

Ir2 (t)

[

1(t)

N }u(t)

+ Ou(t)
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‘ Realizacoes de Sistemas Variantes no Tempo I

» Pode-se obter outra realizacao aplicando-se Laplace a resposta ao impulso:

Lte ] =

(s —A)?

§2—2)s + )2

Usando a forma companheira obtém-se a representacao invariante no tempo

’

i(t) =

2
1

—)\2
0

Lu®) = | o 1}:1;(75)_

z(t) +

1
0

u(t)
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‘ Chen, Problema 4.17, pg. 120 I

Mostre que %@(to,t) = —®(to,t)A(t) ? (Lembrete: ®(to,t) = x(to)x " (t))

Note que pode-se escrever %q)(to, t) = X(to)%x_l(t). Como obter 2 x ™' (t)?

Veia que: S (XX (B)] = XOX @) +x(0X (1) =0

N~

ou x () = —xT(Ox@®)x () = —xT (O A®)x(E)x () = —x (D) A(t)

Entao
0 1
SB(tot) = —x(to)x (H)A()
—  _®(to, t)A(t)
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