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Resumo

Esta tese é dedicada ao estudo de alguns problemas inaaesisésmas a tempo continuo com
retardo no tempo. A tese é dividida em duas partes; ha pameistra-se que estudar a estabilidade
de um sistema linear autbnomo com retardo constante no téregaivalente a avaliar as raizes de
uma funcéo racional de grau apropriado. Na segunda partdabe um conjunto de métodos de
andlise de estabilidade, baseados em desigualdadesiamtineares (LMIs), para sistemas a tempo
continuo, incertos, lineares e nao-lineares, sujeitosaad®@ no tempo. Propde-se ainda uma forma
sistematica para estender os novos testes de estabilideala pintese de controladores e filtros ro-
bustos, podendo incluir desemperiig,. A metodologia utilizada nesta segunda parte faz uso de
selecdes apropriadas de funcionais de Lyapunov-Krasouska estratégia de discretizacéo e rela-
xac¢des matriciais. Varias simulagfes computacionaisp@santadas ao longo da tese e comparadas
com outras abordagens recentes na literatura, que coarakeficiéncia dos resultados propostos.

Palavras-chave Desigualdade matricial linear, teoria de Lyapunov-Kxa&d, sistemas sujeitos a
retardo no tempo, analise de estabilidade, controle robust

Abstract

This thesis is dedicated to the study of some inherent pnabla continuous-time systems with
time delay. The thesis is divided into two parts; the first shews that to study the stability of
an autonomous linear system with constant time delay isvabprit to assess the roots of a rational
function of appopriate degree. The second part deals widt afstability analysis methods, based
on linear matrix inequalities (LMIs), for continuous-tinsgstems, uncertain, linear and non-linear,
subject to time delay. It is also proposed a systematic waxtend the new stability tests for synthe-
sis of robust controllers and filters, which can inclidg, performance. The methodology used in
this second part makes use of appropriate selections ofun@pKrasovskii functionals, a strategy
of discretization and matrix relaxations. Several compsit@ulations are presented throughout the
thesis and compared with other recent approaches in thatlite, which corroborate the efficiency
of the proposed results.

Keywords: Linear matrix inequality (LMI), Lyapunov-Krasovskii tbey, time-delay systems, stabi-
lity analysis, robust control.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de analise de estabilidade, controle e fittrafpesistemas fisicos sdo de grande im-
portancia na literatura. Para a solucdo desses problemnmagtodos empiricos baseados na aplicacao
de sinais de testes, podem apresentar resultados ingatefaou até mesmo inviaveis, em plantas
complexas, perigosas ou que envolvam um grande custonRyrts métodos usualmente utilizados
sdo baseados em modelos analiticos dos sistemas fisi@apgear de poderem apresentar carac-
teristicas nao-lineares, geralmente sdo representadanquelos lineares em torno de pontos de
operacdao, principalmente no meio industrial. Logo, essmEhos precisam se comportar o mais pro-
ximo dos processos reais, 0 que torna necessario uma meatacterizacédo da presenca de incertezas
nos modelos, provenientes de dinamicas negligenciaddsud@pde ndo-linearidades, de distarbios
externos e de incertezas sobre parametros do sistema, geédm@recisamente conhecidos ou que
podem sofrer variacdes aleatorias.

Ademais, reacdes de grande parte de sistemas fisicogyaelatsinais e acfes externas, ndo
sdo instantaneas. Esta caracteristica envolve, prinogrdaé, uma grande classe de sistemas fisicos
relacionados com propagacédo e/ou transporte de energtarianau informacao. Nesse sentido,
nao so as incertezas nos modelos que descrevem esses Siptateen ocorrer, como também a
dependéncia de informacgdes com historico temporal. Enasytalavras, havera dependéncia em
relacéo ao retardo no tempo. De acordo com Shinskey [64]:

Retardo no tempo é a propriedade de um sistema fisico, naagueesposta a uma forca
aplicada tem efeito atrasadé.

Portanto, uma ampla gama de sistemas fisicos para seremachaslele forma mais realista,
necessitam de modelos matematicos que levem em conta,itaettezas paramétricas quanto o
retardo no tempo.

Para ilustrar de maneira simples como se da a presenca dioreta um sistema real, considere
0 exemplo a sequir.

Exemplo 1.1 O chuveiro, descrito na Figura 1.1, € um exemplo simplessiersa sujeito a retardo
no tempo [100]. Neste sistema quando se abre ou fecha asrésrgeiente ou frio € necessério
esperar um tempo para que a mistura da agua, na temperasa@jadde percorra a tubulacédo do

Traducao livre deTime delay is the property of a physical system by which themese to an applied force is delayed
in its effect



chuveiro. Este intervalo de tempo, que muitas vezes levapgssoa a gastar um tempo maior para
ajustar a temperatura do chuveiro, é conhecido como retevdempo. Portanto, neste exemplo, o
retardo no tempo depende da pressao e do comprimento dagé&oul
Para este sistema, considerando-se que a agua néo sejimcivel@ seja um fluido estacionario,

€ possivel obter uma expresséo analitica para calculabod@lretardo no tempo. De acordo com a
Lei de Poiseuille, a vazéo da agua é:

B 7TR4A

= _ul D,
sendor = 0.01 coeficiente de viscosidade da aguap raio da tubulacdo, o comprimento da
tubulagédo eAp o “gradiente de pressao”, diferenca de presséo do fluide entricio e o fim da
tubulacdo. Assim, o retardo no tempopode ser obtido como:

56
/j\

Quente Frio

Figura 1.1: Diagrama esquematico de um chuveiro.

Apesar da simplicidade desse exemplo, sistemas que saifler@nicia do retardo no tempo po-
dem apresentar dindmica muito complicada. Alguns delesma@presentar desempenho insatisfato-
rio ou até mesmo instabilidade, tais como: processos danfretsto de metais [51], combustao interna
[9, 38], amortecedores de vibragdo [65, 86], redes neurtificias analogicas [2, 3], processos de
britagem e mixagem [61]. Além desses, ha também sistemasb@iugia, quimica, economia,
fisiologia e dindmica de populacédo, como em [41, 53]. Poroolgirio, o retardo no tempo pode
ser aplicado intencionalmente em sistemas de forma a banefiestabilidade, desempenho ou até
mesmo com o objetivo de forcar que sistemas apresentem idesimais sofisticadas. Por exemplo,
pode-se utilizar o retardo no tempo para aproximar difeagdo por meio de diferenca finita, como
ilustrado a seguir.

Exemplo 1.2 Considere o sistema [27]:
Z(t) — 0.12(t) + x(t) = u(t). (1.1)
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Se a entrada de controle for imposta como nulazi(e). = 0, esse sistema é instavel. Entretanto,
ele pode ser controlado utilizando-se a derivada do estatio cealimentagao, i.eu(t) = ki(t),
simplesmente ao escolhler> 0.1. Mas, caso a derivada do estai®) ndo esteja disponivel para o
controle, ela pode ser aproximada por meio da seguinteiielac

u(t) = a(t — 7) — aft) = -~ 2 =HEZT)

aproximando-sei(t).

Em [10] utiliza-se da técnica ilustrada acima para o coatdelrobds, no qual a aceleracao angular
€ acessada, aproximando a derivada da velocidade angularo €&xemplo, no qual o retardo no
tempo é aplicado intencionalmente, é encontrado em pralsleta transmissao de informacgéo por
meio de sincronismo de lasers cadticos, os quais ndo exibamaimente comportamento caotico,
mas este pode ser induzido por realimentacdo com mematia [48

Portanto, devido ao vasto grupo de sistemas no qual inesrpggameétricas e o retardo no tempo
podem ocorrer, esta tese abordara os problemas de anabstatddidade, sintese de controladores
e filtros para sistemas sujeitos a retardo no tempo e inesrfErameétricas. Essa classe de sistemas
pode ser representada da seguinte forma:

#(t) = f2(t), 2(t = 1), a(t), u(?))

sendoz(t) o vetor de estada;(t — 7) 0 vetor de estados atrasadesy valor do retardo no tempo,
a(t) representa as incertezas associadas ao madgjoé o sinal de controle ¢(-) é uma funcéo
possivelmente ndo-linear. Note que para determinar odastia evolucdo dessa classe de sistemas
é necessario especificar condigdes iniciais para os veterestados(t) e z(t — 7).

Apesar desta tese abordar o estudo de sistemas linearetieaades, o foco de interesse principal
estéa relacionado com as propriedades inerentes do retartdonpo em sistemas lineares. Para uma
introducéo mais detalhada sobre sistemas lineares cosoaina tempo veja [23].

1.1 Apresentacao

Inicialmente, nesta tese, mostra-se que estudar a edtaldlide um sistema linear autbnomo com
retardo constante no tempo € equivalente a avaliar as raézama funcdo racional de grau apro-
priado. Este resultado se fez possivel devido ao empregmdesimplegransformacéao bilineae
aprimoramento de métodos da literatura. Além disso, é itapte salientar que o resultado obtido
apresenta grande possibilidade de extenséo, principtgmersentido de obter condi¢cdes que sejam
computacionalmente eficientes.

Em um segundo momento, utilizar-se-a a teoridLgapunov-Krasovskie desigualdades ma-
triciais lineares(LMIs), para obter condi¢cdes suficientes para analise diidigade e sintese de
controladores e filtros. Mostra-se que 0os métodos propsstopre obtém resultados melhores ou
no minimo iguais em relagéo a resultados obtidos via métsiatares da literatura. Nessa parte,
sdo estudados tanto sistemas lineares, quanto algumsssctis sistemas nao-lineares. Vale ressal-
tar, que estes resultados séo dependentes do retardo mm turgeja, dependem explicitamente do
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tamanho do retardo. A titulo de informacé&o, condi¢Ges iaddpntes do retardo no tempo, podem
ser encontradas na literatura como em [45, 46] e referénelas citadas.

Os resultados aqui apresentados séo parte do que foi doiestiwrante o curso de doutoramento
deste candidato no Programa de Pds-Graduacao em Engdalédiiica na Universidade Federal de
Minas Gerais (UFMG), com periodo de estagio no Departansmingenharia Mecanica e Aeroes-
pacial na Universidade da Califérnia San Diego (UCSD).ePdestes resultados foram publicados,
aceitos, ou se encontram em processo de submissao/rensg@riodicos ou em anais de congres-
sos [11, 66, 69, 71, 72, 73, 74, 76, 79, 81]. Resultados abtide ndo fazem parte desta tese, estédo
registrados em [67, 70, 77, 78, 80].

Este texto esta dividido em duas partes; a primeira partestouturada em um capitulo e a se-
gunda em quatro capitulos. A sistematizacdo da elaborasia thse se deu da seguinte maneira:

Parte I: Discute como a analise de estabilidade de um sistema liné@m@mo com retardo cons-
tante no tempo pode ser feita avaliando as raizes de umaofuaci@nal de grau apropriado.
Para obter a funcéo racional associada a um sistema sujeti@rdo no tempo, basta substituir
o termo transcendental da equacao caracteristica do aistgeito a retardo no tempo por uma
transformagcéo bilinear de grau suficientemente grande

Capitulo 2: Nesse capitulo é apresentado o resultado da Parte |, bemtodasoas demonstracées
matematicas que suportam tal resultado e alguns exempiosritos.

Parte Il Nessa parte utiliza-se a teoria dgapunov-Krasovskie desigualdades matriciais linea-
respara se obter condi¢des suficientes, menos conservadarasa pnalise de estabilidade e
projeto de controladores/filtros para sistemas sujeitesaaido no tempo, tanto lineares quanto
algumas classes de sistemas nao-lineares. A peca chapesf@messa secao, € a utilizacdo
de relaxagOes associadas ao modelo do sistema. O uso ddasagdes permite desacoplar as
matrizes do sistema das matrizes do funcional de Lyapunase¥skii, obtendo-se formula-
¢Oes LMIs

Capitulo 3: Nesse capitulo, o método proposto é aplicado a problemasatiseade estabilidade de
diferentes classes de sistemas lineares sujeitos a retatdmpo e alguns exemplos numéricos
sao apresentados para ilustrar a eficiéncia dos resultados.

Capitulo 4: O intuito desse capitulo é apresentar como os resultadcagitnio anterior podem ser
estendidos para sistemas incertos, sendo utilizados e®itos relacionados a funcionais de
Lyapunov-Krasovskii independente e dependente dos péi@sriecertos.

Capitulo 5: Nesse capitulo, discute-se como obter métodos de projetmndladores e filtros com
indice de desempentid,., via LMIs. S&o propostos métodos de projeto de controladooe
realimentacao de estados, projeto de filtros do tipo Kalmeemberger para sistemas precisa-
mente conhecidos e filtros robustos para sistemas coméaesrparamétricas. Ao final, sdo
apresentados exemplos numéricos que ilustram a eficiéosimétodos propostos.

Capitulo 6: Nesse capitulo sdo apresentados alguns resultados neldoia sistemas nao-lineares.
Inicialmente, é estudado o problema de anélise de estathdide redes neurais artificias analo-
gicas, em seguida aborda-se o problema de sincronismo iiedases caoticos, sendo propos-
tos resultados de analise de estabilidade e projeto deotahdres. Por fim, sdo apresentadas
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condicdes de analise de estabilidade e projeto de contr@gaghara sistemas nao-lineares su-
jeitos a retardo no tempo modelados via abordagem nebustsgiFSugeno.

1.2 Comentarios gerais

Apesar da extensdo dos resultados apresentados nesttad@senicialmente é considerado como
objeto de estudo a classe de sistemas lineares continet®saj retardo no tempo,

(t) = Ax(t) + Aga(t — 1), (1.2)

com a condicao iniciap(t) € C+, z(t) € R" o estado e > 0 o retardo no tempo constante. As
matrizes do sistemd e A, possuem dimensdes apropriadas.

Note que um sistema como em (1.2), pare: 0, se reduz ai(t) = [A + Ag)z(t), tratando-se
de uma simples equacéo diferencial ordinaria. Entretgpaimr > 0, este sistema se torna uma
equacao diferencial retardada, a qual tem dimenséo infiRibatanto, considerando também o que
foi apresentado anteriormente, verifica-se a relevanciestiado desta classe de sistemas em ambos
0s campos: tedrico e pratico.

Ademais, em termos praticos, o retardo no tempo pode sertonget, 63, 93]. Entdo, sera
apresentado no Capitulo 3 como parte dos resultados olpatesn ser estendidos para lidar com
sistemas sujeitos a retardo no tenpcerta

i(t) = Ax(t) + Aga(t — d(t)), (1.3)

comd(t) = 7 + n(t) um retardo variante no tempo, sendaim valor nominal e;(¢t) uma per-
turbacéo, possivelmente variante no tempo, podendo assafores positivos e negativos; satis-
fazendo: |n(t)| < p < 7, sendou conhecido. Portanto, o retardo no tempo é definido no inter-
valo, d(t) € [r —u, 7+ p|. Neste caso a condicdo inicia(t) deve ser definida no intervalo
[— max{d(t)},0], ou sejap(t) € Co i) -

Além disso, ainda no Capitulo 3 serdo apresentadas cosdigdanalise de estabilidade para
sistemas sujeitos a retardos no tempo incertos e aditivos:

#(t) = Ax(t) + Aga(t — di(t) — da(t)), (1.4)

sendo que os retardds(t) e do(t) ttm a mesma forma do retard@®) em (1.3). Para este sistema,
a condicao inicial deve ser definida no intervelomax{d, (t) + d2(t)}, 0]. Este modelo tem grande
relevancia em sistemas com controle por redes. Para maibeleteja [43].

Note que, fazendd(t) = di(t) + d»(t) 0 sistema em (1.4) se reduz ao sistema em (1.3). En-
tretanto, existem situacées em que o sinal transmitido deambo para outro pode estar sujeito a
diferentes propriedades para diferentes segmentos de eteranthada rede. Para ilustracdo, consi-
dere a Figura 1.2 que apresenta um esquema de controle jpmergacéo de estados.

Portanto, considerando que o sistema fisico na Figura Is@apser representado poft) =
Ax(t) + Bu(t), este sistema em malha fechada, segundo a Figura 1.2, éaado p

#(t) = Ax(t) + BKa(t — dy(t) — do(t)). (1.5)



t—dqi(t)— \
Atuador ut=di(t)=d>(t)) Sistema Fisic z(t) Sensor

Retardod,(t) l Retardo, (t) ]

u(t — dy(t)) x(t —di(t))

Controle,u(t) = Kz (t)

Figura 1.2: Rede de controle por realimentacao de estados

Note que, fazendal; = BK, obtém-se o sistema em (1.4). Apesar do resultado a seeapads
no Capitulo 3 considerar apenas dois retardos aditivos,todnéroposto tem extenséo direta para
gualquer niumero de retardos.

Além de retardo variante no tempo, héa sistemas que podemjs#os a retardos tanto no estado
guanto na derivada do estado. Tal fato pode ocorrer por dgesomo resultado de simplificacao de
equacdes diferencias parciais, veja e.g. [6]. Este tipasiensa é conhecido como sistema do tipo
neutro:

(t) + Ex(t — 7) = Az(t) + Agz(t — 1), (1.6)

comg(t) € C"= a condig&o inicial, a qual deve ser diferenciavel ao menaswen para que a solucéo
do sistema seja bem definida. Uma peculiaridade de sistenrgsocheutro € o fato deste poder ser
sujeito a retardos no tempo diferentes:

#(t) + Bi(t —r) = Ax(t) + Agz(t — d(t)). (1.7)

Portanto, no Capitulo 3 s&o apresentadas condi¢fes paradich sistemas do tipo neutro das formas
em (1.6) e (1.7). Ademais, possiveis extensdes relacisremaresultados obtidos serédo discutidas,
mas nédo detalhadas. Por exemplo, ndo sdo apresentaddadesuklativos a sistemas sujeitos a
multiplos retardos no tempo:

i(t) = Ax(t) + Z Agz(t — 1), (1.8)

talqued < 7 <7 < ... < 73, € resultados relativos a sistemas sujeitos a retardoibdisios:

#(t) = Az(t) + / O Aqlt, 0)a(t + 0)df, (1.9)

-7

neste caso, imposigées particulares a cerca da funcacialatrj(t, ¢) tornam-se necessarias. Entre-
tanto, parte dos resultados obtidos podem ser estendidmalpardarem esses sistemas, veja [27].



Parte |

Teste de Estabilidade via Funcao Racional



Nesta parte € abordado o problema de analise de estabitldaitemas lineares sujeitos
a retardo no tempo. A complexidade do problema é em razaows &g caracteristica
transcendental de um sistema com retardo, ter infinitaggai& transcendentalidade
nesta equacédo € devido ao termo exponencial sendos uma varidvel complexaeo
retardo no tempo. Portanto, utilizar-se-4 a seguinte guigsio:

. 1—Ts\"
e’ — T Ts , TeR,, T €R, (12.10)

comk > 1 um inteiro. Assim, por meio da substituicdo descrita acirpassivel acessar

de forma indireta as raizes da equacéo caracteristica déestema sujeito a retardo no
tempo.

De forma mais especifica, o principal resultado € mostraraprsiderando um intervalo
finito para o retardo no tempoe [0, 7), a equagédo caracteristica transcendental de um
sistema sujeito a retardo no tempo tem equivaléncia em tedeestabilidade, com uma
equacao caracteristica racional associada obtida pordaeiobstituicdo em (1.10), para
um determinado valor dee um intervalo finito pard’ € [0, T).

Ademais, vale salientar que os resultados a serem aprdesritan grandes diferencas
em relacdo aos resultados apresentados em [55, 60, 84, 89P& eCap. 2]. Tais resul-
tados sdo baseados na substituicdo em (1.10), mas considpemas: = 1, proposto
por Rekasius [60] e também utilizado em Olgac e Sipahi [58]k 6= 2 proposto por
Thowsen [84, 85].



Capitulo 2

Novo teste de analise de estabilidade

Neste capitulo € estudado o problema de anélise de estalaildb sistema linear sujeito a retardo no
tempo descrito por:
(t) = Ax(t) + Aga(t — 1), (2.1)

com condicéo inicial(t) € C+, sendo quex(t) € R™, 7 > 0 e A, A; € R™*", Portanto, 0
estudo da estabilidade do sistema (2.1) pode ser feitcaadalia localizacdo das raizes da fungéo
transcendental:

AL (s) = det(s] — A — Age™). (2.2)

Diz-se que o sistema (2.1) é estavel (assintoticamenteestae todas as raizes da fungdg(s)
estdo no semi-plano esquerdo (aberto) do plano complexsieaso, diz-se que as raizesXlés)
sdo estaveis. A complexidade em avaliar as raizes destadéngevido ao termo exponencial, mas
especificamente, se um par de raizeg\dés) cruzar o eixo imaginario no ponto = jw;, entéo,
outras raizes dA.(s) irdo cruzar o eixo imaginario nesse mesmo ponto um namerotntie vezes
[27, 30, 61], para todo:

Tie = Ti + %w[lw, (=0,1,2,... (2.3)

Este fato € devido a funcdo exponencial complexa ser peda@dimo ilustrado na Figura 2.1.

Como o computo de todas as raizes/lds) ndo é viavel, a literatura apresenta uma variada
gama de métodos que tentam, indiretamente, acessar a#néalidestas raizes. Veja por exemplo
[27, Cap. 2]. Aqui, sera proposto um novo método, baseadeqarde substituicao:

Cer 1—Ts\"
e — <1+T3) , (2.4)

comk > 1 um inteiro, sendo que, pasa= jw; tem-se a relacdo entree T;:
7 = 2 kw; tarctan(w;T}). (2.5)

Parak = 1 eT € R esta transformacg&o mapeia o eixo imaginario em um circutanim Entretanto,
neste trabalho tem-se o interesse em considerar afferay sendo que o motivo disto tornara mais
claro ao decorrer deste capitulo. Entdo, considerdndo R, esta transformacdo mapeia o eixo



e—jwiﬂ' — e—j(wﬂri-%ﬁ) Vi = O, 1, 2, R
=14 —wir; = 14 — (wiT; + 207)

— e JwiTie

Re

Figura 2.1: Funcde /“i"it comr;, = 7; + 2/ wi‘lw paral/ =0,1,2,...

imginario em: um semi-circulo unitério paka= 1, um circulo unitario par& = 2, um circulo
unitario e meio par& = 3 e assim sucessivamente, para uma ilustracdo deste maypearagn
Figura 2.2.

Portanto, o principal resultado a ser apresentado negtagmatrabalho é fundamentado em uma
idéia alternativa, que estabelece uma equivaléncia emstaailidade das raizes da fungéo transcen-
dental A, (s), com as raizes da fungéo racional

1—Ts\"
SI_A_Ad(l+TS)

Ak (s) £ det : (2.6)

A razdo pela qual é interessante estudar a equivalénciaqi@g@es caracteristicds. (s) e
Ak(s), para um intervalo finito do retardo no tempoe [0, 7) sendor finito, é justamente de-
vido ao fato da equacaf. (s) ter infinitas raizes para valores periddicos do retardo m@de como
apresentado em (2.3). Mais especificamente, é demonstuadmqgsiderandd < 7 < 7, existe um
inteiro k suficientemente grande, tal que estudar a estabilidad€.de) para0 < 7' < T, sendal’
finito, € equivalente a estudar a estabilidade\dés).

A seguir, antes de apresentar os resultados propostosss@idios alguns resultados auxiliares.

2.1 Preliminares

Inicialmente, para valores fixos de k& e T', séo definidos os seguintes conjuntes, z,, p,)- €
(ny, 2p, D)%, SENO, respectivamente, o nimeros de raizes,de e A% (s), com parte real negativa
(n,), puramente imaginarias,{ e com parte real positiva,).

Agora da equacéao caracteristica em (2.6), tem-se que:

det [(14+Ts)k(sI — A) — Ag(1 — T's)¥]

Ak(s) = (LT (2.7)
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/{:7T m
__________________________ k=2
:> 2
T>0 =20 v T
Tw
<
T<0 3ﬁ/—\
k=3
__________________________ =
T>0
-k \_/

Figura 2.2: Relacéo entrev e Tw usando (2.5) pard € R,.
é uma funcéo racional em para qualquefl’ # 0. Note queAX(s) nunca sera propria, pois o
numerador
det [(1+ Ts)¥(sI — A) — Ag(1 — T's)"]
€ um polindmio de gratk + 1)n, paral’ # 0, o0 que implica que
()5 + (2)1 + (Pp)7 = (k + 1) g, T #0.
A seguir, sdo apresentados alguns importantes resultadderdtura.

Lema 2.1 Sejak > 1 um numero inteiro finito. O numero imaginario= jw; € uma raiz de\ . (s)
parat = 7, > 0, i.e. A, (jw;) = 0, se, e somente se,= jw; também é raiz dé\%(s), para
T =T, e R(I; € Ry sek > 2),i.e. A% (juw;) = 0.

A demonstracdo para o caso= 1 € encontrada em [55] e pakta= 2 em [84]. Além disso, 0s
argumentos utilizados em [84] podem ser estendidos patgupra > 2 finito.
O lema a seguir apresenta uma pequena generalizacao daiéopoem [55].

Lema 2.2 Para qualquerr; > 0 finito (z,),—,, < 2n,. Se 0 nUmero imaginarie = jw; € uma raiz
deA.(s) parat = 7;, entdow; também é finito.

Demonstracdo: A primeira parte do lema segue diretamente do Lema 2.1 e dead@ncia entre

as raizes imaginérias d&, (s) e A% (s), os quais podem ter apenas um nimero finito de raizes no
eixo imaginario [27, 30]. Além dissa\% (s) tem exatamenté: + 1) n, raizes para qualquét > 0.
Portanto, o limitantéz,),, < 2n, é obtido fazendd& = 1 em Ak (s).
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A segunda parte do lema é uma extensao do argumento utikradi®0] para sistemas escalares.
Note que A, (s) = 0 para alguns = X + jw se, e somente se, existirc C"+ # 0 tal que

(A + jw)I — Alx = Age= A7y,

Entdo, sem perda de generalidade, pode-se asguthi= 1, sendo que| - | denota a horma
Euclidiana. Portanto, aplicando a norma em ambos os |laglnssé:

I+ )T — Ala|| = || Aae™ e Ta|| < e 7] Adll.
Assim, para raizes puramente imaginarias; 0,
[Gwl — A)z|| < [|Ag]l < oo

Portanto, sew nao é um autovalor dd, entdow deve ser finito. Sgw € um autovalor ded,
entdo, a desigualdade acima deve ser satisfeita indeperdken sex também € um autovetor dé
Mas, neste casa; também é finito, pois! € finito. |

Note que, baseado nos resultados apresentados nos lenea®.2, hada pode ser dito a respeito
das raizes que nao sao puramente imaginarias. Assim, apsteademas nao sao suficientes para
fazer o estudo da estabilidade fle(s). Portanto, um resultado de suma importancia para se realiza
este estudo é proposto em [55], no qual é apresentada axrelaicé as tendéncias das raizea\dés)
e Ak.(s). Mas, antes de apresentar tal resultado, serdo considegdanas definigdes. Inicialmente,
é definido dugar das raizes

() ={seC: A, (s)=0, 7>0}

Sendo quey, (7) é a colecdo de curvas parametrizadas-efualquer ponte; € 1, (7) éregularse
a curva passando per € uma fungéo diferenciavel em Uma curva especifica emn (7), passando
por s; e, é identificada pot), (7, 71, s1) € um ponto particular da curva identificado cothdr ).
Uma condicéo suficiente para a regularidade ésqueeja uma raiz dé\, (s) ndo repetida. Portanto,
considerando um ponto regular, define-se a quantidade:

}) @8)

a qual € um indicador da dire¢do de cruzamento no eixo imagina raizjw;. Se RT, (w;, ;) = 1,

as raizes dé\, (s) cruzam o eixo imaginério erjw; da esquerda (estavel) para a direita (instavel);
alternativamente, s87 (w;, 7;) = —1 as raizes dé\.(s) cruzam o eixo imaginario na rajz,; da
direita para a esquerda. De maneira similar também é defRiiddw;, T;), substituinday, (7) por

RT:(w;, 7:) £ sign <Re { M
T

YE(T)={seC: Ak(s)=0, T >0} (2.9)

e, neste caso, considerando a derivada em relagéo a
O resultado a seguir é encontrado em [55, Prop. II].
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Lema 2.3 Sejas = jw; € ¥.(r;). Entdo,s = jw; € o5 (T;) para algumT; € R (T; € R,
parak > 2). Como a raizjw; € associada a um determinadg ou a qualquer um dos infinitos
7, como em2.3), a fun¢aoRT; (w;, 7;) = RT;(w;, 7i¢) para qualquer? = 0,1,2,... Alem disso,
RT,(wi, Tig) = RT¥(w;, T;), para qualquers > 2.

Em suma, o lema acima estabelece que a tendéncia das raizs)do o eixo imaginario em
s = jw;, € amesma para, (s) e Ak(s), independente de qualquey, ou T; associados gw;.

O exemplo a seguir mostra como o Lema 2.3 pode ser usado padarea estabilidade de um
sistema sujeito a retardo no tempo.

Exemplo 2.1 Considere o sistema apresentado em [84]:
(t) = —z(t) — 2z(t — 7). (2.10)

Parar = 0 o sistema acima é estavel. Quandaumenta, as raizes da fungéo transcendeéxnta)
cruzam o eixo imaginario pela primeira vez em

s = tjw; = +jV3, 7 = 2V31/9.

Portanto,RT, (wy, 1) = 1. Pela continuidade das raizesAlg(s) emr, 0 sistema permanece estavel
no intervalor € [0, ;). Parar > 7, de acordo com (2.3), as raizes da funcéo transcend&nta)
irdo cruzar o eixo imaginario e, infinitas vezes, sempre na mesma dire@de (wy, 71 ¢) = 1,
¢=0,1,2,... (veja Lema 2.3). Sendo que, o segundo cruzamento acontecg,emr; + 2m/w.
Note que, o sistema nunca retornara a estabilidaderpara;, pois as raizes sempre cruzam o eixo
imaginario da esquerda para a direita.

Agora, sera mostrado como analisar a estabilidade do sistem(2.10), considerando a funcao
associada\l(s) paraT € [0,00). Neste exemplo, observando gié (s) é estavel pard = 0 e
suas raizes cruzam o eixo imaginario em

s = tjw; = +5V3, T =1,
e, do Lema 2.3RT}(w;, T1) = RT,(wy, 1) = 1, portanto utilizando (2.5) é possivel calcular
7 = 2wy arctan(w;) = 2v/37/9,
concluindo que as raizes de (s) sdo estaveis apenas no intervale [0, 7).

Em relagdo ao exemplo acima, os resultados que serédo aadsepermitem concluir qui?’.(s)
tem ao menos uma raiz instavel pdra> 1 e que o sistema em (2.10) permanece instavel no intervalo
T € |11, 71.1), comr;; dado por (2.3). Além disso, mostram que o estudo da estatddido sistema
acima em um intervale € [0, 7 ,) paral > 2, pode ser feito por meio da analise das raizes de
Ak (s) comk > (. De forma geral, o resultado proposto estabelece que: astuestabilidade de
A, (s) em um grande dominio do retardo no tempo é equivalente asesiuebtabilidade da%(s),
parak assumindo um valor suficientemente grande.

Apesar do exemplo anterior ser bastante simples, ha sisteenamais complexos, como o exem-
plo a seguir.
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Tabela 2.1: Zeros dAl(s) cruzando o eixo imaginario
' w; T; tendéncia 7 14 Tit

1
1 3.0352 0.0829 ED 0.1624 0 0.1624
2 29124 0.0953 DE 0.1859 0 0.1859
3 21109 0.6233 ED 0.8725 0 0.8725
4 15.5032 -0.4269 ED -0.1833 1 0.2220
5 0.8407 -0.1332 ED -0.2653 1 7.2105

Exemplo 2.2 Considere o seguinte sistema dado em [55]:

~1 135 -1 ~5.9 7.1 —70.3
it)=|-3 -1 =2|z®)+| 2 -1 5 |az(t-n). (2.11)
—2 -1 —4 2 0 6

Note que, para este sistema a fungao racidddls) comk = 1 é de ordentk + 1) n, = 6.

Para estudar a estabilidade deste sistema, inicialmestgentse todos os valores @ge w; para
0s quais as raizes da fungaé (s) cruzam o eixo imaginario. Veja Tabela 2.1. Além disso, també
sdo apresentadas as tendéncias dos cruzamentos dasasdpesda para direita (ED) e direita para
esquerda (DE), sendo estes valores obtidos utilizandosopgem [55] que consiste basicamente
no computo de (2.8), e os valores ge, que séo obtidos utilizando (2.3). O pa€¥pem [55] é
a construcao da Tabela 2.2 apresentado todos os valoréiwgmsder, utilizando (2.3), para que
todas as frequéncias de cruzament@parecam ao menos uma vez. O indicga segunda coluna,
refere-se a colunana Tabela 2.1, na qual sdo obtidos os valores para as tead@nas frequéncias
de cruzamenta;, 7 = 1,2,...,5. Alternativamente, as colunas, e ¢ na Tabela 2.1 correspondem
ao primeiro valor dé e 7, ,, para 0s quais alguma raiz apareca na Tabela 2.2.

Portanto, é por meio da Tabela 2.2 que a estabilidade dosig211) pode ser analisada. Note
que, como no exemplo anterior, as raizes\dés) sdo estaveis para = 0, e, portanto, devido a
continuidade das raizes de (s) emr, pode-se concluir que este sistema é estavel para

7 €[0,0.1624) U (0.1859, 0.2220)

e instavel para qualquer outro valor gdeporque para > 0.2220 sempre existird mais raizes cru-
zando o eixo imaginario da esquerda para a direita (ED), qudirdita para esquerda (DE), o que
garante que o sistema ndo volte a ser estavel.

No exemplo acima, apenas analisando-se as raiz&$ @g, listadas na Tabela 2.1, ndo é possivel
concluir com exatidao acerca da estabilidade das raizés. g (Tabela 2.2). Ao menos conside-
rando todo o interval0, 7.2105) apresentado na Tabela 2.2. Os fatores que dificultam takanal
séo:

a) Muitos valores para apresentados na Tabela 2.2 sdo gerados devido a repetlgiss @ela
formula (2.3) e ndo séo apresentados na Tabela 2.1;

b) O argumento utilizado no Exemplo 2.1 é baseado na codtdeidas raizes dg, (s) em rela¢éo
ar e das raizes d&%.(s) em relagéo &', quando os valores dee T sdo incrementados a partir de
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Tabela 2.2: Zeros dAl(s) cruzando o eixo imaginario
i A 7,0  tendéncia

1 0 0.1624 ED
2 0 0.1859 DE
4 1 0.2220 ED
4 2 0.6272 ED
3 0 0.8725 ED
4 3 1.0326 ED
4 4 1.4378 ED
4 5 1.8431 ED
1 1 22325 ED
4 6 2.2484 ED
2 1 2.3433 DE
4 7 2.6537 ED
4 8 3.0590 ED
4 9 3.4642 ED
3 1 3.8489 ED
4 10 3.8695 ED
4 11 4.2748 ED
1 2 43026 ED
2 2 45007 DE
4 12 4.6801 ED
4 13 5.0854 ED
4 14 5.4907 ED
4 15 5.8959 ED
4 16 6.3012 ED
1 3 6.3727 ED
2 3 6.6581 DE
4 17 6.7065 ED
3 3 6.8253 ED
4 18 7.1118 ED
5 1 7.2105 ED
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0. Entretanto, note que, um ponto de especial atengéo endioedacraizes dak(s) é quando o
valor deT sai de0, pois este € um ponto de descontinuidade. Além disso, neteagiendéncias
das cinco primeiras raizes nas tabelas 2.1 e 2.2 sdo as mesasgsor mera coincidéncia.

c) O lugar das raizeg1.(T') na Tabela 2.1 ndo pode ser analisado em uma simples diregéio co
T > 0, pois nesta tabela existem valores negativds dea qual o valor negativo dg, parai = 4,
€ responsavel por gerar grande parte dos valores apresem@adabela 2.2. Portanto, os valores
negativos dd’ ndo podem ser simplesmente ignorados. Além disso, notautjliear a férmula
em (2.5), com valores negativos deira gerar valores negativos para

Portanto, na préxima secao é mostrado que, incremenfaridoossivel resolver todos os proble-
mas listados acima.

2.2 Resultados principais

O principal ponto necessario para apresentar os resultedts secdo € limitar a analise de estabili-
dade para € [0,7) sendor finito. Na Secdo 2.2.1 é mostrado que/sg(s) é estavel pard’ = 0,
entdoAk.(s) também é estavel paf € [0,7*) comT* > 0 suficientemente pequeno. Ademais,
sdo apresentadas condi¢Bes que garantem o ordenameraézdapuramente imaginariase(s),
com as raizes puramente imaginariasd€s), em relagdo a e T, respectivamente, paf@ > 0

e um inteirok suficientemente grande. Note que, o ordenamento das razes(s) e Ak (s) é de
suma importancia para viabilizar a equivaléncia em ternecssthbilidade entrd . (s) e A%(s), veja
Exemplo 2.2 e a Figura 2.3 que ilustra uma possivel situag@fesordenamento das raizes\d¢s)

e Ak(s) parak = 1, nesta, a raiz puramente imaginariadlg(s) para o menor valor de € w;,
entrentanto, a raiz puramente imaginaria\dgs) para o menor valor d€ é w;.

Im Im
A, (s) Al

Q
/\> X w

7=0 w1

Re Re

Figura 2.3: Lugar das raizes de (s) e AL(s), os quais ndo sdo equivalentes, sendofué um
valor suficientemente pequeno pdra

Ao final desta secédo, € mostrado que, para garantir o ordenamas raizes puramente imagi-

narias deA\, (s) com as raizes puramente imaginarias\des), paral’ > 0, € necessario garantir o
ordenamento entre oss e 7;’s.
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2.2.1 Estabilidade para umI’ pequeno

Nesta secdo, sdo estudadas as raizeside) no ponto de descontinuidade= 0, ou seja, quando

T sai deT = 0 paral = T*, sendol™ > 0 suficientemente pequeno. Para tanto, mostra-se que,
seA,(s) é estavel para = 0, entdo,AX(s) é estavel para todb < [0, T*). Para isto, considere o
seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.4 Considere a funcao de transferéncia

Q
Eal
©
[|>
—_
|
N
SRS
+ 1 |
[VARN VA
N——

Eal

Entdo,s1G*(s) € Hoo €

para todol < o < oc.

Demonstragdo: O fato ques—'G*(s) pertence aét,, para todar > 0 é consequéncia de que todos
os polos dei*(s) estdo em\; = —o < 0 e queG*(0) = 0, entdo,s 'G*(s) tem exatamente os
mesmos poélos qué*(s). Agora note que

sTIGH(s) = =51 — 2M(s)], #(s) o+ s’

sendo||z%(s)||« = 1 para qualquer inteira Usando a identidade
1-2F=(1-2) (1+z+---+zk_l)
segue que

Is G (5)lloe < 7M1 = 2(8)]lloo (L4 + 127 (5)l) »

1 _
- (1—0 S)H — 2o
S o+ s .

<k

Por outro lado,

lim —s ' G*(s) = lim ——— (‘7 S) = 2o,

5—0 s—0 (0 +5)2 \o+s
entao,
Is™'G*(5)lloe > lim [|(jw) ' G*(jw)|oc = 2k0 ™"
Isto prova que a igualdade é mantida. |

Agora, o lema exposto acima é utilizado para provar o redoit® proximo lema.
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Lema 2.5 Assuma quéA + A;) € Hurwitz, i.e. todas as raizes de,(s) sdo estaveis para = 0.
Ent&o, existe um escalar suficientemente pequéno 0, tal que as raizes da%(s) sdo estaveis
paratodol € [0,7™) e qualquerk > 1.

Demonstracdo:Se as raizes d&, (s) sdo estaveis para= 0, entdo, as raizes der(s) sdo estaveis
paraT = 0, porqueA.(s) = Ak(s), quandor = T = 0. Além disso, como a matrigA + A4,) é
Hurwitz, entdo, a funcdo de transferénéigs) = s (sI — A — A;)~" A, pertence ad{,.. Portanto,
i = |[H(s)||«« < co. Entdo, do teorema do ganho pequeno [101], a conexdo dmeswditicio de
H(s) com qualquer'(s) € H,, também é estavel. Por exemplo, com

F(s) = s Gl(s), Gi(s) &1 —[(o —s)/(0 + )",

Entdo, do Lema 2.4 a igualdade é mantjda'Gy(s)||,, = 2ko~! para todo) < o < cc €
qualquer inteird: > 1. Assim, como > 2ku tem-se qué|s'Gy(s)|l» < p~!. Portanto a conexao
de realimentacao

y(s) = H(s)w(s) w(s) = s Gy(s)[r(s) — y(s)]
é estavel. Eliminande(s) tem-se
(sI —A—=Ag[l = Gi(s)]) y(s) = AaGr(s) r(s),

0 gque revela que

-1

AgGr(s)r(s),

y(s) =

k
SI—A—Ad<U_S)
o+ s

entdo, as raizes d¥%(s) sdo estaveis para todoc (2ku, o0), ou seja, paratodd = o~ € (0,7*)
comT* = (2ku)~! > 0. |

2.2.2 Condigao para conjuntos ordenados

Antes de apresentar as condi¢cdes de ordenamento, sdo agfisidonjuntos:

U2 {(r): jwi €¥(n), 0< 7 <7y <7, (2.12)

U, & { (2kw;1arctan(wiTi)) cogw €(T), 0<T; <Tiyq, 1<i< k} (2.13)
Note que os conjuntos acima tém um nuamero finito de elemegt@as\dok e 7 sdo finitos. Além
disso,¥- é umconjunto totalmente ordenado em no qual os elementos sédo arranjados pela de-
sigualdade £’ de numeros reais. Diferentemente @le, 0 conjuntoV, pode ndo ser um conjunto

ordenado. Portanto, agora € definilp, que corresponde ao maior subconjunto ordenad®,de
Também s&o definidos os conjuntos:

Q- 2 {(ri,ws) 1 jw; € Y(Ty), 0<7 <7iq1 <7}, (2.14)
Q2 {(Thwi): jwi €W(Ty), 0<Ti<Tiy, 1<i<k}, (2.15)

18



com paregr,w) e (T, w).
O lema a seguir utiliza os conjuntos acima para estabeleceli@des de equivaléncia de estabi-
lidade entre as raizes de (s) com as raizes dak.(s).

Lema 2.6 Seja dadd) < 7 < oo. Considere a funcéo transcendental(s) e a fung¢éo racional
Ak (s) para algum inteiro finitok > 1 como definido em(2.2) e (2.7). Assuma que as raizes de
A, (s) paraT = 0 sejam estaveis. Defina os conjuntos associados ¥, como en(2.12)e (2.13)
Seja¥, C ¥, o maior subconjunto ordenado de,. Entdo, existd’ > 0 e uma func&o continua
e monotonicamente crescentg : [0,7) — [0,7), tal que: (p,). = (p,)% € (2,), = (2,)%; com

T = ¢.(7) paratodor € [0, 7) se, e somente s&: C V.

Demonstracao: Inicialmente, considere o caso em qiie € vazio. Entéo, é trivial concluir que
U, C ¥,. Além disso, as raizes d&, (s) nunca cruzam o eixo imaginario. Pelo Lema 2.1, as raizes
de A% (s) também nunca irdo cruzar o eixo imaginario. Portaftg), = (z,)% e (p,). = (p,)% para
todor, T > 0. Assim, o0 caso de interesse é quaddonao é vazio.

Devido ao Lema 2.1, tem-se q(e,), = (z,)%. Sel) # V. C ¥, entdo, cada vez que as raizes
de A, (s) cruzarem o eixo imaginario efm;, w;) € 2 as raizes dé\%(s) cruzam o eixo imaginario
em(T;,w;) € Q para o mesmo indice Isto é a consequiéncia do ordenamento ehfre U,

Usando o Lema 2.5, as raizes & (s) sdo estaveis para todo € [0,7*), paral* > 0 sufici-
entemente pequeno. Desta forma,)%. = 0 para toddl’ € [0,7*). Portanto, pode-se incrementar
continuamente e monotonicamente o valofife partir ded passando pof™ até que as raizes de
Ak (s) cruzem o eixo imaginario em;, 7 > 0. Entdo, devido o Lema 2.1, as raizesAg(s)
devem cruzar o eixo imagindrio, simultaneamentewgm, = 2kw; ' arctan(w,71) > 0. ComoT
incrementa continuamente e monotonicamente, as raizas(dge A% (s) cruzam o eixo imaginario
em todow;, T;, 7; = 2kw; "arctan(w;T;) < 7. Isto assegura a existéncia de um mapa continuo e
monotdnicog, der € [0,7) paraT € [0,T). Sem perda de generalidade o valorid@ode ser
escolhido comd” = T, + ¢ para algun > 0, suficientemente pequeno, sendo

v =argmax{T;: (T;,w;) € Q, 2karctan(w;T;) < w;T}.

Portanto, o ordenamento dos cruzamentos no eixo imaginasgermite concluir que pafé €
[1;,T;+1) €T € [1, Tivs), SEnda < ¢, tal quer; < 7, 0 numero de raizes com parte real positiva de
A% (s) e A, (s) s&o iguais, entadp, ), = (pp)7-

Para provar que a condic8g C ¥, também é necessaria, basta invocar o Lema 2.1 para mostrar
que sel;. Z U,, entdo, existe necessariamented; > 0 para o qualA%.(s) cruza o eixo imaginario
emuw; # w;, entéo;r; # 2!{;%.‘1 arctan(w;7;) € 0 mapap, ndo pode ser continuo e monoténicol

As condi¢bes de ordenamento acima séo ilustradas no Exéngoha Secao 2.3.

2.2.3 Condicdes de ordenamento

Nesta sec¢édo, discute-se que, com o incremento do valgrépossivel assegurar o ordenamento dos
conjuntos requerido no Lema 2.6. A idéia basica deste psogasde ser entendida verificando que

19



Tw 1

TW

2k

Tw

2k

Figura 2.4: Relagédo entrev/2k e Tw dada por meio da funcdo tangente.

devido a substituicdo em (2.4), a relacao efiee e Tw; /2k € dada por meio da funcéo tangente:

_— | _ i _ oI (ej% _ e—j%) _ 27sen (%) _
J L4el® eI (3 +e7I3)  2cos (32)

Entdo, é facil observar que uma condigBxessarigpara o ordenamento entre as raizeg\dés) e
Ak (s) em relagéo aos valores dgés e T;’s, é quemax;{w; } /2k < 7/2, veja Figura 2.4. Note que,
para que esta condi¢cdo seja satisfeita basta escolherradedtcsuficientemente grande. Ademais,
tem-se uma intuicdo de como obter uma condg#ientgara garantir o ordenamento. Neste caso
€ necessario considerar o valor keuficientemente grande, tal quexx{rw;}/2k < /2, pois
assim a funcéo tangente pode ser aproximada por uma fumgio, lveja Figura 2.4. A seguir esta
idéia é formalmente demonstrada.

Nesta se¢cdo demonstra-se que, paraum@dadae < oo, existe umk* suficientemente grande, tal
que, para qualquér > k* a condi¢do de ordenamenig C ¥, veja Lema 2.6, é sempre satisfeita.
Note que os resultados nesta se¢do ndo requerem a hipoeeas tpizes dé , (s) sejam estaveis
parar = 0.

Lema 2.7 Seja dadd) < 7 < oo. Considere a func¢éo transcendents}(s) e a fungéo racional
Ak (s) para algum inteirok > 1, como definido ert2.2) e (2.7). Defina os conjuntos associadds
e()- como en(2.12)e (2.14) Calcule

k= a tmax{(wm): (7,wi) € Q). (2.16)
Sek > k, entdo, V- C U, sendo¥, dado em(2.13)
Demonstracao:A condi¢caoV: C ¥, essencialmente garante que a relagao

f:Q% — V. f(T,w)=2kw " arctan(wT)
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seja sobrejetiva, isto €, cada momento de cruzamerd?- seja mapeado por alguft;, w;) € €y,
correspondentemente e¥n- e ¥,. Sob a Gtica do Lema 2.1, basta que a seguinte condicao seja
satisfeita:

0 < max{(w;n) : (1,w;) € Qz} < 2k arctan(w;T).
Desde querctan : R — (- /2, 7/2) € suficiente qué > k para quef seja sobrejetiva. |
A condicdok > k assegura qué&- C V,. Esta € uma condi¢cdo necessaria para assegurar que

V. C ¥, nolLema 2.6, poidr, C ¥,. Olema a seguir prové uma condigao suficiente gara V.

Lema 2.8 Seja dadd) < 7 < co. Considere a fungdo transcendenta} (s) e a fungéo racional
Ak (s) para algum inteirok > k& como definido ert2.2), (2.7) e (2.16) Defina os conjunto¥ - e ()-
como en(2.12)e (2.14) Compute:

WiTj
2 arccos (N /Tj/n)

Sek > k* entdoV: C ¥, sendo¥, o maior subconjunto ordenado dg, definido en(2.13)

k* = max

: (wi77—i>7 (wj77j> S Q7—'

Demonstracdo: Comok > k, entdo, cada cruzamentp € - € mapeado por alguffi € €. O
objetivo é mostrar que, e > k*, entdo, V- C ¥,. Portanto, assuma que> k*, mas¥; ¢ U,.
Isto implica que existe ao menos um par de indicesj, para quel < 7; < 7; < 7, mas com
T; > T,. Entdo, devido a fungdo trigonometrica tangente ser coaténdiferenciavel no intervalo
(—m/2,7/2), e utilizando a formula de Taylor [4], tem-se:

1
cos?(€)"

Esta igualdade se mantém para algum [0, z]. Isto ocorre devido a funcdo tangente ser também
bijetora (invertivel) no interval¢—= /2, 7 /2), tem-se que

tan(z) =

0<¢<z<m/2

1 W;iT; Ti Wi T;
E — ¢ ( 7 z) _ 7 7 0< ; < 2 2‘
Wi M\ 2k 2k cos?(&;) S&s 2k

Devido o Lema 2.7, sk > k, entdaw;7;/(2k) € [0,7/2). Da mesma forma:

7 W;Tj
Tj=—-2 — 0<¢ < L2
7 2k cos? (&) S&s 2k’
e
2
Ti = P a c0s(&i)
T T, = —-2— i = . 2.17
7 2kcos?(&)’ Pig cos(&;) (217
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Entéo, para
WiTj

2 arccos (W)

k>k">

Y

tem-se que

W;jTj 7\
1) s (2 .
= (5) > (7

Observando que

T —1
o < [eos (52)]
entéo,pl?j < 7;/7;. Mas, de (2.17) tem-se que

2
T — pijTj

T, T = "9
7 2kcos?(&)

>0

0 que contradiz a hipotese qilie > T;. |

2.2.4 Condigédo de equivaléncia entré\, (s) e Ak (s)

Nesta secdo é apresentado o principal resultado desteloapi mostrado que pa < 7 < 7,
sendor finito, entdo existé suficientemente grande, de forma que estudar a estabilita®(s) é
equivalente a estudar a estabilidadedés).

Teorema 2.1 Seja dadd) < 7 < oco. Sejam(n,, z,, pp)+ € (np, 2,, Pp)%, respectivamente, as raizes
de A, (s) e Ak(s) para algumr, k e T. Entéo, existe um nimero inteifo< k* < oo € um nimero
real 0 < T < oo tal que para qualquek > k* existe uma fungédo continua e monotonicamente
crescenteby, : [0,7) — [0, T) entdo: (p,), = (py)k e (2,), = (2,)%, senddl’ = ¢ (7).

Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema pode ser construida, por me&ontbinacdo dos
lemas 2.6, 2.7 e 2.8. [

O teorema acima estabelece essencialmente que, limitamdominio de interesse para o retardo
no tempo,r € [0,7), no qual se deseja analisar a estabilidadé\des), pode-se, alternativamente,
estudar a estabilidade da fungéo raciof&l para qualquek > k*, sendok* um inteiro suficien-
temente grande. A vantagem deste resultado é que analistatdlidade deA.(s), mesmo para
valores grandes di, é significamente mais simples que estudar a estabilidaflendéao transcen-
dentalA,(s).

2.3 Exemplos numéricos

Inicialmente, utiliza-se o Exemplo 2.2 apresentado amtexente para ilustrar as condicdes de orde-
namento apresentadas no Lema 2.6.
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Tabela 2.3: Zeros dA%(s) cruzando o eixo imaginario
) w; T; tendéncia /¢ it

1 3.0352 0.0408 ED 0 0.1624
2 29124 0.0468 DE 0 0.1859
3 15.5032 0.0750 ED 0 0.2220
4 21109 0.2350 ED 0 0.8725
5 0.8407 21.3076 ED 0 7.2105

Exemplo 2.3 Considere novamente o Exemplo 2.2 na pagina 14. Escolhendo).2 e por meio
da Tabela 2.2 (pag. 15) tem-se o0 seguinte conjunto ordedadiefinido em(2.12)

Wrgo = {0.1624, 0.1859}.
Parak = 1, da Tabela 2.1 (pag. 14) tem-se 0 seguinte conjunto ordefade definido en(2.13)
U,—; = {0.1624, 0.1859, 0.8725}. (2.18)

Note que¥,_, = ¥,_;, sendo¥,_, o maior subconjunto ordenado de,_,. Agora note que
V.o C ¥;—;, entdo gragas ao Lema 2.6 tem-se que, = (p,)5' e (z,), = (2,)5! paratodo
7 € [0,0.2) e todoT € [0, T), neste caso para algufh, tal que0.0953 =T, < T < Ty = 0.6233.

Agora, considerande = 1.0, tem-se da Tabela 2.2 o seguinte conjunto ordenado:

W-_1 o= {0.1624, 0.1859, 0.2220, 0.6272, 0.8725}.

Parak = 1 os conjuntosl,_, = ¥,_, sdo 0s mesmos dados ¢Ml18) EntretantoV;_, o Z U,
ademais(p, ), = 4, enquanto da Tabela 2.1 tem-se dug)%~! < 2 para todoT > 0.

Ainda consideranda = 1.0, mas agora escolhendo= 2, a Tabela 2.3 é construida, e apresenta
os resultados referentes apenas para 0. Observando que para> 2 ndo é necessario considerar
T < 0, como apontado por Thowsen [84, 85]. Entdo da Tabela 2.3,

U,s = {0.1624, 0.1859, 0.2220, 0.8725, 7.2105}.

Como no caso anteriok = 1 tem-se quel,_, = V,_,. Note que¥:_qo C ¥,—1 C V;_o, Mmas
U._, o ¢ ¥,_,. Portanto, pelo Lema 2.6 ndo existe 0 mapeamento continuon@tonicamente
crescente, entrer € [0,1.0) e 7.

Apesar del:_, , Z ¥,_,, € interessante observar que escolhefide 0.3 tem-se qua;_g 3 Z
U,_, ao passo quel-_,5 C V,_,. Apesar de ndo ser apresentado, para gue,, C ¥, €
necessario escolhér > 6.

No proximo exemplo os lemas 2.7 e 2.8 sao utilizados para stanpgespectivamente, os valo-
resk e k*, sendo que o Lema 2.7 apresenta uma condi¢cdo necessarianeao2l® uma condi¢ao
suficiente pard- C V,.

Exemplo 2.4 Considerando o exemplo anterior, a Tabela 2.4 é obtida, ra gs valores dé e k*
s&o encontrados como apresentado nos lemas 2.7 e 2.8 parartis valores de. O valork*' foi
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Tabela 2.4:

7 k k* kT
0.20 0.2 0.7 —
1.00 3.0 134 8.7
224 9.0 393 332
5.00 23.0 496.5 412.1
7.22 35.0 754.4 470.0

computado essencialmente cokiexceto que os indicés; foram tomados apenas nos subconjun-
tos com entradas desordenadas Bm- k. A demonstracdo do Lema 2.8 permanece inalterada se
esta restricdo for adicionada.

Em seguida, a Tabela 2.5 é obtida depois de se encontrar asli@izes de\k (s) parak = k+1,
sendok apresentado na Tabel@.4).

Na Tabela 2.5 o indiceé corresponde aa-ésimo valor na coluna com os valores ds. A
condicdo¥- C ¥, no Lema 2.6 é satisfeita quando uma determinada coluna neld&b5 aparece
completamente ordenada, sendo que os indices em negrispondem ao maximo subconjunto
ordenadol,.

Por meio da Tabela 2.5 pode-se observar o quanto sdo cordamesos valores de* apresenta-
dos na Tabela 2.4. Por exemplo, o ordenamento total dos oraatos de < 7 = 2.24 ja acontece
parak = 24, valor muito menor do qué*’ = 34.

2.4 Conclusodes do capitulo

Neste capitulo, mostrou-se que, supondo o sistema (2&8\ebgparar = 0, e que as raizes de, (s)
nao cruzem o eixo imaginario simultaneamente, entéo exist@teirok suficientemente grande, tal
que estudar a estabilidade dé (s) é exatamente equivalente a estudar a estabilidade, (g, em
um intervalo especifico € [0, 7), com7 finito.

Portanto, foi mostrado que a analise de estabilidade de stens sujeito a retardo no tempo
continuo, pode ser significativamente simplificado. Cotieetemente, o resultado obtido apresenta
grande possibilidade de extensdes, principalmente nalsaid se obter condicbes que sejam com-
putacionalmente eficientes.

Nota-se que este tipo de resultado € Unico na literaturdpssure o resultado mais proximo a este
parece ser apresentado em [98]. Nesta referéncia, mestrasisténcia de dois sistemas lineares
de dimensao finita, obtidos via aproximacdo Padé, sendo les dma condi¢do suficiente para a
estabilidade e o outro, uma condi¢cdo necesséria.

E importante ressaltar que os resultados apresentadoes thvalgados em [11]. Além disso,
como uma observacéao, salienta-se que os resultados apdseneste capitulo foram desenvolvidos
durante o periodo de estagio de doutorado realizado na tdidaele da Califérnia em San Diego.
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Tabela 2.5: Zeros dA . (s) cruzando o eixo imaginario

1 T'S

7=020 7=100 7=224 7=5.00
k=1 k=4 E=10 k=24

1 1 1 1 0.1624

2 2 2 2 0.1859

3 3 3 0.2220

5 4 4 0.6272

4 5 5 0.8725

6 6 1.0326

9 7 1.4378

15 8 1.8431

7 9 2.2325

11 2.2484

10 2.3433

12 2.6537

16 3.0590

17 3.4642

13 3.8489

22 3.8695

30 4.2748

14 4.3026

15 4.5007

46 4.6801

25



Parte Il

Condicoes via Teoria de Lyapunov-Krasovskii
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Nesta segunda parte do trabalho, sdo apresentados resudliadamentados na teoria de
Lyapunov-Krasovskii, que corresponde a extenséo da tderiggapunov para com lidar
sistemas sujeitos a retardo no tempo. Esta extenséo faygopor Krasovskii no final
da década de 50, em seu trabalho pioneiro [42]. Para umengitita apresentacéo desta
teoria indica-se a referéncia [30]. Além disso, os resobguropostos sao formulados
em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs) [58]

Na area do controle robusto, direcionada ao estudo de sistemjeitos a retardo no
tempo via formulacdo LMI, algumas estratégias sdo usudbradotadas para se obter
condicBes menos conservadoras, tais como: limitantesistg®[20, 22, 44, 52, 56, 57,
59], diferentes formas de transformacées de mod@i@3, manipulacdes da formula de
Newton-Leibniz [68, 78, 89, 90] e algoritmos auxiliares ,[%6, 57, 78]. No entanto,
mesmo esses métodos podem ainda ser conservadores. Vaatgumeve lista, ndo
esgota o grande namero de trabalhos nas ultimas décadas.

Ha trabalhos na literatura que apresentam escolhas defai€de Lyapunov-Krasovskii
com caratenecessario e suficienteeja [17, 18, 39]. Entretanto, este tipo de funcional
é formulado por meio de fun¢cbes matriciais, o que torna sé&cesa utilizacdo de téc-
nicas/escolhas linearizantes conservadoras, a fim de seatdicdes formuladas em
termos de LMIs. Portanto, os resultados da literatura lolaseaa teoria de Lyapunov-
Krasovskii e em LMIs sdo de carater suficiente.

Na literatura, uma técnica bastante oportuna para lidarwarfuncional de Lyapunov-
Krasovskii definido por meio de funcBes matriciais foi prsf@opor Gu em [24], para
maiores detalhes veja [27]. Essa técnica consiste, basitanem discretizar o intervalo
de integragdo do funcional de Lyapunov-Krasovgkit, 0], sendor o retardo no tempo,
em N segmentos de comprimentos iguais. Além disso, cada funafticral € escolhida
como N + 1 matrizes lineares por partes. Portanto, pode-se espezagugndo o nu-
mero de discretizacde$ tende para infinito, condicdes necessarias e suficientesypod
ser obtidas. Entretanto, isto ndo pode ser garantido, po#ésge obter as condi¢des for-
muladas em termos de LMIs, torna-se necessario a utilizagdmnitantes superiores,
gue fatalmente adicionam conservadorismo ao método. eftotha, neste contexto,
as condicOes da literatura aparentemente menos conseasadm obtidas por meio da
aplicacao da referida técnica de discretizacéo.

1Existem transformagdes de modelos que podem n&o ser epiesko sistema original, veja [28, 87].
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Capitulo 3

Analise de estabilidade de sistemas lineares

Neste capitulo, o problema de analise de estabilidade &S lineares sujeitos a retardo no tempo
€ considerado. Como ponto de partida utilizar-se-a a tefaribyapunov-Krasovskii aliada a uma
técnica de discretizagdo do funcional selecionado. Esgeeadbter novas condigdes LMIs de andlise
de estabilidade de sistemas sujeitos a retardo no tempmgaarp ser estendidas para tratar: sistemas
incertos, retardo no tempo incerto, sistemas do tipo neoirtodasas matrizes do sistema incertas,
sistemas do tipo neutro sujeitos a retardos mistos, algeltasses de sistemas nao-lineares, projeto
de controladores e projeto de filtros.

O ponto principal, que torna possivel obter métodos de graedsabilidade, é a utilizacdo de
uma técnica simples, que permite desacoplar as matrizestémna das matrizes do funcional de
Lyapunov-Krasovskii. Essa técnica corresponde em se abieapropriado termo nulo relacionado
com a dinamica do sistema.

Antes de apresentar os resultados propostos, sao apaeseatguns resultados auxiliares.

Estabilidade de Lyapunov-Krasovskii

O método de estabilidade de Lyapunov-Krasovsidiresponde a extensdo do método de Lyapunov
para tratar sistemas sujeitos a retardo no tempo. Basitapesse método requer a construcdo de
um apropriado funcional de Lyapunov-Krasovskii, que leveo®nta ndo sé a evolucéo temporal do
sistema em questao, como também seu historico temporal.

O teorema a seguir, apresenta as condi¢des impostas pededehyapunov-Krasovskii.

Teorema 3.1 Um sistema sujeito a retardo no tempo € assintoticamende@ste existir um funcio-
nal de Lyapunov-Krasovskii quadrético e limitatigz, ), tal que para algum € R, satisfaz:

Viw) > el 2(t) | (3.1)
e sua derivada ao longo das trajetorias do sistema satisfaz

Via) < —e |l a(t) 1> (3.2)

10 teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii podersmmgrado em [27, pag. 12]
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Sendo que;, corresponde ao valor de(t) no intervalo[t — 7, t], paraT € R,.

Demonstracao:A demonstracéo deste teorema € encontrada em [27, pag. 150]. |
Neste trabalho o funcional de Lyapunov-Krasovskii seleatn tem a seguinte forma basgica

Vi) = fT@®)Pf) +2f" / Q©)alt + €)de
/_ / (t+ 5)R(s, )dsw(t +£)ds + / Tt +©)S(©)x(t +&)de,

-7

(3.3)

com

P e Rwxne P=pPT Q:[-7, 0 — Rw*n=  G§:[—7 0] —» Rw=xn= ST(£) = S(¢),
R:[-7, 0] x [-7, 0] — R"=*"= R(s,&) = RT(E,s),

sendor o retardo no tempo. Além dissf(x(¢)) pode assumir alguma das formggxz(t)) = =(t),
f(z(t)) = x(t)— Ex(t—7) ou f(x(t)) = z(t) — Ex(t —r). Sendo que a escolha déx(t)) depende
do caso particular em questdo. Como o funcional anteriofigide por meio de funcées matriciais,
isto limita a obtencéo de condi¢cdes formuladas em termosvie.LUma forma de instrumentalizar
0 uso deste funcional, é discretiza-lo da forma propostaguprcomo apresentado inicialmente em
[24], e em seguida, aprimorada em [25, 27].

Técnica de discretizacédo de Gu

A técnica de discretizacdo proposta por Gu em [24] consist@igidir o intervalo do retardo no
tempo[—7, 0] em N segmento$d,,, 0, 1], n = 1,2,..., N, de comprimentos iguaisfa = 7/N,
comé, = —nh. Assim, os quadradds-r, 0] x [—7, 0] serdo divididos emV x N pequenos
quadrado$d,,, 6,,1] X [0, 0n—1]. Posteriormente, cada quadrado sera dividido em doigulas.

Além disso, as matrizes do funcional em (3@3}¢) e S(£), sdo escolhidas como fungdes lineares
em cada segmento e a matfzs, ) € escolhida como fungéo linear em cada triangulo. Portanto,
essas matrizes sao lineares por partes e podem ser repdaseutilizando a férmula de interpolacéo,

Q6, + ah) = (1 —a)Q, + aQ,_1
SO, +ah)=(1—-a)S,+aS, 1

_ (1 - O‘)Rn,m + 6Rn—1,m—1 + (Oé - B)Rn_Lm, a> 0
R(en + O(h, em + ﬁh) - { (1 _ ﬁ)Rn,m + aRn—l,m—l + (ﬁ o a)Rn,m—la a < ﬁ

para0 < a<1,0<pg<len,m=1,...,N.

Assim, o funcional de Lyapunov-Krasovskii em (3.3) pode@®npletamente determinado por
meio das matrizes constantésQ,,, S, € R, ,, (n,m =0,1,..., N).

A seguir é apresentado o primeiro resultado deste capitulo.

(3.4)

2Corresponde a um funcional de Lyapunov-Krasowsh@dratico e completgara mais detalhes veja [27, pag. 175].
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3.1 Sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo constante
Considere o sistema linear sujeito a retardo no tempo auesta
o(t) = Ax(t) + Agx(t — 7) (3.5)

comg(t) = C* a condigdo inicial, sendo qu€t) € R™* representa o estado,> 0 é um escalar que
representa o retardo no tempo constante. As matrizes @onsist e A,; S&0 constantes e possuem
dimensdes apropriadas.

O teorema a seguir apresenta condi¢des suficientes paraifieave estabilidade do sistema
em (3.5) para um dado retardo no tempo fixo

Teorema 3.2 Considere o sistema sujeito a retardo no tempo(8rB). Sejam dados > 0, um
escalar referente ao retardo no tempaye um inteiro positivo referente ao numero de discretizagbes
desejado. Entdo, o sistema €B5) é assintoticamente estavel se existirem matrizes de dimens
ng X ng: F, G, P=P", S, =8, Qn Rym = R}, (n,m=0,1,..., N), tais que as LMIs abaixo
sejam satisfeitas:

P Qs
{ . RS+SS}>O (3.6)
e
T Dre Drb
x —Rg— 5y 0 <0, (37)
* * 35,
com
Qs =[Qo Q1 ... Qnl, (3.8)
Roo Rox ... Ron
x R ... R
R, = A (3.9)
* *
* * * RN,N
S, = diag{~Sy = ... LSy} (3.10)
s—laghohl---hN7 .
FA+ATFT+ Qo+ Qf +Sy P—F+ATGT FA;—Qn
T = * -G -G"7 GAy , (3.11)
* * —SN
DP* = [DP], DP* = [DP], 1<n < N, sendo (3.12)
%[Ro,n—l +R0,n] - [Qn—l - Qn] _% [RO,n—l - RO,n]
Dﬁa: %[Qn—l + Qn] > ng: _%[Qn—l - Qn] )
_%[RZ—LN + RiN] %[RZ—I,N - RZ,N]
Ry = [Ranm], 1 <n,m <N, (3.13)
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Coden,m = h[Rn—l,m—l - Rn,m] €
Sq = diag {Sp — 51, S1 —Sa,...,Snv-1 — SN}, (3.14)
sendoh = 7/N. O

Demonstracao: Para demonstrar este teorema € selecionado o funcionalageihgv-Krasovskii
em (3.3) sendg(x(t)) = z(t) e definido por meio das fun¢des matriciais lineares por parte(3.4).
Entdo, € demonstrado a seguir que se as LMIs em (3.6) e (8.8atafeitas, o funcional em (3.3-3.4)
com f(x(t)) = x(t), satisfaz as condigbes em (3.1) e (3.2).

Inicialmente, note que se (3.7) é satisfeita, entio,> 0, o que implica queés, > S; > ... >
Sy > 0, veja detalhes em [27, Prop. 5.22]. Seguindo os mesmos argasiem [27], tem-se que se
(3.6) é satisfeita &, > S; > ... > Sy > 0 entdo o funcional em (3.3-3.4), cofitz(t)) = =(t),
satisfaz a condicat (x;) > € || z(t) ||? (¢ > 0).

Agora é demonstrado que a condicao em (3.2) também é datidfacialmente, considera-se o
sistema sujeito a retardo no tempo em (3.5) e duas matrizesomper de dimensdes apropriadds
G. Assim, tem-se o0 seguinte termo nulo:

20T () F + 27 (1)G){—2(t) + Ax(t) + Agzx(t — 7)} = 0. (3.15)

A derivada temporal do funcional de Lyapunov-Krasovskii@g3), comf(z(t)) = x(t), € dada
por:

V) = 247 [ /Q t+§d§]+2x /Q Bt + €)de
0

+2/_/_ (t+ )R §)dsx(t+£)d£+2/ (L4 €)S(€)i(t + €)de.

-7

Integrando por parte, tem-se

V(xt) 2% ()Px( +2x /Q +§)d€+2x (t)Q(0)x(t)
2aT(H)Q(—)alt — 7) — 20 /@ 2(t + €)de

/ TORO,Ealt +E)de -2 / 27t — T)R(~,E)a(t + £)de (3.16)
/_7/_7 (E+¢) ( % i 8Réi’8))x(t+s)dsd§+xT(t)S(0)x(t)

£ (t— 7)S(—r)a(t - 7) - / T(t 4 €)S(E)alt + €)dE.

Entdo adicionando a (3.16) o termo nulo em (3.15), e seguisdnesmos passos em [27, pag.
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188] (aplicando a técnica de discretizacao), tem-se

V(xt) = (Tr¢ — /0 o(a)" Syp(a)da + QCT/O [D”a +(1- 20[)pr} ola)da @17

- [ r@mas(a) as

sendo¢” = [27(t) &7 (t) 27 (¢t — 7)], T definido em (3.11)D"* e D s&o dados ambos em (3.12),
R4, Sy sdo definidos em (3.13) e (3.14), respectivament€, (@) = [z (t — h + ah) 2T (t — 2h +
ah) ... 2T(t — Nh+ ah))].

Por fim, aplicando [27, Prop. 5.21] em (3.17), conclui-se sgi@ LMI em (3.7) for satisfeita,
entdoV (z,) < —ey || x(t) ||> —e1 || @(t) ||? (1,62 > 0), garantindo que a condicéo (3.2) seja
satisfeita. Completando a demonstracéo. |

Note que a grande vantagem das condi¢cdes apresentadasemdesnterior € o fato de néo
existirem produtos entre as matrizes do sistema e as nsatlizRincional, sendo que estas podem ser
numerosas, dependendo do nimero de parti¢cdes. Isto odevidp ao uso do termo nulo em (3.15),
o qual evitou que gestricdo dindmicaem (3.5) substituisse a derivada do estadp em (3.16).

A seguir sdo apresentadas condi¢des para a analise ddigathbde sistemas sujeitos a retardo
no tempo incerto, sendo que para a obtencao destas, o telon® t& suma importancia.

3.2 Sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo incerto
Considere o sistema linear sujeito a retardo no tempo emrE:Scrito da seguinte forma:
i(t) = Az(t) + Agz(t — d(t)) (3.18)
como(t) € Cir 1)y @ condicdo inicial e o retardo no tempeertoda seguinte forma:
d(t) = +1(t)

sendor um valor nominal e)(¢) uma perturbagéo, possivelmente variante no tempo, pocessdonir
valores positivos e negativos; satisfazenpdt)| < p < 7, sendou conhecido. Portanto, o retardo
no tempo € definido no intervald(t) € [t — pu, 7+ .

Os resultados nesta se¢do baseam-se no seguinte fun@dneamlinov-Krasovskii:

V;total (.Tt) = V(l’t) + Vn(xt), (319)

no qualV(z;) é dado em (3.3-3.4), corf(x(t)) = x(t) e considera o valor nominal para o retardo
no tempo, i.e.7, eV, (z;) leva em conta a perturbacéo variante no temypt, Sendo qué/,(z;) €
dado por:

Vi) = /_i /t;_T T (s)U(s)déds, (3.20)

sendo/ = UT, como em [15].
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Entéo, considerando o funcional acima o préximo teoremesapita condicfes para se verificar
a estabilidade de um sistema sujeito a retardo no tempdanoamo em (3.18).

Teorema 3.3 Considere o0 sistema sujeito a retardo no tempo(8rti8) Sejam dados > 0, um
escalar referente ao valor nominal do retardo no temp@; 0, um limitante superior para a pertur-
bacé&o no retardo no tempo,/€, um inteiro positivo referente ao niumero de discretizagisejado.
Entao, o sistema elf3.18)¢é assintoticamente estavel se existirem matrizes de dimens< n,: F,
G,P=P" S, =8, Qn Ry =R}, (n,m=0,1,...,N),U =U", tais que a LMl en§3.6)e a

LMI abaixo sejam satisfeitas:
o~ Dpa pr
0 0
<0

x  —Rg— 95, 0 ’ (3.21)
* * —35y
com
FA+ATFT 4+ Qo+ QF +Sy P—F+ATGT FA;—Qn pFAy
T — * -G — GT + Q,MU GAd uGAd (322)
* * —SN 0 ’
* * * —ulU

Dr* e DP* sdo ambos definidos e(8.12) e os termosk, e S, sdo definidos en(3.13) e (3.14)
respectivamente. O

Demonstracao: Inicialmente, com base nos mesmos argumentos na dem@ustia¢leorema 3.2,
seU > 0, Sy > 0 e se a LMl em (3.6) for satisfeita, entédo, o funcional em (Bskdisfaz a condigéo
Viotat() > € || 2(t) ||? (¢ > 0). Note que se a LMI (3.21) é satisfeita, entéo;> 0.

Agora é demonstrado que a condi¢do em (3.2) é satisfeitdalmiente, considerando o sistema
sujeito a retardo no tempo em (3.18) e duas matrizes quaisgueéimensdes apropriadas,e G,
tem-se o seguinte termo nulo:

0 = 2[2T()F +27(t)G| {—2(t) + Az(t) + Agz(t — d(t))}
= 2T ()F + 2" (t)G| {—2(t) + Ax(t) + Ag(t — 7) + Aglz(t — d(t)) — z(t — 7)]}
= 2[2T(t)F + 37 (t)G] {—&(t) + Az(t) + Agz(t — 7)} + v(1),
(3.23)
com

t—1

o(t) = =2 () F + 7 (1)) Ay / i(s)ds.

t—7—n(t)
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Para o terma () é considerado o limitante supedatado por:

t—1 t—1
v(t) < / 2T (O F + 27 () GIALU AL [F () + GTa(t)]ds| + / i(s)U(s)ds
t—7—n(t) t—=1—n(t)
t—7+p
< plet () F + 27 () GIAQU AL [F 2 (t) + G (1)) + / iT(s)U(s)ds.
t—7—
8 (3.24)
Entdo, a derivada temporal do funcional de Lyapunov-Krskio(3.19), € dada por:
. : t=T+u
Vi) = V) 4 26 OuU(0) ~ [ " (5)Uia(s)ds (3.25)
t—T—p

comV (x;) dado em (3.16).
Em seguida, adicionando a (3.25) o termo nulo em (3.23),iderando o limitante superior para
v(t) dado em (3.24), tem-se:

Vietat () < V(xy) + 287 ()uUz(t) + 2 [T ) F + 37 (#)G] {—i(t) + Ax(t) + Agz(t — 1)}
+ulzT () F + 27 () GIAQU AT [FT2(t) + GTi(t)).
(3.26)

Agora, seguindo 0s mesmos passos em [27, pag. 188] (apiearétnica de discretizacao), em
seguida aplicando [27, Prop. 5.21] e finalmente o compleon@atSchur, conclui-se que se a LMI
em (3.21) for satisfeita, ent&b. (z;) < —eo || 2(t) |> —e || £(t) ||? (e1, e2 > 0). Completando a
demonstracao. |

Note que o Teorema 3.2 é um caso particular do teorema acsaggnsiderando o caso em que
o retardo no tempo é invariante em (3.18), é necessario fiazeb nas condi¢des do teorema acima,
recuperando as condi¢des do Teorema 3.2.

3.3 Sistemas lineares sujeitos a retardos aditivos e inced
Considere o sistema linear sujeito a retardo no tempo erd)(B&scrito da seguinte forma:

©(t) = Ax(t) + Aga(t — di(t) — da(2)) (3.27)
como(t) € Ci iy )+ ey & CONdicE0 inicial e os retardos no tempoertos

dl(t):T1+7]1(t) e dg(t):Tg+7]2(t),

sendor; e 7> valores nominais @, (t) e n.(t) perturbacdes, possivelmente variantes no tempo, po-
dendo assumir valores positivos e negativos; satisfazengda)| < pu; < 7 e |n(t)] < py < 7,
sendau, ey conhecidos. Portanto, os retardos no tempo séo definidasteoglosd, (t) € [r —

Hn1, 71+ M1] edg(t) S [Tg — Ug, T2 + LLQ].

3Considerando a seguinte identidade’ b < o™ Xa + b" X ~'b se, e somente € > 0 paraa, b € R".
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Os resultados nesta sec¢dao utilizam o seguinte funcionayaeunov-Krasovskii:

Vigtal " (@) = V(we) + Vi (w0) + Vi (20), (3.28)

otal

no qualV(z;) € dado em (3.3-3.4), corfi(z(t )) = xz(t) e considera o valor total nominal para os
retardos no tempo, i.er,= 7, + 7, eV, (z¢) e V,,(x,) levam em conta as perturbac¢des variantes no
tempo,n; (t) e no(t), respectivamente, sendo:

p1+p2
771 xt / / Ull’ )dgdS € ‘/;72 .Tt / / UQ.T )dgdS (329)
-7 —p1—p2 Jt+E—T

comU, = Ul eU, = UL,
Entao, considerando o funcional acima o teorema a seg@sapta condi¢cdes para se verificar a
estabilidade de um sistema sujeito a retardos incertodieasjicomo em (3.27).

Teorema 3.4 Considere o sistema sujeito a retardo no tempo(8@7) Sejam dados; > 0 e

7, > 0, escalares referentes aos valores nominais dos retardésmpo,.; > 0 e, > 0, limitantes
superiores das perturbacgfes dos retardos no tempd, em inteiro positivo referente ao niumero de
discretizacdes desejado. Entéo, o sistemd&2i7)é assintoticamente estavel se existirem matrizes
de dimenséa, x n,: F,G, P =P", S, = S}, Qn, Ry = R}, (n,m =0,1,...,N), Uy =U{ e

U, = UT, tais que a LMI en{3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

i Dpe Drb
Ya,2) 0 0
0 0 <0, (3.30)
* —Rd — Sd 0
| x —3Sd
com
T2 —
FA—FATFT—FQ()—FQ%—‘—FSQ P—F+ATGT FAd_QN ulFAd ILLQFAd-
* —Sm[G—Ml(U1+U2)—M2U2] GAd ,ulGAd /,LQGAd
* * —SN 0 0 5
* * * —u Uy 0
* * * * —M2U2
(3.31)
Dr* e DP* sdo ambos definidos e(8.12) e os termosk, e S, sdo definidos en(3.13) e (3.14)
respectivamente. Além disso, defina 7 + 7. O

Demonstracao: Inicialmente, com base nos mesmos argumentos na dem@ustia¢leorema 3.2,
selU; > 0,U; >0, Sy > 0esealLMIlem (3.6) for satisfeita, entédo, o funcional em (Bs2@isfaz a
condigdoVditivo (1) > ¢ || (t) ||* (¢ > 0). Note que se a LMI (3.30) é satisfeita, entép,> 0 e
Us; > 0.

Agora é demonstrado que a condi¢do em (3.2) é satisfeitdalmiente, considerando o sistema
sujeito a retardo no tempo em (3.27) e duas matrizes quaisgu@imensdes apropriadas,e G,
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tem-se o seguinte termo nulo:

0 = 2[aT()F + 37 (t)G] {—i(t) + Ax(t) + Aga(t — di(t) — do(t))}
= 2[2T(t)F + 37 (t)G] {—&(t) + Az(t) + Agz(t — 7)} + v(1),

t—7 t—7—mn1(t)
/ i(s)d5+/ z(s)ds| ,
t—7—m (t) t=r—m1(t)—n2(t)

sendor = 1 + 7». Entéo, para(t) tem-se o limitante superior:

com

v(t) = =2[zT () F + 27 (t)G] Ay

v(t) < /t o 2T (O F + 27 () GI AU AL [F () + GTa(t)]ds| +

—7—m(t)

)
t—r—m1 (t) t—T—m(t)
+ / 2T (O F + 27 ()G AU AT [F () + GTa(t)]ds| + / @7 (s)Uyi(s)ds
t t

—7—m(t)—n2(t) —7—m (t)—n2(t)

/t T (s Uhi(s)ds

—T—n1(t

< et () F + 27 ()G AU AT [F 2 (t) + GTa(t)] + / e 7 (s)Uy2(s)ds

t—T7—n

ot () F + &7 ()G AU AT [F 2 (t) + GTa(t)] + / e i (s)Uyi(s)ds.

t—T—p1—p2

(3.32)
Portanto, a partir deste ponto para mostrar que a conligidz;) < —e || z(t) ||> —ey || &(2) |2
(61, €2 > 0) € satisfeita se a LMI em (3.31) for satisfeita, basta seggimesmos passos apresentados
na demonstracédo do Teorema 3.3. |
Note que os teoremas 3.2 e 3.3 sdo casos particulares dmteacema.

3.4 Sistemas do tipo neutro sujeitos a retardos no tempo igisa
Considere o seguinte sistema do tipo netitro
(t) + Ei(t — 1) = Ax(t) + Age(t — 1) (3.33)

com(t) € C* a condigéo inicid, a qual deve ser diferenciavel, send@) € R"* representa o
estados > 0 € um escalar que representa o retardo no tempo constanteatAzan do sistemd,
A, e E séo constantes e possuem dimensdes apropriadas.

A analise da estabilidade de sistemas do tipo neutro podensetarefa bastante complexa, de
forma que, uma exigéncia necessaria para a estabilidada diesse de sistemas é que a equacgao
abaixo seja estavel

z(t) — Ex(t—71) =0, (3.34)

40 comportamento dinamico de sistemas do tipo neutro (3.3B)Y@mas sujeitos a retardo no tempo como em (3.5)
sdo fundamentalmente diferentes, veja mais detalhes er8§g@o 1.7].

SEsta condig&o inicial € assumida satisfazer condi¢Gesidngia e unicidade da solugéo do sistema em (3.33), para
detalhes veja [29, Cap. 12, Teor. 2.3].
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ou de forma similar, o operad®¥(z ), definido como:
D(x,) = x(t) — Ex(t — 1), (3.35)

deve ser estavel. Sabe-se que uma condi¢do necesséridensfiara que o operaddr(x,) seja
estavel, é que a matriz seja Schur-Cohn estavel, ieax |\;(F)| < 1, [30, Cap.1, Cor. 7.1].
Portanto, considera-se neste trabalho que todos os antesala matriZy estdo dentro de um circulo
unitario.

Entdo, no teorema a seguir sdo apresentadas condi¢coesrgaBqgbara verificar a estabilidade do
sistema de tipo neutro em (3.33), supondo-se que o opefydo) é estavel.

Teorema 3.5 Considere o sistema do tipo neutro €Ba33)sendo o operadoD(z,) estavel. Sejam
dadosr > 0, um escalar referente ao retardo no tempady eum inteiro positivo referente ao nimero
de discretizacdes desejado. Entdo, o sistem@3*88)é assintoticamente estavel se existirem matri-
zes de dimensée, x n,: F,G, X,Y,P =P", S, = SI, Qn, Rym = R}, (n,m =0,1,...,N),
tais que a LMI en{3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

= pDna Dnb
x —Rgq— Sy 0 <0, (336)
* * —35,
com
FA+ATFT + X+ XT+ Sy YT -X+QF —-F+ATGY FA;— XE
_ * -y —Y7T P ~Qn—YE
- * * erel GAy » (337)
* * * —Sn
D" =[Dm], D" =[D"], 1<n< N, sendo (3.38)
%[Ro,n—l + Ro ] _%[Ro,n—l — Ry
_[Qn—l - Qn] b 0
Do = , D= ,
" h% [Qn—l + Qn] h_%[Qn—l - Qn]
_E[RZ—LN + RiN] E[Rg—l,N - RZ,N]
e com os termog, e S, definidos en{3.13)e (3.14) respectivamente. O

Demonstracdo: Para demonstrar este teorema € selecionado o funcionalapgihgv-Krasovskii
em (3.3) sendqg(z(t)) = D(z,) e definido pelas fun¢cdes matriciais lineares por partes ef). (3
Entdo, € demonstrado a seguir que se as LMIs em (3.6) e (&8&psisfeitas, o funcional em (3.3-
3.4) comf(x(t)) = D(z,), satisfaz as condi¢cdes em (3.1) e (3.2).

Inicialmente, note que se (3.36) é satisfeita, entdo;> 0, 0 que implica ques, > S; > ... >
Sy > 0, veja detalhes em [27, Prop. 5.22]. Seguindo os mesmos argogiem [27], temos que se
(3.6) é satisfeita &, > S; > ... > Sy > 0, entdo, o funcional em (3.3-3.4), coffz(t)) = D(x,),
satisfaz a condicat (x;) > € || z(t) ||? (¢ > 0).

Agora é demonstrado que a condi¢do em (3.2) é satisfeitdalmiente, considerando o sistema
do tipo neutro em (3.33) e quatro matrizes quaisquer de didemnapropriadas;, G, X eY, tem-se
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0 seguinte termo nulo:

0 = 2[T(t)F +D(z,) (t)G{-D(x,) + Azx(t) + Agz(t — 1)} (3.39)
+2[zT ()X + DT (2, )Y|{-D(z,) + z(t) — Ex(t — 7)}. '
Entéo, considerando o termo nulo acima e seguindo o mesnseginoento apresentado na de-
monstracéo do Teorema 3.2, conclui-se que se a LMI em (288}pfisfeita, implica qué (=) <
—eo || z(t) |?—e1 || D(z,) ||?—€2 || D(z) ||? (€0, €1, € > 0), garantindo que a condigéo (3.2) seja
satisfeita. Completando a demonstracéo. |
Note que a novidade obtida no teorema anterior é que utilizartermo nulo em (3.39) a condigéo
de derivada do funcional leva em conta em sua formulacdoan@stt), o operadorD(z,) e a
derivada do operaddP(z, ), o que resulta na condicéo para a derivada do funcional

V(a) < —e || 2(t) |I* —e1 || D(zo) |I* €2 || D) |I%, (3.40)

com ¢, € € e € R, escalares. Portanto, levando em conta que a estabilidagjgedadorD(z,) €
uma condicdo necessaria para a estabilidade do sistemaodtetitro em (3.33), a condicdo de esta-
bilidade (3.40) se mostra adequada para essa classe ateasistéote que, nas condi¢cdes usualmente
consideradas na literatura os termapg§ D(z.) ||2 €€, || D(z,) ||> em (3.40) séo usualmente despre-
zados, como em [32, 33]. Vale ressaltar que, em [54] tambénofsiderado o operad@(z,) na
condicdo de derivada do funcional, mas néo por meio daagéia da mesma técnica.

Além disso, quando séo utilizadas técnicas para desa@spfaatrizes do sistema das matrizes do
funcional de Lyapunov-Krasovskii, a seguinte condi¢céo statelidade € normalmente obtida, veja
[16]:

V(e < —e || a(t) |2 —es || (t) |1% (3.41)

com ¢, €5 € R,. Na qual, o operaddP(z,) ndo é levado em conta, além de ser um caso particular
da condigéo (3.40), obtido cofi = 0.
Portanto, a condicédo de estabilidade (3.40) € mais gerad goadicao (3.41).

3.5 Sistemas do tipo neutro sujeitos a retardos no tempo Mz
Considere o sistema linear do tipo neutro com retardos misto

#(t) + Bi(t —r) = Ax(t) + Agz(t — d(t)), (3.42)

como(t) € Ciiy, any @ condico inicial. Nesta secéo supGe-se que o retardo rnuoterpode
assumir qualquer valor constante no intervale [0, co) e o retardo incertal(¢) tem a forma
d(t) = 7 +n(t) sendor um valor nominal &)(¢) uma perturbagéo, possivelmente variante no tempo,
podendo assumir valores positivos e negativos; satisfiazen(t)| < p < 7, sendogu conhecido. Os
outros termos (3.42) séo apresentados em (3.33).

De maneira similar, como feito na segéo anterior, supdeestadilidade do operador:

D(x,) = z(t) — Ex(t —r), (3.43)
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isto é, a matrizZ' € Schur-Cohn estavel. Garantindo a estabilidade do opefado), independente
do retardo no tempo. Assim, sera apresentada uma condicéo suficiente paraaedfestabilidade
do sistema do tipo neutro em (3.42), que € independente almloethio tempao.
Os resultados nesta sec¢dao utilizam o funcional de Lyap#masevskii da forma:
Viewtro(ge) = V(xy) + Vi(z,) + Vi (@), (3.44)

otal

no qual,z; corresponde ao valor d€t) no intervalo[t — max{r, d(t)}, t], parar, d(t) € Ry, V(z;)
é dado como (3.3), corfi(z(t)) = z(¢), V,(x;) € dado em (3.20) &, (z,) que leva em conta apenas
o retardo no tempe, é dado por:

0
Vilwn) = [ %+ ©)Zate+ €)de, (3.45)
sendoZ = Z7.

O resultado desta secao é apresentado no proximo teorema.

Teorema 3.6 Considere o sistema do tipo neutro é8d2)sendo o operadoD(x,) estavel. Sejam
dadosT > 0, um escalar referente ao valor nominal do retardo no tempo: 0, um limitante
superior para a perturbacdo no retardt{t) no tempo, eV, um inteiro positivo referente ao nimero
de discretizacfes desejado. Entdo, o sistemg342) € assintoticamente estavel, independente do
retardor, se existirem matrizes de dimenséox n,: F, G, P = P*, S, = S, Q,, Rym = RL,,
(n,m=0,1,...,N), U =U"7Z = Z", tais que a LMI en{3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

Dre Drb
=" 0 0
0 0 <0, (3.46)
* —Rd - Sd 0
* * 35,
com
FA+ ATFT + Qo+ QF + Sy P—F+4 ATGT FA;—Qn pFAy puFE
* G -G +2uU + Z GAy uGA; pGE
B = * * —Sn 0 0 :
* * * —pulU 0
* * * * -7
(3.47)
os termosD?® e DP* sdo dados ambos e(B.12) e os termosk, e S; dados em(3.13) e (3.14)
respectivamente. O

Demonstracdo: Sera provado que se (3.6) e (3.46) sao satisfeitas, entdmooohal em (3.44)
satisfaz as condi¢cdes em (3.1) e (3.2).

Inicialmente, note que se (3.46) é satisfeita, entdo; 0, Z > 0 e Sy > 0 0 que implica que
So > S1 > ... > Sy > 0, veja detalhes em [27, Prop. 5.22]. Seguindo 0s mesmos argom
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em [27], tem-se que se (3.6) é satisfeitdpe> S; > ... > Sy > 0, entdo, o funcional em (3.44),
satisfaz a condica@ (x;) > € || z(t) ||? (¢ > 0).

Agora é demonstrado que a condi¢cdo em (3.2) também é datidfécialmente, considera-se o
sistema do tipo neutro em (3.42) e duas matrizes quaisqunensdes apropriadak,e G, tem-se
0 seguinte termo nulo:

227 (t)F + T ()G{—i(t) + Azx(t) + Aga(t — d(t)) + Ex(t —r)} = 0. (3.48)

Entdo, considerando o termo nulo acima e seguindo 0 mesnoegneento apresentado na
demonstracdo do Teorema 3.3, conclui-se que se a LMI em)(R#48atisfeita, entéo} (z;) <
—éeo || 2(t) [|?—e€1 || (t) || (€0, €1 > 0), garantindo que a condigéo (3.2) é satisfeita. Completand
demonstracao. |

Note que o resultado apresentado no teorema anterior € ohaisto que o resultado apresentado
no Teorema 3.5, pois no resultado acima € garantido a edtat®l do sistema do tipo neutro inde-
pendente do retardo no temppou sejar e 7 podem ser diferentes. Entretanto, se for conhecido a
priori quer = 7, a utilizacdo do resultado no Teorema 3.5 € mais adequamfm@ionando solu¢des
menos conservadoras.

Na proxima secédo serdo apresentados alguns exemplos oasngara ilustrar a eficiéncia dos
resultados apresentados neste capitulo.

3.6 Exemplos numéricos

Nesta secao é verificada a eficiéncia dos métodos propostiesaagpitulo, como meio de referéncia
sdo utilizados célculos analiticos e outras condi¢coe®dispis na literatura.

3.6.1 Sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo

A seguir séo considerados dois sistemas sujeitos a retartlempo, sendo estudados os casos em
que o retardo no tempo é constante, incerto e aditivo. Nesossao utilizados os teoremas 3.2, 3.3
e 3.4.

Exemplo 3.1 Considere o sistema:
, -2 0 -1 0
x(t) = [ 0 —09 } x(t) + [ 1 1 } z(t —d(t)).

Inicialmente, considerando o retardo no terdpg = 7, i.e., invariante no tempo, pode-se concluir
que este sistema é estavel no primeiro intervalo do retaod@mpo, i.e.,mr € [0, Tmay. ENtao,
utilizando o método proposto no Teorema 3.2 séo obtidossedtaelos apresentados na Tabela 3.1,
considerando diferentes valores para

Agora, considerando o contexto em qié) € incerto da forma(¢) = 7+ 7(t) e que pertenga ao
dominio|T—pu, 7+, tal que|n(t)| < u. Entdo, aplicando o Teorema 3.3 cdin= 3 e considerando
diferentes valores de sao obtidos os valores maximos par&omo apresentado na Tabela 3.2.
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Tabela 3.1: Limites maximos para o retardo no tempo, obtidaso Teorema 3.2, conV =
1,2,...,5. Exemplo 3.1.

N 1 2 3 4 5 Analitico
Tmax | ©6.0593| 6.1655| 6.1711| 6.1721| 6.1725| 6.1725

Tabela 3.2: Limites maximos para o retardo no tempo, obtvim® Teorema 3.3, com’V = 3 e
diferentes valores paga Exemplo 3.1.

i 0.001 | 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tmax | 6.1482| 5.9445| 4.1863| 2.7673| 1.7767| 1.0825| 0.5906

Exemplo 3.2 Considere o sistema:
¥ —0.1z(t) + 2x(t) — x(t — d(t)) =0,

que é obtido do sistema (1.1) utilizando a lei de contrale) = x(t) — z(t — d(t)). Portanto, esse
sistema pode ser reescrito na seguinte forma:

dizit)| [ 0 1 x(t) 00 x(t —d(t))
i { #(t) } = { 2 0.1 } [g‘;(t) Tl oo | at—dw) | (3.49)
Como no exemplo anterior, inicialmente, é considerado gatando no tempo € constaniét) =
7. Este sistema é estavel para uma faixa de valores para daetatempor € [7,,in, Tmay. ENtao,

utilizando o método proposto no Teorema 3.2 € obtido a Teh8laconsiderando diferentes valores
paraN.

Tabela 3.3: Limites maximos e minimos para o retardo no temiptidos via o Teorema 3.2, com
N=1,2,...,6. Exemplo 3.2.

N 1 2 3 4 5 6 Analitico

Tmin | 0.1006| 0.1003| 0.1003| 0.1002| 0.1002| 0.1002| 0.1002
Tmax | 1.3523| 1.6509| 1.7094| 1.7176| 1.7177| 1.7178| 1.7178

Finalmente, considerando o contexto em q(& seja incerto, mas que pertengca ao dominio
[T — pu, T+ p], e aplicando o Teorema 3.3 ca = 3 e considerando diferentes valores;deséo
obtidos os valores maximos e minimos parapresentados na Tabela 3.4.

Exemplo 3.3 Considere o sistema do exemplo anterior sujeito a retaditgas:

(t) = [ Yo } (1) + [(1’ 8 } ot — dy () — da(t)). (3.50)

Para o sistema acima o método de analise proposto em [431T@dio é factivel, mesmo consi-
derando os retardos no tempo constantes.
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Tabela 3.4: Limites maximos e minimos para o retardo no temgpaued(t) € [1 — u, T + ul,
obtidos via o Teorema 3.3, com = 3 e diferentes valores para Exemplo 3.1.

I 0.001 | 0.01 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Tmin | 0.1017] 0.1145| 0.1288| 0.1574| 0.1862| 0.2153| 0.2445
Tmax | 1.7078] 1.6937| 1.6780| 1.6467| 1.6157| 1.5848| 1.5540

Assumindo quel; (t) € [1 — p1, 71+ p1] €da(t) € [12 — pa, T2+ o], € considerado o problema
de encontrar os valores maximosdeara diferentes valores fixos dg 11 € 2, tal que o sistema
seja estavel. Entéo, aplicando o Teorema 3.4 8bm 3 sdo obtidos os resultados apresentados na
Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Limites maximos para, obtidos por meio do Teorema 3.4, ca¥h = 3 e diferentes
valores paray, y; € u. Exemplo 3.3.

7_17max paraTQ - ]_ e

21 0.001| 001 | 01
H1

0.001 | 0.7056| 0.6913| 0.5517
0.01 0.6884| 0.6715| 0.5312
0.1 0.5386| 0.5031| 0.3338

3.6.2 Sistemas do tipo neutro

A seguir sdo estudados dois sistemas do tipo neutro. Imeiae, é considerado um sistema escalar,
em gue os retardos no tempo sao iguais, no qual sera ilusgeelas condi¢cdes apresentadas no
Teorema 3.5 tendem para a solucao analitica. Em seguidagstrdada a estabilidade de outro
sistema do tipo neutro, sendo considerado o caso em quaosaeho tempo séo iguais e diferentes.
Para verificar a estabilidade desses sistemas séo utdizesdeoremas 3.5 e 3.6.

Exemplo 3.4 Considere o sistema:
(t) —cx(t — 1) = —bx(t — 1) (3.51)

sendad e c escalares, confe| < 1 eb > 0. Em [54], foi mostrado que este sistema é assintoticamente
estavel para

. 1—|c
< Tg;:;;lescu (2001)[54] _ b| | (3.52)

Além disso, o valor exato do maximo retardo no tempo que pgermestabilidade assintotica
desse sistema pode ser calculado da seguinte forma, v§ja [54

. V1 —c? 1
ranalitico _ — < arctan \/ i 1. (3.53)
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Considerande = 0.2 eb = 1, a Tabela 3.6 apresenta os resultados obtidos utilizandsuwtado

em [54], ou seja, por meio da equacao (3.52) e os resultadmshitilizando o método proposto
no Teorema 3.5 para diferentes valores\deNote que, pode ser observado que a solucéo obtida por
meio do método proposto tende para a solucao analitica quéraimenta. A Tabela 3.7 apresenta
os resultados obtidos utilizando o método proposto paesatites valores dee b, comN = 3.

Tabela 3.6: Maximos retardos no tempo, obtidos via o Teor@fmacomN = 1 e N = 3. Exem-

plo 3.4.

+Niculescu (2001)54]
max

Teorema 3.5
Tmax

, N=1

Tm ax

T 3.5 —
eorema , N =3

analitico
Tmax

0.8

1.3401

1.3417

1.3418

Tabela 3.7: Maximos retardos no tempo, obtidos via o Teor@ma&om/N = 3 e analiticamente.

Exemplo 3.4.

b 1

c 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
rlcorema 35 |1 4632| 1.2077| 0.9068| 0.5680| 0.1965
ranalitico 1.4633| 1.2078| 0.9069| 0.5680| 0.1966
b 3

rlcorema 35 | (04877 0.4025| 0.3022| 0.1893| 0.0655
ranalitico 0.4878| 0.4026| 0.3023| 0.1893| 0.0655
b 5

rleorema 3.5 1. 0.2926| 0.2415| 0.1813| 0.1136| 0.0393
ranalitico 0.2927| 0.2416| 0.1814| 0.1136| 0.0393
b 7

rlcorema 35 10,2090 0.1725| 0.1295| 0.0811| 0.0280
ranalitico 0.2090| 0.1725| 0.1296| 0.0811| 0.0281
b 9

rlcorema3s | (0.1625| 0.1341| 0.1007| 0.0631| 0.0218
ranalitico 0.1626| 0.1342| 0.1008| 0.0631| 0.0218

Exemplo 3.5 Considere o sistema:

©(t) — Ex(t —r) = Ax(t) + Agz(t — 7)
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com
-2 0 -1 0 e 0
A_[ 0 —0.9}’ Ad_[—l —1}’ E‘{o 5}’ el < 1.
Inicialmente, é considerado que os retardos no tempo sasige.,” = 7. Entdo, o maximo retardo

no tempo possivel para que esse sistema permaneca estdeetgrocalculado analiticamente da
seguinte forma

" 1 209
ranaliico — — arccos (M) (3.55)

w 1+ e2w?
com

—1+1.19¢2 + /1 — 1.62¢2 + 0.65614
w =
2(e2 — &%) ’
paras # 0 e|e| < 1. Paras = 0, r21itco — 17258, como no Exemplo 3.1.
Considerando diferentes valores paya Tabela 3.8 apresenta os resultados obtidos utilizando o

método proposto no Teorema 3.5, além de valores calculaddiieamente e utilizando os métodos
apresentados em [31, 34, 95].

Tabela 3.8: Maximos retardos no tempo permissiveis, obfido meio de métodos na literatura e do
Teorema 3.5. Exemplo 3.5.

€ 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
7Han (2002) [31] 435 |433 [4.10 362 |273 |0.99
pHeetal@04(34 | 447 | 435 |[4.13 |3.67 |287 |1.41
TYueeHan (004)95) | 4 47 | 442 | 417 |3.69 |2.87 |1.41
Fleorema 3.5 N=3 | 6 1711 6.0359| 5.5480| 4.7385| 3.5088| 1.5707

max

ranalitico 6.1726| 6.0372| 5.5491| 4.7388| 3.5092| 1.5708

max

Por outro lado, assumindo os retardos no tempo diferentézamdo o Teorema 3.6, pode-se
verificar a estabilidade do sistema (3.54), independentaldo do retardor.

Entdo, considerando o problema de encontrar o maximo cetevsdempor para qualquer €
[0, co) em que o sistema do tipo neutro em (3.54) permaneca estapkt#dm o Teorema 3.6, com
N = 3 e diferentes valores pataos resultados obtidos séo apresentados na Tabela 3.9.

Tabela 3.9: Maximos retardos no tempo, obtidos via o Teoi@BaomN = 3. Exemplo 3.5.
€ 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

rleorema36 |\ 61711| 4.7041| 2.6272| 1.3750| 0.6115| 0.1335

max
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3.7 Conclusdes do capitulo

Neste capitulo foram apresentados resultados de analestat#lidade de sistemas lineares sujeitos
a retardo no tempo. A eficiéncia desses resultados foi \atdipor meio de exemplos numéricos.
No caso em que o retardo no tempo € constante, os métodosfmepbtém solucdes que tendem
para valores analiticos. E importante ressaltar, que eslalgde é devido a sele¢do de um funcional
apropriado e do uso da técnica de discretizacdo de Gu. Aszistem outros métodos na literatura
com tal qualidade, veja [26, 27]. Como o método de discrediagproposto por Gu é fundamentado
em um retardo no tempo constanteneste capitulo foi apresentado uma forma de estender o uso
dessa técnica de discretizagdo para tratar sistemasosigeaittardo no tempo incerto.

No entanto, a caracteristica principal dos métodos prop@fjue as matrizes do sistema estéao de-
sacopladas das matrizes do funcional de Lyapunov-Kragpes& valido ressaltar, que nos proximos
capitulos serédo apresentadas algumas vantagens desseptlesanto. Neste capitulo, esse desaco-
plamento é utilizado para a obten¢do de condi¢Bes de adl@lisstabilidade para sistemas sujeitos
a retardo no tempo incerto e/ou retardo no tempo incerto @nponentes aditivas, teoremas 3.3 e
3.4.

Outro importante ponto que merece ser salientado, € quesoa@os apresentados podem ser
facilmente estendidos para lidar com uma classe de sistaaageral:

i(t) — Bi(t —r) = Az(t) + Agz(t — Z di(t))

na qual, o retardo no tempoe [0, co) e o retardo incerto com componentes aditivas tem a forma
d;(t) = 7, +n;(t) paral < i < n,. Sendo que, para obter condigdes de analise de estabipdaale
esta classe de sistemas, seguindo o procedimento utilizzgte capitulo, € necessario utilizar um
termo nulo apropriado proveniente do seguinte sistema:

Mt (6 0 (0)
(t) — Fi(t —r) = Azx(t) + Agx(t — 7) — Ag Z/ x(s)ds,

i=1 t_T_Zj':l n;(t)
comr = ) " 7. Além disso, o funcional em (3.44) deve ser reescrito de damais geral:

ng

V(wg) = V(we) + Vilar) + ) Vi),

i=1

no qual,z; corresponde ao valor d€t) no intervalo|— max{> ", d;(t),r}, 0], V(z;) é definido em
(3.3) comf(x(t)) = =(t), V,(x,) é definido em (3.45) e

23':1/% t
V,h.(xt):/ /§ 27 (s)U;a(s)déds,
— t4+&—7

i

Ej:1 Hj

com|n;(t)| < w; eU; = U,
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Note que, a utilizacdo da técnica do termo nulo adiciona unplgis passo na obtencdo de
condicdes de andlise de estabilidade em relacdo aos cesilresentados em [27]. Portanto,
considerando-se um termo nulo apropriado e seguindo-destisze:s basicas apresentadas em [27],
pode-se obter condi¢cdes de andlise de estabilidade p&eaass sujeitos a multiplos retardos no
tempo e sistemas sujeitos a retardos distribuidos.
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Capitulo 4

Analise de estabilidade de sistemas do tipo
neutro incertos

Neste capitulo, as condi¢cdes de analise de estabilidadsteimas do tipo neutro obtidos no capitulo
anterior sédo estendidas para 0 caso em que 0s parametrasaoasndo sdo precisamente conheci-
dos.

Inicialmente, é considerado o conceito de estabilidaddrdtiaa, ou seja, utiliza-se um funcional
de Lyapunov-Krasovskii, que € independente dos paramdtoradstema. Portanto, este funcional
€ apropriado ao caso em que ndo sao disponiveis informagbes possiveis formas de variagbes
destes parametros. Em seguida, € aplicado o conceito lmasaadtilizacdo de um funcional de
Lyapunov-Krasovskii dependente de parametros, obteadoisdicdes apropriadas, quando se tem o
conhecimento de que as incertezas do sistema sao invariemtempo.

A segunda vantagem que se destaca neste capitulo, devidpaege da técnica do termo nulo, é
poder considerar sistemas do tipo neutro totalmente m&e@@omo pode ser observado nos trabalhos
em [32] e [33] € imposta uma restricdo para que, a matriz escom a derivada do estado sujeito
a retardo no tempo seja precisamente conhecida.

4.1 Sistemas com incertezas poliedrais

Nesta parte do trabalho, usa-se a variavphra representar os parametros incertos em um sistema.
A classe de sistemas lineares do tipo neutro na forma (3423, com incertezas paramétricas, é
representada da seguinte forma:

(t) + E(0)i(t — 1) = A(o)x(t) + Ag(o)z(t — 7).

Assume-se que 0s sistemas incertos podem ser descritoepmpdenmodelos paramétricos ins-
critos em poliedros. Entdo, considerando-se a classe t@ensis apresentada acima, pode-se definir
uma matriz do sistem@(o), que agrega todas as matrizes do sistema:

G(o) £ [ Alo) Au(o) E(0) ], € R™, (4.1)

Esta matriz ndo é precisamente conhecida, mas pertencente€anjunto politopicog (o) € P. O
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conjunto® € um politopo no espaco de matrizes definido pelo conjuntodiestas matrizes obtidas
pela combinagdo convexa de seugrtices:

P2 Co{G1,Go,...,G:} = {g(a) : Glo) =) 0,G,, o€ @} (4.2)
v=1

em que
gvé(Av Ad,v EU)7 U:]-)"'v’%a (43)

sdo os vertices do politopo. O vetor de coordenadas do polito = [o; ... aH]T, pertence ao
conjunto definido como

@é{UER“:UUZO,Uzl,...,/{,Zavzl}. (4.4)
v=1

Portanto, para o estudo de sistemas com incertezas padiedmnceito de estabilidade qua-
dratica, amplamente utilizado na literatura, tem comoqipal caracteristica ser independente dos
parametros incertos, ou seja, o conceito de estabilidagidrftica garante a estabilidade do sistema
para todo dominio de incerteza independente de qualquedéipariacdo dos parametros incertos.

Entretanto, esse conceito pode adicionar um determinadodyg conservadorismo nas solugoes
obtidas, principalmente quando aplicado a sistemas coenteras invariantes no tempo. Sendo as-
sim, afim de obter métodos menos conservadores, nestenmababnsiderado também um funcional
de Lyapunov-Krasovskii dependente de parametros, queeéapado a seguir.

4.2 Funcional de Lyapunov-Krasovskii dependente de parame
tros

Com o objetivo de evitar um possivel conservadorismo gemaienencontrado quando se utiliza o
conceito de estabilidade quadratica, adota-se a seguwintefbasica do funcional de Lyapunov-
Krasovskii dependente de parametros:

V(zy,0) = D'(x,,0)P(0)D(x,,0) +2D" (2,0 / Q& o)x(t +&)dg

/_ /_ (t+s)R fo)dsx(t+€)d§+/ 2T (t+€)S(E, 0)x(t + €)dE,

-7

(4.5)
comDT(x,, o) dado em (4.8),
=Y 0P’ Q€,0)=)_ aQ"(§), S(0)=)_ a,5°(&), R(s¢ 0) Z%R”
v=1 v=1 v=1
(4.6)
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sendo

Q"(0n + ah) = (1 —a)Q; +aly
S0, +ah) = (1 —a)S’ +aS’_,

. _ ) A=a)Ry,, +BR, g+ (= B)R) 1 =
R*(0,, + ah, 0y, + Bh) = { (1-PB)Ry,+ R, +(B—a)R), _, a<f

para0 < o < 1,0 < g < 1,comn,m = 1,2,..., N, o nUmero de particbes do funcionalg o
parametro que define o politopo de incerteza (4.4)representa o niumero de vértices do politopo
P (4.2). Assim, este funcional € completamente determinatispnatrizes constanté¥, )7, S’ e

Ry -

Observe que, sao definidas diferentes matrizes do fungianalos diferentes vértices, atribuindo
graus extra de liberdade, o que justifica os resultadosasbfidr meio desse funcional serem geral-
mente menos conservadores que os resultados obtidosnaalioaconceito de estabilidade quadra-
tica.

4.3 Sistemas do tipo neutro incertos sujeitos a retardos nempo
iguais e constantes

Os resultados apresentados nesta se¢édo consideram agistéipo neutro em (3.33) incerto, o qual
€ reescrito da seguinte forma:

z(t)+ E(o)x(t — 1) = A(o)x(t) + Ag(o)z(t — 7) (4.7)

com¢(t) € C* a condig&o inicial, sendo quét) € R™ representa o estado,> 0 um escalar que
representa o retardo no tempo constante. As matrizes @onsist(c), A4(o) e E(o) sdo incertas e
pertencem a um dominio politopi¢d Também defina o operador linear:

D(x,,0) =z(t) — E(o)x(t — 7). (4.8)

Entdo, considerando o sistema do tipo neutro em (4.7), &apaado o primeiro resultado deste
capitulo.

Teorema 4.1 Considere o sistema do tipo neutro incerto @v) com o operadoD(x,, o) estavel
para todo dominio de incertezas e suponha que as matrizés slskemas sejam particbes da matriz
G(o) definida em (4.1) corg(o) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar referente ao retardo
no tempo, €V, um inteiro positivo referente ao nimero de discretizagliisejado. Entdo, o sistema
em(4.7) é assintoticamente estavel se existirem matrizes de déimensn,: F,G, X,Y, P = PT,
Sn = S8, Quy Ryn = RY,,, (n,m = 0,1,...,N), tais que a LMl en(3.6) e a LMI abaixo sejam
satisfeitas:
Eq,v pna Dnb
* —Rg— Sy 0 < 0, (49)
* * 35,
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na qualv representa os vértices do politofy comv = 1,2, ..., &,

FA +ATFT + X + XT+ S5, YI-X+QF —-F+ATG"Y FA;, — XE,

- * -y -Y7T P —Qn —YE,
v * * -G -GT GAg, ’
* * * —Sn
(4.10)
D" e D™ s&o ambos definidos ef8.38)e os termosk, e S, definidos eng3.13)e (3.14) respecti-
vamente. [

Demonstracdo: Esta demonstracado segue exatamente 0s mesmos passos dattegéo do Teo-
rema 3.5, considere o sistema do tipo neutro incerto em, @b#ndo-se a LMl em (3.6) e a seguinte
LMI
Zy0) D Dm
* —Rq— Sq 0 <0, (411)
* * —35,

com D" e D" ambos definidos em (3.38), os term@ge S, definidos em (3.13) e (3.14), respec-
tivamente, e,(0) é definida comd em (3.37) substituindael por A(o), Ay por Ay(o) e E por
E(o).

Portanto, sendo as matrizes do sistema incerto pertescamigolitopdP (4.2). Note que a LMI

em (4.11) pode ser obtida multiplicando a LMI em (4.9) pgre somando para= 1, ..., s, sendo
>, o, = 1. Entdo, se verificado a LMl em (4.9) para= 1, . . ., x, tem-se uma condi¢é&o suficiente
para que a LMl em (4.11) seja satisfeita. Completando a dstragéo. |

O teorema acima é formulado com um conjunto fixo de matrizds/dpunov-Krasovskii inde-
pendente das incertezas do sistema, ou do numero de véptieesefinem o dominio politdpico no
gual as matrizes do sistema pertencem. Entdo, apesar diisG@macima serem apropriadas para
tratar sistemas incertos variantes no tempo, essas poddrastante conservadoras quando se tem
conhecimento que as incertezas do sistema séo invariamntespo. Portanto, com o objetivo de su-
perar o possivel conservadorismo do teorema acima, a Sgguapresentadas condi¢des formuladas
tendo como base o funcional de Lyapunov-Krasovskii depstiedtee parametros em (4.5).

Teorema 4.2 Considere o sistema do tipo neutro incerto @hv)invariante no tempo com o opera-
dor D(z., o) estavel para todo dominio de incertezas e suponha que agzemtleste sistema sejam
particdes da matrig/ (o) definida em (4.1) cori(o) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar re-
ferente ao retardo no tempo,é, um inteiro positivo referente ao nimero de discretizagissjado.
Entao, o sistema eifd.7) é assintoticamente estavel se existirem matrizes de démensx n,: F,

G, X,Y,P" =P, S0 =S, Qb Ry, =Rl (v=1,...,ken,m=0,1,..., N), tais que as
seguintes LMIs sejam satisfeitas:

P’U v
{ . RU%S” } >0 (4.12)
e
Eu nasv Dnb,v
« —Ry—Sv 0 |<o, (4.13)
* * —359
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nas quaisv representa os vertices do politogd (v = 1,2,...,k). Os termos)?, R! e S! sédo
definidos coma@),, R, e S, em(3.8), (3.9)e(3.10) respectivamente, adicionando o indice sobrescrito
v em todos as matrizes desses termos,

FA,+ATFT + X + XT 48y YT - X +Q)" —F+ATGT FA,, — XE,

5 = * -y Y7 PY —Q% — YE,
v % x -G -G~ GAgy ’
* * * —S¥
(4.14)

Drev e D" sgo definidos com®™ e D™, ambos en{3.38) e os termosky, e S definidos como
R, e S;em(3.13)e(3.14) respectivamente, adicionando o indice sobreserigan todas as matrizes.
[

Demonstracao: Esta demonstracdo segue exatamente 0s mesmos passos datdegéo do Te-
orema 3.5, considerando o sistema do tipo neutro incerto4e) € o funcional de Lyapunov-
Krasovskii dependente de parametros em (4.5), obtends{selks:

{ PE‘U) Rs(gsfgs(a) } N ig” [ " Rgc—?fsg

>0 (4.15)

* —Rd(O‘) —Sd(O')
* * —3S4(0)

* —Ry,—S 0
* * —35%

<0, (4.16)

v=

[ (o) D"(o) D™ (o)
0

" EU prnasv Dnb,v
Oy
1

com os termos)s (o), Rs(o), Ss(0), Z(0), Ra(o) € Sq4(o) definidos comd)s, R, Ss, =, Rq € Sa,
em (3.8), (3.9), (3.10), (3.37), (3.13) e (3.14), respeatiente, com todas as matrizes nesses termos
em funcdo der, excetoF, G, X eY. Da mesma forma os termd3**(c) e D" (o) s&o definidos
como D" e D", ambos em (3.38), fazendo todas as matrizes nesses termfosigin des. Os
termos a direita das igualdades nas LMIs acima sao obtiddadalas matrizes do sistema incerto
pertencerem ao politopB (4.2) e a forma como as matrizes do funcional de Lyapunosdirskii
sao definidas em (4.6).

Portanto, verificar se as LMIs em (4.12) e (4.13) patal, ..., k, sdo satisfeitas € uma condicao
suficiente para que as LMIs em (4.15) e (4.16) sejam saasfeitompletando a demonstracaoll

4.4 Sistemas do tipo neutro incertos e sujeitos a retardos no
tempo mistos

Considere o seguinte sistema:

#(t) + E(0)i(t — 1) = A(0)a(t) + Ag(o)a(t — d(t)) (4.17)
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com¢(t) € C'ng{n 4y @ condicdo inicial, sendo que) € R"* representa o vetor de estados,
o retardo no tempdncertotem a formad(t) = 7 + n(t) sendor um valor nominal en(t) uma
perturbacgdo, possivelmente variante no tempo, satislazén(t)| < u < 7, sendou conhecido. As
matrizes do sistema (o), A,(0) e E(o) séo incertas e pertencem a um dominio polito@tcalem
disso, é definido o operador linear:

D(z,,0) = x(t) — E(o)x(t — ).

Nesta secao o seguinte funcional de Lyapunov-Krasovskiib&ém apresentado em (3.44), é no-
vamente utilizado

otal

Viewtro(ge) = V(xy) + Vi(z,) + Vi), (4.18)

no qual,x; corresponde ao valor d€t) no intervalot — max{r, d(t)}, t|, parar, d(t) € Ry, V (zy)
é dado como (3.3), corfi(z(t)) = z(t), V,(x;) € dado em (3.20) &, (z,) que leva em conta apenas
o retardo no tempe, € dado em (3.45).

Entéo, a seguir sdo apresentadas condi¢Oes suficientegepéicar a estabilidade do sistema em
(4.17).

Teorema 4.3 Considere o sistema do tipo neutro incerto @rl7)com o operadoD(z,, o) estavel
para todo dominio de incertezas e suponha que as matrizés siseema sejam particbes da matriz
G(o) definida em (4.1) corg(o) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar referente ao valor
nominal do retardo no tempg@, > 0, um limitante superior para a perturbacéo no retard@), e
N, um inteiro positivo referente ao numero de discretizagiEssejado. Entdo, o sistema éinl7)é
assintoticamente estavel, independente do retayde existirem matrizes de dimensgox n,: F,

G, P="P" S, =S QuRym = RL, (n,m =0,1,... N), U =U", Z = Z", tais que a LMI
em(3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

Dre Drb
= 0 0
0 0 <0, (4.19)
* —Rd — Sd 0
* * 35,
na qualv representa os vertices do polito@y comv = 1,2, ..., &,

FA + ATFT 4+ Qo+ QY +Sy, P—F+ATGT  FAy,—Qy pFAg, pFE,

* -G -G +2uU+ 7 GAdy uwGAqg, pGE,
E;U = * * —SN 0 0 ,
* * * —pulU 0
* * * * -7
(4.20)
os termosD?? e D"’ sdo dados ambos e(B8.12)e osR, e S; dados en(3.13)e (3.14) respectiva-
mente. [

Demonstracdo: Esta demonstragcdo segue os mesmos passos da demonstraf@oreioa 4.1,
considerando-se o sistema do tipo neutro incerto em (4.b7fjuaecional de Lyapunov-KrasovskKii
em (4.18). |
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A seguir sdo apresentadas novas condicdes de analise diidesia para o sistema em (4.17).
Sendo que estas condi¢cbes sao obtidas utilizando-se msefumncional de Lyapunov-Krasovskii
dependente de parametros:

Vistal* (%£,0)

= V(zg, 0) + Vi(zr, 0) + Vi (24, 0), (4.21)

no qualz; corresponde ao valor d€t) no intervalo[t — max{r, d(t)}, t], parar ed(t) € R, V (z7)
é dado como em (4.5), coif(z(t)) = =(t), e o termoV,.(x,, o) que leva em conta apenas o retardo
no tempor, € dado por:

0 K
Vo) = [ 4" ~S 02"
—r v=1

O termoV,,(z;, o) que leva em conta a perturbacéo variante no tenipo € dado por:

w(ze, 0 / / ZUUUU
—p Jt+E—T1

Teorema 4.4 Considere o sistema do tipo neutro incerto grl7)invariante no tempo com o ope-
rador D(z,, o) estavel para todo dominio de incertezas e suponha que sudgesasejam particdes
da matrizG (o) definida em (4.1) corg(o) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar referente
ao valor nominal do retardo no tempp,> 0, um limitante superior para a perturbacéo no retardo
d(t), e N, um inteiro positivo referente ao numero de discretizagiesejado. Ent&o, o sistema
em(4.17)é assintoticamente estavel, independente do retarde existirem matrizes de dimenséo

(t+6)Z(0)(t +€)dé, sendo Z(o)= Z% (o)

)i(s)déds, sendo U(o) =U"(0) e Ulo

ng X ng: F,G, P = P, Sp = S, Qb Ry, = R, U =U , 20 =2Z"", (v=1,...,k€
n,m=20,1,...,N), tais que a LMI en{4.12)e a LMI abaixo sejam satisfeitas:
r pasv pr,’l)
. 0 0
v 0 0
0 0 <0, (4.22)
x  —Ry— S5 0
i * —35;
nas quais representa os vértices do politopo(v = 1,2, ..., k),
[FA, + ATFT + Qoo + Qf, + So P,— F+ ATGT FAyy—Qno uFAy, pFE,]
* -G -G +2uU, + Z, GAg, nwGAq, pGE,
* * _SN,U 0 0 )
* * * —uU, 0
i * * * * — 7,
(4.23)

Drev e DPPv sgo definidos comdr? e DP’, ambos eng3.12) e os termogey e S¢ definidos comdz,
e S; em(3.13)e (3.14) respectivamente, adicionando o indice sobresariéon todas as matrizes.
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Demonstracdo: Esta demonstracdo segue exatamente 0S mesmos passos aatoegao do Te-
orema 4.2, considerando o sistema do tipo neutro incerto4eh?)(e o funcional de Lyapunov-
Krasovskii dependente de parametros em (4.21). |

Na proxima secao € apresentado um exemplo numeérico queaikusficiéncia dos resultados
apresentados neste capitulo.

4.5 Exemplo numérico

Uma das vantagens dos métodos propostos neste capituldagdora outros métodos da literatura
como em [32, 33], é que estes métodos sao apropriados parssistemas do tipo neutro totalmente
incertos, especificamente a matfizpode ser incerta. Isto se deve ao desacoplamento das matrize
do sistema das matrizes do funcional, o que evitou prod@adsrcha: APE ou A, PE.

Outra vantagem que ¢€ ilustrada a seguir, é que os métodossposhaseados no funcional de
Lyapunov-Krasovskii dependente de parametros sdo memsgic@dores que recentes métodos da
literatura. A titulo de exemplo os métodos propostos saopesatos com [32, 33] que também
utilizam a técnica de discretizacéo de Gu.

Exemplo 4.1 Considere o sistema incerto:

(t) — E(o)x(t — 1) = A(o)x(t) + Ag(o)z(t — 1) (4.24)

a—2 0 b—1 0 c+05 0
Ale)=1"y a—0.9]’ Ad("):{b—1 b—l}’ E("):{ 0 c+05 ]

sendau, b e c escalares que representam parametros incertos.

Neste exemplo considera-se o problema de se obter o maxiergdlo de estabilidade para este
sistema em relagéo ao retardo no tempad.e. 7 € [0, Tmay. Inicialmente, para que os métodos
propostos em [33, Prop. 3] e [32, Cor. 1] possam ser utiligadaonsiderado que= 0 ea, b €
[—a, a],a > 0.

Considerando um valor pré-especificado paraobtém-se os resultados apresentados na Ta-
bela 4.1, baseados no Teorema 4.2 e 0os meétodos proposto8,dendp. 3] e [32, Cor. 1].

Tabela 4.1: Maximo retardo no tempo para o sistema (4.24)ccemM ea, b € [—a, 7|, > 0, com
valores pré-especificados paraExemplo 4.1.

5 04 03 02 01 O
7Han, Vi e Gu (2004133, Prop. 3]g Fan (2005)[32. Cor para N — 3 0.65 0.90 1.30 2.07 4.73
rleorema 2 paraN = 3 092 1.14 150 222 473

Agora considerando que o sistema em (4.24) seja sujeita@ost mistos e 7, entéo:

(t) — E(o)x(t —r) = A(o)z(t) + Ag(o)x(t — 7). (4.25)
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Neste caso, o0 método proposto em [33] ndo pode ser aplicad@o,BEho mesmo cenario e repe-
tindo o teste anterior, mas, considerando agora o Teorehy@dposto e o0 método proposto em [32,
Teor. 2], a Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos.

Tabela 4.2: Maximo retardo no tempo para o sistema (4.25)ccen, a, b € [—7, 7], c > 0, para
valores pré-especificados paraExemplo 4.1.

o 04 03 02 01 0
THan (2005)[32. Teor- ZInarg N = 3 0.48 0.58 0.72 0.94 1.37
rleorema 4.2 naraN = 3 060 0.69 0.82 1.01 1.37

Finalmente, considerando que o sistema em (4.24}s&gbnentancerto, os métodos propostos
em [32] e [33] ndo podem ser aplicados, pois, neste caso,razmat ) € incerta. Entdo, pakg b, ¢
€ [-a, a],a > 0, e aplicando os métodos propostos nos teoremas 4.1 e 4 -sltos resultados
apresentados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: M&ximo retardo no tempo para o sistema (4.24)¢oém € [—7, ], > 0 com valores
pré-especificados pasa Exemplo 4.1.
o 01 02 03 04
ricoremadlnaraN =3 0.73 041 021 __
rleoremadZnaraN =3 1.90 1.00 0.52 0.21

4.6 Conclusdes do capitulo

Neste capitulo foram apresentados resultados de andlisstalglidade de sistemas do tipo neutro
incertos. A primeira vantagem dos métodos propostos emaela outros métodos presentes na
literatura, como em [32, 33], é que 0s métodos propostosmaprados para lidar com sistemas do
tipo neutro totalmente incertos, especificamente, a matpnde ser incerta.

Outra vantagem foi ilustrada por meio de um exemplo numgénicgual os métodos propostos se
mostraram mais eficientes que métodos recentes da lit@réammtbém baseados na técnica de discre-
tizacdo de Gu. A ferramenta que tornou possivel a obtencéorib¢cbes menos conservadoras foi a
utilizacdo de um funcional de Lyapunov-Krasovskii depeneele parametros. Note que este tipo de
funcional é facilmente aplicado aos tipos de sistemas adagino capitulo anterior. Ademais, exten-
sOes para sistemas sujeitos a multiplos retardos no temigteeas sujeitos a retardos distribuidos
também podem ser obtidas, veja [27].

No proximo capitulo serdo ilustradas outras vantagenajiéilzacéo desses métodos no contexto
de projeto de controladores e filtros.
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Capitulo 5

Projeto de controladores e filtros para
sistemas do tipo neutro

Neste capitulo sdo apresentadas novas condi¢cdes paraetopitejcontroladores e filtros com in-
dice de desempeniid,,. Essas condi¢cdes sdo obtidas estendendo alguns dosdesutaanalise
apresentados nos capitulos anteriores.

O primeiro resultado deste capitulo, Teorema 5.1, aprasentmétodo para projeto de controla-
doresH.., por meio de realimentacdo de estados para sistemas dcetipon

No restante deste capitulo € abordado o problema de pr@éiltras. Inicialmente, é considerado
o projeto de filtros do tipo Kalman/Luenberger para sistetitetipo neutro precisamente conhecidos
e, em seguida, sera considerado o projeto de filtros paesrgstdo tipo neutro incertos.

O objeto geral de estudo deste capitulo corresponde amsiste tipo neutro dado por:

(t) — E(o)x(t—7) = A(o)z(t) + Ag(o)x(t — 7) + Bu(o)u(t) + By(o)w(t)
2(t) = Clo)x(t) + Cylo)x(t — 7) + Dy(o)u(t) + Dy(o)w(t) (5.1)
[ t

o(t) = (), i(t) = ¢

sendor > 0 o retardo no tempop(t) € CI» a condigdo inicialxz(t) € R"* o vetor de estados,
u(t) € R™ aentrada de controley(t) € R™ a entrada de distUrbios:€t) € R"+ a saida controlada.
As matrizes do sistema tém dimensdes apropriadas, e podemcedas. Nesse caso, define-se uma
matrizG(c), que agrega todas essas matrizes, da seguinte forma

, Vt € [T, 0],

a | Alo) Aqlo) Bu(o) Bulo) E(o)
Glo) = [ C(0) Culo) Du(o) Dulo) 0 | (5.2)
a qual pertence a um conjunto politopi¢iic) € P. O conjuntoP, dado em (4.2), € um politopo no
espaco de matrizes definido pelo conjunto de todas as nsatiitielas pela combinacdo convexa de
seusx veértices. Além disso, é assumido o operador disc¥to,, o) = i(t) — F(o)z(t — 7) estavel.
Considera-se para o projeto de controladores e filtros,iodml# desempeniid.,

J(t) 2 / TP 0)=(0) — A" (w(o)dt, (5.3)
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com~y > 0.

Neste capitulo, os resultados apresentados no Teorem@dsdlario 5.1 e no Teorema 5.3, par-
tem do principio de se utilizar um funcional de Lyapunov-gteskii dependente de parametros. En-
tdo, esses meétodos tém como caso particular, resultadde®pbr meio do conceito da estabilidade
guadratica, ou seja, utilizar um funcional de Lyapunovséreskii independente de parametros.

A seguir sdo apresentados os resultados deste capitulo.

5.1 ControladoresH., por realimentacéo de estados

Nesta sec¢do, considera-se o diagrama de blocos apreseatdtgura 5.1, que corresponde a um
esquema geral de controle realimentado. O sistema cotdrSl& um sistema linear do tipo neutro
como descrito em (5.1). Para o controle é escollido = [z7(t) z7(t — 7)]T e K = [K K4,
obtendo a lei de controle com memoria:

u(t) = Ka(t) + Kgx(t — 7). (5.4)

Assim, pode-se considerar os casos alternativos, corgeslememoria, i.e.X,; = 0, ou controle
puramente atrasado, i.&. = 0.

w(t) SRR 2(t)

K

——

Figura 5.1: Diagrama de blocos geral do sistema de contnolealha-fechada.

Portanto, o sistema em malha-fechada é dado por:

i(t) — E(o)i(t —7) = AX(0)x(t) + AX(0)x(t — 7) + By(o)w(t)

2(t) = CK(0)a(t) + CK(0)a(t — 1) + Dy(o)w(t) (5.5)

com
AK(0) & A(0) + Bu(0)K, AK(0) £ A4(0) + Bu(0)Ky,
CE(0) £ C(0) + Dy(0)K, CK(c) 2 Cy(0) + Dy(0)Ky.

Entao, o primeiro resultado deste capitulo é apresentagodxgmo teorema.

(5.6)

Teorema 5.1 Considere o sistema do tipo neutro incerto i) invariante no tempo com o ope-
rador D(z,, o) estavel para todo dominio de incertezas e suponha que aszemtleste sistema
pertencam a matrig (o) definida em (5.2) corg(o) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar
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referente ao retardo no tempé, e d,, parametros de ajustes escalares; 0, 0 nivel de atenuacgéo
de disturbiosH.., e N, um inteiro positivo referente ao nimero de discretizagiEssejado. Entéo, o
sistema enf5.1) é estabilizavel por um controladét., de realimentacéo de estados com os ganhos
K = KF'eK; = K;F~!, que garante ao sistema em malha fech{sl&) estabilidade robusta
para o retardo no tempe e nivel de atenuacéo de distUrbipgpara todow(t) # 0, se existirem ma-
trizes de dimenséo, x n,: F, G, K, K4, P* = P™*, S5y = ST, Qo R, ,, = RLY (v=1,..., ke
n,m=0,1,..., N) eduas matrizes de dimensé&px n,: K e K, tais que as seguintes LMIs sejam

satisfeitas B -
PrQ
{ . Rg+§g} >0 (5.7)
) Dna,v Dnb,v
= 0 0
0 0 <0, (5.8)
x —RU—SY 0
* * —35}
nas quaisv representa os vértices do politogd (v = 1,2,...,x). Os termosQ?, R’ e SV sdo

definidos comd@),, R, e S, em(3.8), (3.9) e (3.10) respectivamente, reescritos com a barra e com o
indicev sobrescritos em todas as matrizes desses termos,

[ sm{AFT + B, KT+ 6,F} + 5§ 6,F —6,G+ Q" FAT + KBTI, —GT
—0(G + GT) Pv
Z, = * * -G —-G"
- * * *
* *
L * *
AguFT 4 By KT — 6,E,FT B,, FCT+KDT, T
—QY% — 0B, FT 0 0
AdeT ":Bu,vkg wa B 0 B (5 9)
-5y 0 FCI + KDY, | '
* _72] DZ;U
* X —I |

Drav e Db sgo definidos com®™* e D" ambos en(3.38)e os termosy e SY definidos como
R, e S; em(3.13)e (3.14) respectivamente, reescritos com a barra e com o inds@brescritos em
todas as matrizes desses termos. O

Demonstracdo: Deseja-se mostrar que se as LMIs em (5.7) e (5.8) séo satssfentdo, condigbes
gue garantem a estabilidade do sistema em malha fechadaq@m indice de desempenlit,,,
também serdo satisfeitas.

Inicialmente, considere o indice de desempehhp em (5.3). Assuma que o sistema do tipo
neutro em malha fechada (5.5) € estavel e, sem perda de ligameaque a condicao inicial € nula.
Assim, o funcional em (4.5) satisfaz(z;,0)|;—~ — 0 €V (x4, 0)|41)=0 = 0. Entéo, para qualquer
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w(t) # 0, w(t) € L5]0, c0), Segue que

J(t) < /000 [ZT(t)Z(t) — 2T (Hw(t) + V(zy, 0)] dt. (5.10)

Seguindo 0s mesmos passos apresentados na demonstraggmretod 4.2 e aplicando o comple-
mento de Schur, conclui-se que o sistema em malha fechdg)aé(assintoticamente estavel com
indice de desempenli®,., se a LMl em (4.12) e a desigualdade abaixo forem verificadas

Dnav Dnb,v
= 0 0
0 0 <0, (5.11)
x  —Ry—95]
* * —359

comuo representando os vértices do politdpdv = 1,2, ..., k),

[ sm{FAK + X} + 8y YT - X+Qp" —F+ASTGT FAY - XE, FB,, CKT]
% —y - Y7 pY -Q% —-YE, 0 0
— * * -G -GT GACIEU GB, 0
v * * * —S})V 0 Cfli’)T
* * * * -1 DT
L * * * * —j i
(5.12)

sendo queD"*? e D" s&o definidos com®™* e D", ambos em (3.38), e 0s term& e SY
definidos comaR, e S; em (3.13) e (3.14), respectivamente, adicionando o indibeescritov em
todas as matrizes.

Portanto, se as LMIs em (5.7) e (5.8) séo satisfeitas, entddlaem (4.12) e a desigualdade
em (5.11) também serdo. Note que se as LMIs em (5.7) e (5.8a@beitas, entdad;’ e G séo
nao-singulares.

Portanto, define-se as variaveis linearizantes:

[F, G £ [F7, G, [PV, Q) = G[P'GY, QU F"], [R;,.. S;] = FIR,

,m?

SYIFT. (5.13)

Agora, pré e po6s multiplicando as LMIs em (4.12) pasg{G, F,..., F} ediag{G, F,..., F}7,
respectivamente, obtém-se as LMIs em (5.7).
Em seguida, séo feitas escolhas particulares para as esatrie Y na desigualdade em (5.11),
da forma:
X = (SlF, Y = 52G, (514)

sendo); e d, parametros de ajuste escalares, e define-se as novas igriave
(K, Kq 2 [KF, K4F). (5.15)

Finalmente, pré e pés multiplicando a desigualdade em Y&drh os termos em (5.6), (5.13),
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pectivamente, obtém-se a LMI em (5.8). Completando a detramé®. [
Apesar do Teorema 5.1 poder ser aplicado quabii@®) = 0 em (5.1), ele pode ser melhor
adaptado para tratar tal caso, necessitando o ajuste dasapsnescalaé. Isto é formalizado a

seqguir.

Corolario 5.1 Considere o sistema incerto /1), comFE(o) = 0, invariante no tempo e suponha
que suas matrizes pertencam a matjizr) definida em (5.2) corg (o) € P (4.2). Sejam dados

7 > 0, um escalar referente ao retardo no tempo,um parametro de ajuste escalar, > 0, 0
nivel de atenuacao de disturbids,,, e NV, um inteiro positivo referente ao numero de discretizagbes
desejado. Entdo, o sistema €Bl), comE(c) = 0, é estabilizavel por um controladdt.,, de
realimentacéo de estados com os ganhbs= KF~' e K, = K,F~!, que garante ao sistema em
malha fechadg5.5), com E(o) = 0, estabilidade robusta para o retardo no tempce nivel de
atenuac&o de distarbiog para todow(t) # 0, se existirem matrizes de dimenséox n,: F, X,

K, Ky P*=PT0, S =8 Qv Ry, =R (v=1,...,ken,m=0,1,...,N), e matrizes de
dimensdo, x n,: K e K,, tais gue as seguintes LMIs sejam satisfeitas

{ ]: Ré’% S‘;’ } >0 (5.16)
i Dna,v Dnb,v
=y 0 0
0 0 <0, (5.17)
* —Rg — S’Zj 0
* * —3§§

nas quaisv representa os vértices do politogd (v = 1,2,...,x). Os termosQ?, R? e S! s&o
definidos comd),, R, e S, em(3.8), (3.9) e (3.10) respectivamente, reescrevendo-os com til e com
o indicev sobrescritos em todas as matrizes desses termos. Além disso

[ sm{AFT + B, KT + X} + Sy %" OFAT +S6KBI, — FT
% ~X - X7 pY
s * * —5(F + FT)
U * * *
* * *
| * * k
Ay FT+ B, ,KY  B,, FCI+ KDL, 7
~Q% 0 0
0AquF" + 0By K] 0Buy 0 | (5.18)
— 5% 0 FCI, +K.DI,
* _72] Dg,v
* * —1I i

Drev e D" s&o definidos com®™ e D", ambos en(3.38) e os termoskty e Sy definidos como
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R, e S; em(3.13)e (3.14) respectivamente, reescrevendo-os com til e com o indsodbrescritos
em todas as matrizes desses termos. O

Demonstracdo: Deseja-se monstrar que se as LMIs em (5.16) e (5.17) sategassentdo, a LMI
em (4.12) e a desigualdade em (5.11), também serdo satisfeit
Assume-se que as LMIs em (5.16) e (5.17) séo satisfeitad @gne nao singular. Assim, define-
se as variaveis linearizantes:
FAF' [P, Q" R, S'X]2F[P’ Q' R",, S' X]FT. (5.19)

nm7 nm7

Portanto, pré e pés multiplicando a LMI em (4.12) garg{F, ..., F'} ediag{F, ..., F'}7, respec-
tivamente, a LMI em (5.16) € obtida.

Finalmente, pré e p6s multiplicando a desigualdade em 5¢cbin E, = 0, Y = XT(sem
perda de generalidade, pais = 0), e com a escolha partlculﬂ = ¢F, respectivamente, por
diag{F, F,F,F,F. 1,1, F,... F}ediag{F,F,F,F,F,I,1,F,...,F}T;eemseguida, definindo
as novas variaveis Imeanzantes

(K, Ka £ [KF, K4F],

obtém-se a LMl em (5.17). Completando a demonstracéo. |
Na proxima secao serdo apresentadas condicOes para @ mejéitros para sistemas do tipo
neutro precisamente conhecidos.

5.2 Filtros do tipo Kalman/Luenberger ‘H,, para sistemas preci-
samente conhecidos

O problema de filtragem consiste em gerar estimatiyaisdo sinalz(t), baseadas no vetg(t) de
saidas medidas, conforme apresentado na Figura 5.2.

2(t) z(1)
O

2(t)

Figura 5.2: Diagrama de blocos geral do problema de filtragem

Lverificar a LMI em (4.12) e a desigualdade em (5.11) é sufieipara verificar a estabilidade do sistema em malha
fechada (5.5) con’(c) = 0 e indice de desempenlit,,. Veja demonstracio do Teorema 5.1.
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Como objeto de estudo é considerado o sistema a seguir:

2(t) — Ei(t—7) = Ax(t)+ Agz(t — 1) + Byw(t)
y(t) = La(t) + Lax(t — 7) + Lyw(t) (5.20)
w(t) = ¢(t), ©(t) = ¢(t), vt € [-, 0],

sendor > 0 o retardo no tempaj)(t) € C+ a condigdo inicialz(t) € R"* o vetor de estaday(t) €

R™, a entrada de distarbiosgt) € R™ a saida medida. As matrizels A,, B, E, L, L, e L,, S&0

constantes com dimensdes apropriadas. Além disso, € defimperadoD(z,) = z(t) — Ex(t — 7).
Nesta sec¢do € considerado o filtro do tipo Kalman/Luenbeiago por:

z(t) — Ei(t — 1) = Ai(t) + Agi(t — 1) + K (y(t) — Li(t) — Lai(t — 7)), (5.21)

sendoK o ganho do filtro a ser determinado.
Entdo, a dindmica de erro de estimacao é dada por:

D(z,) = AMa(t)+ Akz(t — 1) + Biw(t) (5.22)
comi(t) = x(t) — 2(t), D(2,) 2 3(t) — Ei(t —7) e
AY=A—-KL, Ab=A,-KL; B.i=B,—-KL,. (5.23)

Ademais, o erro de estimagéo é definido com) = C(x(t) — 2(t)), no qualC é uma matriz
constante, entdo,
Z(t) = Cx(t). (5.24)

Para o filtro a ser projetado é considerado o indice de des¢nofé,, dew(t) paraz(t). Na
sequéncia sao apresentadas condi¢cfes suficientes pagesargiltros do tipo Kalman/Luenberger
com indice de desempenhfy,, para sistemas do tipo neutro precisamente conhecidose&on®.20).

Teorema 5.2 Considere o sistema do tipo neutro €m20) com o operadorD(z,) estavel para
todo dominio de incertezas. Sejam dados 0, um escalar referente ao retardo no temppum
parametro de ajuste escalar,> 0, o nivel de atenuagéo de disturbibs,, e N, um inteiro positivo
referente ao nimero de discretizagbes desejado. Entadrmdin(5.21)com o ganhds = F~'K
garante que a dinamica de erro de estimag¢a®?2) € assintoticamente estavel para o retardo no
tempor e nivel de atenuacéo de disturbippara todow(t) # 0, se existirem matrizes de dimenséo
ng X ng: F, X,Y,P =P S, =8I QuRym = R}, (n,m =0,1,...,N), e uma matriz de

dimenséo, x n,: K, tais que a LMI en{3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

pna Dnb
=L 0 0
0 0 <0, (5.25)
* —Rd - Sd 0
* * -39y
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com

[ sm{FA— KL+ X}+S, YT - X+QF §(ATFT — [TKT) - F
* -y -Y7" P
—L * * §(F + FT)
- * * *
* * *
L * * *
FA;— KL,—XE FB,—-KL, CT]
—Qy —-YE 0 0
§(FA;— KLy) 6(FB,—KL,) 0
"S5 0 e (5.26)
* —~2I 0
* * -1
D e D™ s&@o ambos definidos e(8.38) e os termosk, e S, sdo definidos enf3.13) e (3.14)
respectivamente. O

Demonstracdo: Deseja-se mostrar que se as LMIs em (3.6) e (5.25) sdo #assfentdo, o filtro
em (5.21) com o ganh&” = F~'K garante que a dindmica de erro de estimacao (5.22) é assintot
camente estavel para o retardo no temgonivel de atenuacgéo de disturbippara todow(t) # 0.

Note que, para verificar se a dindmica de erro de estimacab.2f),(é assintoticamente estavel,
uma condicao suficiente é verificar se a LMl em (3.6) e a LMI erhl(bcom

v=1, AK=AL AK - AL B,=BL CK=C, CK=0, D,=0, (5.27)

séo satisfeitas.

Entdo, a LMI em (5.25) é obtida da desigualdade em (5.11) substituicoes em (5.27), as
matrizes que definem o sistema de dinamica de erro de estinea¢d5.23), a escolha particular
G = §F, senday um parametro de ajuste escalar, e definindo a nova variaearlzantel = FK.
Completando a demonstragao. |

Na proxima secao sédo apresentadas condi¢ges para o pmjétnd para sistemas do tipo neutro
incerto.

5.3 Filtros H., para sistemas incertos

O problema de filtragem considerado nesta secao € apregeraddgura 5.2, sendo que, o sistema
S corresponde ao sistema do tipo neutro:

2(t) — E(o)x(t —r) = A(o)x(t) + Ag(o)x(t — d(t)) + Bu(o)w(t)
2(t) = C(o)x(t) + Cy(o)x(t — 7) + Dy(o)w(t) (5.28)
y(t) = L(o)z(t) + La(o)z(t — 7) + Lu(o)w(?) '
z(t) = ¢(t) vVt € [—max{r, d(t)}, 0
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comr > 0,7 > 0ed(t) = 7 +n(t) > 0retardos no tempay(t) € Cv . ), & condicdo inicial,

z(t) € R™ o vetor de estaday(t) € R™ a entrada de distarbios(t) € R"- a saida controlada
ey(t) € R™ é a saida medida. As matrizes do sistema tém dimens®es iagaspe podem ser
incertas. Nesse caso, define-se uma méffiz), que agrega todas essas matrizes, da seguinte forma

A(o) A4(o) By(o) E(o)
G(o) £ | Clo) Cilo) Dylo) 0 ; (5.29)
L(o) L4(o) Ly(o) 0

tal que:G(o) € P. O conjunto politdpicaP é dado em (4.2).
Para a estimativa(t) do sinalz(t), é projetado um filtrd¥, com a seguinte descrigao

>

(t) = Aga(t) + Arpd(t — 7) + Bry(t)
zZ(t) = Cfi’(t) + CTf{i'(t —7)+ ny(t) (5.30)
i) = 0Vt € [—7 0]

comz(t) € R™, sendo as matrized;, A,;, By, Cy, C.y, € Dy, parametros do filtro a serem
determinados. Note que, o filtro acima ndo considera o vaiatoedo retardo variante no tempo,
d(t), e sim o valor nominal deste retardo,

Agora considerando a identidad@ — d(t)) = z(t — 1) — / x(t — &)d€, o sistema aumentado
d(t)
obtido pela conexao do sister§ecom filtro F, pode ser descrito como:

i) = A(0)i(t) + A(0)i(t — 1) + E(0)i(t — 1) + Blo)w(t) — Ag(o) /d;)gé(t—f)dg
) = C(o)a(t) + Colo)i(t — 1) + D(o)w(t)
(5.31)

comz(t) = [zT(t) 2T(t) — 27()]|T, 2(t) £ 2(t) — 2(1),

< A(o) 0 ~ B Aq(o) 0

A<“>‘[A<a>—BfL<o>—Af AJ’ A*“)‘[Adw)—BfLT(o)—ATf AJ’

-~ | E(e) 0O VR B(o) ~ | A4lo) O (5.32)

FO=| 50 o) B0 =| o) Do) | M= Ao 0

e D(0) = D(0)— DsL,(c). Ademais, define-se o operador discrBX@,, o) = z(t)— E(o)z(t—1).

Portanto, o problema de projeto de filtro robusto considetadh como objetivo obter a esti-
mativaz(t) do sinalz(t), tal que, para um dado retardo no tempo, deve-se assegungivahpre-
especificado de atenuacao de disturldihs. A seguir sdo apresentadas condi¢gdes suficientes para
resolver este problema.

Teorema 5.3 Considere o sistema do tipo neutro incerto @rl)invariante no tempo com o opera-

dor D(z,,0) estavel;r € [0, o0), d(t) € [t — p, T + p] € suponha que suas matrizes pertencam
a matrizG(o) definida em (5.29) cori(c) € P (4.2). Sejam dados > 0, um escalar referente
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ao valor nominal, e > 0, um limitante superior para a perturbacdo do retardo no temijpt),
d, € 0o, parametros de ajustes escalares,> 0, o nivel de atenuacdo de disturbiés,,, e IV,
um inteiro positivo referente ao nimero de discretizac@sefado. Entdo, o filtro erb.30) com
Af = Gy'Ay, Ay = Gyl ALy, By = Gy ' By, Cp = Cy, Crp = Cyy, Dy = Dy garante que a dina-
mica de erro de estima¢d.31)é assintoticamente estavel para os retardos no termpad0, o) e
d(t) € [t — p, T+ p] e nivel de atenuacéo de disturbippara todow(t) # 0, se existirem matrizes
de dimensdes apropriadasdy, G, By, Cy , Dy, Fy, Gy, P* = P*T, QY Ry, = RuT, Sy = ST,
U =UvT, 70 = 7297 (w=0,1,...k)(n,m = 0,1,..., N), tais que a LMI enf4.12)e a seguinte
LMI sejam satisfeitas:

B pasv pr,v
0 0
=F 0 0
0 0 <0, (5.33)
0 0
x —RYy—SY 0
I * =354
nas quais representa os vértices do politopo(v = 1,2, ..., k), =" = [”v(pq ] para0 < p,q <7,
sendo_f( p.q) NAS posicGesp, ¢) de=!, cujos elementos néo nulos sédo dados por:

=F = sm{F AT +T5[Go A, — By LT+ Zs A (To— Ty )+ Qo0 } + So 0,

Hf(l o = 1G1 AL+ [G1 A, Bf o1 +I[/_1f(l'2 Il)}T I, —1sGyIy+ P,
HvF(l o = F1 AT + I5|Go Ay — BrLr )T + TsAr (T — Th) — Qno,s

”f(l o = (Fi +Z;Go) By,

Hf(l 5 = U+ Z5G2) AgTh

= = FiBu+T5[GaBu— By Ly,

”5(1 n =1 [CT—LID}|+(17 —11)CF,

v(22 —sm{,uZ GlL I]G2I2}+Uv7

A)
)
)~
)
)
)
)
)
)
v(2 4) —
)
)
)~
)
)
)
)
)
)~

Hf(gg = G1Aq. T +I1[GoAgy — By L, oIy + I1 A4 (Z, — Th),
=r (Gl +I[G2)E Il
v(g 5 (Gl + IIG2)Ad vII
v(26 = G1B,+Z;[G:B,— BfLw,U],
’_‘1})7(33 IT sz)—‘ T NT IT IT ~T
HvF(37 [CT,U_LT,va]_I_( 2+ )Crfv
(4,4 —U,
S = —Zo
Eyee) = 1T
= = D~ 14D}
(7,7 —I

’DimensdesAy, A; s, Gy € R"=*"=, By € R"=*", Oy € R"= X", Dy € R"=*"v, Fy, Gy € R¥=Xn=, pv = po T,
Qv Rv _ RUT Su _ SUT Uv = UU’T, 7V — Z’L},T’ c RQnIXQnI.
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com

nl I
15:{52]},112{1},11:[1 0], Z=[0 I]. (5.34)
Os termosDP** e DP*' sdo definidos com®?* e DP*, ambos en(3.12) e os termosky e SY
definidos comad?, e S; em(3.13)e (3.14) respectivamente, adicionando o indice sobresarigmm
todas as matrizes. O

Demonstracao:Inicialmente, € demonstrado que se as LMIs em (4.12) e (§883atisfeitas, entdo,
a dindmica do erro de filtragem em (5.31) com as matrizes do fihdas da forma em (5.32) é
assintoticamente estavel. Neste caso, as condi¢cdes dadasmema 4.4 também sao satisfeitas. O
primeiro passo é definir a seguinte estrutura para as maffieg> no Teorema 4.4,

F = [Fl I5G2]7 G = [Gl IIGZ]v (535)

sendo,Fy, G; matrizes2n, x n,, G uma matrizn, x n,, Z; e Zs definidos em (5.34). E possivel
demonstrar por meio de transformacdes de congruéncia cgepbna acima par& é sem perda de
generalidade [13].

Considerando que as LMIs em (4.12) e (4.22) sé&o satisfetasF' e G dadas como em (5.35),
implica que a matriz7, € ndo-singular. Portanto, sendo dadas as matfizes’ em (5.35) ed(o),
Aq(0) e E(0) em (5.32), nota-se que se as LMIs em (4.12) e (5.33) sdoaitaisfentdo, as LMIs no
Teorema 4.4 também sao satisfeitas.

Para o critérioH,,, note que, se (5.31) é estavel, considerando condi¢daaisniwulas, i.e.,
V(%) |t—oo — 0 €V (Z4)]p1)=0 = 0, respectivamente, para toddt) € £,[0, co), tem-se:

J(t) < / T 0A) — T Ow®)] b+ VED s — V(@) a0

o (5.36)
:/ [ZT(t)Z(t) — 2T (Hw(t) + V(it)]dt.
0

Por meio dos mesmos passos utilizados no Teorema 4.4, mi@nitlizando-se um termo nulo
com base no sistema em (5.31), escolheRdnG como em (5.35), utilizando as matrizes do erro de
filtragem em (5.32) e, finalmente, aplicando o complement8ateir, obtém-se a LMI em (5.330

Na proxima secao sdo apresentados exemplos numeéricosigtrarn a eficiéncia dos resultados
apresentados neste capitulo.

5.4 Exemplos nhuméricos

Nesta se¢do sdo utilizados trés exemplos numéricos pateamasgficiéncia dos métodos propostos.
O primeiro aborda o problema de projeto de controladdtgspor realimentacdo de estados, o se-
gundo, o problema de projeto de filtros do tipo Kalman/Luegeie!H ., e o terceiro, o problema de
projeto de filtros robustos com indice de desempériho
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5.4.1 Projeto de controladoresH,, por realimentacao de estados

O exemplo a seguir considera um sistema muito estudadcenatlita, sendo que os resultados obti-
dos pelo método proposto serdo comparados com outros it

Exemplo 5.1 Considere o0 seguinte sistema sujeito a retardo no tempo:

Ax(t) + Agx(t — 7) + Byu(t) + Dyw(t)

2(t) = Cxz(t) + Dyu(t) (5.37)
com )
a 0 e | 0 1
o e ’Ad_[ 0 6—0-9}’ B“_{l}’ B“’_{l}’
c=[o1].  G=[00],  D.=01 D=0

Inicialmente, considerando-se= b = 0, i.e., um sistema precisamente conhecido, considere o
problema de se obter um controladdt) = Kz(t), dado um retardo no tempg que minimiza o
indice de desempenli®,., 7.

Parar = 0.999 sdo apresentados, na Tablela 5.1, os resultados obtidostao proposto no
Corolario 5.1, comV = 3 e diferentes valores pata Além disso, na Tablela 5.2 sdo apresentados
alguns resultados obtidos por meio de alguns métodos ratlita.

Tabela 5.1: Ganho do controladéf, e diferentes indices de desempefthg, ~, obtidos via Coro-
lario 5.1, comN = 3 e diferentes valores pata Exemplo 5.1.

) 0.1 0.5 1 2 10

v 9.1761 x 107> | 7.8689 x 107> | 1.0899 x 10~* | 1.8593 x 10~* 0.0012

KT —7.6989 —1.8821 —1.0849 —0.8242 —1.7785
—11.7380 —4.6616 —4.2821 —4.1619 —8.5569

Tabela 5.2: Ganho do controladd¥, e diferentes indices de desempefthg, ~, obtidos por meio
de alguns métodos da literatura. Exemplo 5.1.
| Cor.32em[12] |Lema3.1em[19]e Cor. 6 em [2]]
1.8822 0.2284
[—0.10452 — 749058] [0 —182194]

Teor. 3.2 em [57]

0.2
[—0.00023 — 14.6794]

2
K

Agora, fazendo-se um outro estudo com o objetivo de enaouatnacontroladorH., tal que o
sistema realimentado suporte o maior retardo no tempovsbssbtém-se a Tabela 5.3, na qual
sdo apresentados os resultados obtidos via método propo€torolario 5.1 e via alguns métodos na
literatura. Além disso, a Tabela 5.4 € obtida aplicando @faao 5.1, comy = 1, N = 1 e diferentes
valores para.

A seguir, considera-se 0 caso em que o sistema em (5.37) oincem|a| < 0.2, |b] < 0.2
e D, = 0, da mesma forma como feito em [56]. Entdo, assumindo-se llgma de obter um
controladorH,, estabilizante, para 0 maximo retardo no tempo possivelpara o minimo nivel
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Tabela 5.3: Ganho do controladd¥, e diferentes indices de desempefthg, ~, obtidos por meio
de alguns métodos da literatura. Exemplo 5.1.
|Cor. 3.2 em [12] Lema 3.1 em [19] Teor. 5 em [21] Teor. 3.2 em [57] Cor. 5.1n =1, 5 = 100

T 0.9990 1.28 1.408 6 183

y 1.8822 0.18 106.1506 19.12 3.8293 x 103

K —0.10452 0 —156.36 —279.35 —1.1709 < 103
—749058 —130.38 —1439.66 —343.63 —1.1754

Tabela 5.4: Alguns resultados obtidos por meio do CoroBigcomé = 1 e N = 1. Exemplo 5.1.
T | 1.408 | 6 | 10
vy 1.1351 x 10~ 0.0039 0.0272
K | [-1.5230 —4.3115] | [-67.9239 — 74.1023] | [-463.5978 — 477.8049]

de atenuacéao de disturbigs A Tabela 5.5 apresenta os resultados obtidos aplicanda@dtio
5.1 levando-se e ndo levando-se em conta a conceito deligstdbiquadratica (EQ), em ambos
casos comV = 2, 6 = 1. A Tabela 5.5 também apresenta os resultados obtidos pélmslas em
[20, 22, 56].

Como ilustracdo, considere o retardo no tempe= 1.1 (melhor resultado obtido em [56]).
Aplicando o Corolario 5.1 conV = 2 e§ = 1, obtém-se os resultados: = 1.6475 x 10~* e
K = [-4.9392 — 15.8932]. Por outro lado, levando em conta o conceito de EQ, s&o abtido
v=0.0010e K = [—1.2439 — 4.6941].

Tabela 5.5: Maximo retardo no tempo obtido para o sistenexin¢5.1), via varios métodos. Exem-
plo 5.1.

K [ | K
Fridman e Shaked (2002) [20] | 1.0512 | 1.09 x 10* [—0.4061  — 2.8622] x 10°
Fridman e Shaked (2003) [22] | 1.0496 | 1.42 x 10* [—0.4161  — 3.1458] x 10°
Palhares et al (2005) [56] 1.1 25.1814 [—7.6949  — 26.1233]
Corolario 5.1 viaEQ n=2,6=1 | 1.4410 | 0.0349 [—172.4762 — 329.6928]
Corolario5.1ny=25=1 1.8634 | 44.5675 [—347.3115 — 581.8803]

T Fixando-se as matrizes do funcional para todos os vértiwgslkitopo.

5.4.2 Projeto de filtros do tipo Kalman/Luenberger com indie H

O exemplo a seguir considera um sistema do tipo neutro tarebtrdado em um recente trabalho da
literatura [99]. Os indices obtidos por meio do método pstpsédo comparados com os resultados
obtidos em [99]. Além disso, diagramas de valores singsilsédie utilizados, 0s quais sugerem que o
método proposto é pouco conservador.
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Exemplo 5.2 Considere o sistema do tipo neutro em (5.20) com a saideotaddrdada em (5.24) e
com as matrizes:

-2 -1 10 —0.5 0.1 0.05
A_{o —0.9}"46“{0.2 0.5}’31”_{ 1 }’E_{O.OQ 0.1}’
T T T
1 2 1
R

A analise se dara da forma: dado umprojete um filtro do tipo Kalman/Luenberger como
em (5.21), para o retardo no tempo maximg, de forma que o erro de estimagéo seja assintoti-
camente estavel. A titulo de comparacgéo utiliza-se a Piggim em [99].

A Tabela 5.6 apresenta os resultados obtidos em [99] e viefe05.2, conV = § = 1.

As figuras 5.3 e 5.4 apresentam os diagramas dos valoredasEgymaximos para o filtro proje-
tado comr = 0.9765. Pode-se notar que o nivel de atenuagge- 0.190 é assegurado. Além disso,

o filtro proposto para, por exemplo,= 561453000.5124 assegura o nivel de atenuaggox 0.2822.
Como um ultimo teste, a Figura 5.5 apresenta o diagrama deegadingulares considerando o filtro
projetado para = 0.9765, porém, utilizando o retardo no tempe= 1.1350, neste casg, = 0.2001,

0 que nao garante o nivel de atenuacéo pré-definido.

Tabela 5.6: Retardos no tempo maximgg, e os correspondentes ganhos do fikigara diferentes
valores dey.

Proposicao 2 em [99]

Y Tmax KT

1 52363 [0.5773 — 0.2403]
0.5 2.2495 0.7067 — 0.3312]
0.3 1.1276 0.7830 — 0.3510]
0.2 0.5856 [1.0832 — 0.6517]

Teorema 5.2 comv =6 =1
Y Tmax K
1 35636179989.9998 [0.7750 — 0.1798
0.5 6706467003.5034  [0.8587 — 0.2352
0.3 561453000.5124 [1.1921 — 0.4658
0.2 0.9765 [0.7585 — 0.3487

[P S Wit

5.4.3 Projeto de filtros robustos com indice de desempenid,,

No seguinte exemplo estuda-se o problema de filtros robustasndice de desempenliit,,, para

um sistema incerto do tipo neutro, como em (5.28), quat(o incerta. N&o foi encontrado outro
meétodo na literatura, com este tipo de configuracdo. Entm@, ifustrar a eficiéncia de parte dos
resultados obtidos apresenta-se simulagfes tempordisagdaérias do sistema e do filtro projetado.
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Figura 5.3: Diagrama do valor singular maximo para as dinamde erro de estimacéo em (5.22)

comr = 0.9765 e KT = [0.7585 — 0.3487]. Exemplo 5.2.

I
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Valor singular
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Figura 5.4: Diagrama do valor singular méximo para as dinasde erro de estimacao em (5.22)

comT = 561453000.5124 e K* = [1.1921 — 0.4658]. Exemplo 5.2.
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Figura 5.5: Diagrama do valor singular maximo para as dinasmde erro de estimacédo em (5.22)

comr = 1.1350 e KT = [0.7585 — 0.3487]. Exemplo 5.2.

Além disso, aproveita-se este exemplo para ilustrar comnoédsdos de projeto propostos neste capi-
tulo permitem obter resultados diferenciados, se foretad@scolhas apropriadas para os parametros

51,52 eN.
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Exemplo 5.3 Considere o seguinte sistema

#(t) = [pf p_oo_g]x(m[ ! pfl }x(t—d(t))—k[g ]m(t—r)+“]w(t)
A1) = {g Hm(t)
yt) = [ 1 2]a(t)

sendop um parametro incerto.

Inicialmente, supfe-se = 0 e d(t) constante, i.@l(t) = 7. O objetivo é projetar um filtrG+
para o retardo no tempo maximgpax. EnNtdo, aplicando o Teorema 5.3 com= 0, = 1, u = 0
el < N < 3, obtém-se:rrd5! = 6.0593 e vN=1 = 0.0110; 7752 = 6.1655 e yN-2 = 1.2689;
TNS3 = 6.1710 e y)=3 = 1.8887. Portanto, aumentando o nimero de discretizagdesTeorema
5.3 gera resultados menos conservadores.

Por outro lado, pode-se analisar a influéncia da selecacadamsptros de ajuste e d,. Aplicando

o Teorema5.3comV =6, =6, = 1,7 =4 ep = 0.2, obtém-sery,,i, = 4.3522 x 107°,

[ —1.4399  0.0012 w4 [ —1.2016 —0.0019
Af_[—1.3928 —0.0057} x 107 Aff_{—1.2211 ~1.0179 |

B, _ | 57596 —0.0247
F= 1 55711 0.1130

Crp=[ —0.3650 0.0071 | x 10~**, D, =] 0.2000 2.0000 |.

} x 101, Cp=1[0.4873 0.0029 | x 1078,

Apesar do filtro projetado acima garantir um bom nivel de weéo de distlrbios,,;,, os altos
ganhos nas matrize$; e By sdo indesejaveis.
Este problema pode ser superado ajustando os valores doagiarsd; e d,. Por exemplo,
escolhendd; = 1 ed, = 100, obtém-sey,i, = 8.5598 x 107F,
A, — —227.7698  3.8622 A —2.1861 0.0109
I | —252.7580 —68.6506 |’ /T —3.8437 —1.6319 |’

5, _ | 457072 —3.9101 (5.38)
P71 51.3307 67.7912 |’

Crp=[0.1684 0.0252 | x 107, Dy = [ 0.2000 2.0000 | .

Cy=1[0.7246 0.2830 | x 107,

Para verificar o desempenho do filtro em (5.38), as respastgsorais do sistema e filtro séo
apresentadas nas figuras 5.6 e 5.7. Para esta simulac&@rdo red tempo do sistema assume a forma
d(t) = 44 0.2cos(t) e o retardo no tempo para o filtro é escolhido come 4; w(t) € escolhido
como um sinal aleatério, com magnitude no intervalad, 1] para todot € [0, 5] e as condi¢des
iniciais do sistema sé&o escolhidas coato) = [cos(t) — cos(t)]”, para toda € [—4.2, 0].

Analisando o sistema no contexto incerto cgm< 0.2 e o retardo no tempad(t) = 7 + n(t),
In(t)| < u < 7, pode-se checar qual o maior intervalo para o retardo nodeéifip € [7 — u, 7+ ul,
dadoy, tal que exista um filtr@{., para o sistema do tipo neutro sujeito a retardos no temposnist
Aplicando o Teorema 5.3, obtém-se os resultados apressntadiabela 5.7. Note que o Teorema 5.3
garante que o sistema de erro de filtragem em (5.31) sejd@gsamente estavel para todo retardo
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no tempor € [0, co).

Tabela 5.7: Intervalos maximos para o retardo no tem@d,c [Tmax—t, Tmaxt/t], COM 0S respectivos
indices de desempentid.., Vmin, Obtidos utilizando o Teorema 5.3 covM = 1,0; = 0, = 1 €
diferentes valores paga Exemplo 5.3.

I 0 0.10 0.20 0.30 0.40 0.45
Tmax 3.0932 2.6701 2.0132 1.3480 0.7681 0.5239
Ymin 0.0717 0.0826 0.0431 0.0182 0.0045 0.0219

0.5 4

z1(t)

0 10 20 30 40 50

-1 ! ! ! !
0 50 100 150 200 250
tempo

Figura 5.6: Respostas temporais do sistema (linha conténda filtro (linha tracejada).

5.5 Conclusdes do capitulo

Neste capitulo foram apresentados métodos para projetanti®kadores e filtros, que garantem um
nivel pré-determinado de atenuacéo de distlrhbigs

Destacam-se trés vantagens dos métodos aqui propostodam@ora outros na literatura. A
primeira € o fato de se mostram menos conservadores; a seg@uievido os teoremas 5.1 e 5.3
serem capazes de lidar com sistemas do tipo neutro comemasrém todas as matrizes; e a terceira
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tempo

Figura 5.7: Respostas temporais do sistema (linha continda filtro (linha tracejada).

diz respeito, especificamente, a estrutura do filtro pr@poatSecéo 5.3, pois, a estrutura do filtro
escolhida ndo dependente do conhecimento exato do valetatdo no tempo.

E importante salientar que os métodos propostos podem sitszdes melhores, se escolhas
apropriadas forem feitas para os para@metfasd, (6 Cor. 5.1) e um namero maior de particoas,

Note que os métodos de analise propostos no capitulo arfiendon facilmente estendidos para
tratar problemas de projeto. Para comparacao, veja a Rgépds 22 em [27], a qual foi obtida da
mesma forma que o Teorema 3.2, mas, sem utilizar o termo Askim, pode ser observado nessa
proposicdo o grande numero de produtos entre as matrizestelma e as matrizes do funcional, os
quais aumentam quando se considera um numero maior dedeartic Portanto, estender a Propo-
sicdo 5.22 em [27] para o problema de projeto de controladfdtes ndo é facil, pois sdo gerados
varios produtos entre diferentes variaveis de decisdogssipilitando a formulacdo do problema
baseado somente em termos de LMIs. Uma solucdo para o peblerrojeto de controladores
estabilizantes foi proposta por Gu e Han em [26], no qualratégfia proposta consiste na utilizacao
de um algoritmo iterativo, que € iniciado a partir de um colattor estabilizante dado.
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Capitulo 6

ExtensOes para sistemas nao-lineares

Neste capitulo sdo apresentadas condi¢cOes de analisadiéidastie e projeto de controladores para
alguns problemas relacionados a sistemas nao-linearesetaro no tempo.

O primeiro sistema nao-linear tratado neste capitulo dipaito a redes neurais artificiais ana-
I6gicas. De maneira concisa, as RNAs séo sistemas pardistobuidos compostos por unidades
de processamento simples, que calculam determinadasefingditematicas. A qualidade da RNA
como sistema rapido é perdida quando implementadas em tadgpes. Para o maximo proveito do
paralelismo das RNAs, a implementagdo em hardware é eabgffd). Outra vantagem da imple-
mentacao analdgica € a ligacao direta com as informa¢desiddanao passo que implementacdes
digitais necessitam de rapidos conversores digitais pai@gico e vice-versa. Um ponto relevante
neste tema tem sido a analise do efeito do retardo no tempooptaanento/interconexao na rede.

Outro ponto pitoresco no contexto da presenca do retardempd € que sua presenca, intenci-
onalmente forcada em um sistema, pode beneficiar a estat@lidesempenho ou, até mesmo, levar
a dindmicas mais sofisticadas. Um exemplo interessanten€émsismo de lasers caoticos por reali-
mentacao de saida com memdria, para transmisséo de infwnEzquais ndo exibem naturalmente
comportamento caético, mas, este pode ser induzido pamesathcdo de saida com memdéria (mais
detalhes veja [80]).

Como ultimo ponto neste capitulo, sdo apresentados tambeas wondicbes de andlise de es-
tabilidade e sintese de controladores para sistemasm&ardis aproximados por modelos nebulosos
Takagi-Sugeno (TS). Para uma introdugcao sobre abordagemosa TS veja [83].

6.1 Redes neurais artificiais analdgicas

Hopfiled em [35] mostrou que € possivel relacionar redesaneartificiais recorrentes com sistemas
fisicos, por meio de um “simples” circuito analdgico, nolgeadai-ésimo neurdnio é representado
por um circuito linear, que consiste de um resigtpr um capacitoi’;, uma fonte de correntg e

uma funcéo de ativa¢do ndo-linearglé). Entre o canal de comunicagéo de ywésimo neurénio e
um<-ésimo neurdnio ha uma condutancig, = 1/R;; € 0s neurdnios séo conectados atraves de uma
juncéo aditiva de corrente, veja modelo ilustrativo na Fagit1. Assim, aplicando lei de Kirchoff
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das correntes nesse circuito, chega-se a seguinte equtggdodal:

7 = CR C Zw”gl v;(t C 1=1,2,....n,. (6.1)
u(t) wit - wiy (t) Fonte de
corrente
Ug(t)
I

us(t) i 3 Jungdo\ Y7 wiju;(t) v ——  u(t)

aditiva de gi(-) —

corrente

e R;

Figura 6.1: Modelo aditivo de um neurdnio

No trabalho pioneiro de Marcus [50], introduziu-se um réaro tempo constante> 0 em (6.1),
obtendo:

dui(t) uilt) |1 G L
i CR G ;wmgz(w(t )t (= L2 (6.2)

No entanto, ao contrario do sistema descrito em (6.1), era&{6.2) tem um comportamento dina-
mico mais realistico e complicado, devido a incorporacaocetirdo no tempo. Em [37] um novo
termo foi considerado, de forma que, além do retardo no temgwopagacao dos sinais, 0 modelo
da RNA inclui informacéao sobre a propagacgéo instantaneaidass, sendo este um modelo mais
geral,

dt = CR C Zijgl UZ _‘_a;wZJgZ(UZ(t_T))_‘_a’ v = 1727'--7nn- (63)

Sendo o objetivo nesta secao propor uma condicdo de andlessabilidade de RNAs, por meio
de abordagens do tipo LMI, o sistema acima é reescrito deafonais apropriada, fazendo as mu-
dancas de variaveis;, = 1/(R;C;), i = 1,...,n,, w;; = w,;;/Ci, 4,5 =1,...,n, el; = I,/C;,
1=1,...,n,

Assim, a rede neural com retardo variante no tempoepmeurdnios é equivalente a:

du(t
z:li ) = —Av(t) + Wog(v(t)) + Wig(v(t — 7)) + 1, (6.4)
na qual v(t) = [vi(t),va(t),..., v, (1)]F € R™ é o vetor de estados da rede neurdl,=

diag(aq, as, ..., a,, ) € R™*" & uma matriz diagonal com elementos positivgsy 0, W, = (ng)

e R e Wy = (w; ;) € R™*" séo, respectivamente, pesos de conex&o da matriz e os gesos d
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conexdo da matriz com o retarddy (¢)) = [g1(vi(t)), g2(v2(t)), - - -, G, (v, (1)) € R™ € a fungéo
de ativagéo dos neurdnios cgitd) = 0el = [Iy, I, ..., I,,]* € R™ é um vetor constante.

Outra caracteristica importante sobre a RNA em (6.4) digeiés a existéncia e unicidade da
solucdo. Portanto, para que essa RNA tenha uma solucdo stquee@ Unica, certas restricbes sdo
impostas as suas fungfes de ativag@d-)). Para que exista uma solugéo, é suficiente ffué))
seja continua em todos seus argumentos. Entretanto, éstaréstricdo ndo garante a unicidade da
solugéo. Portanto, para que isto aconteca, € impostg(@usatisfaca a condi¢ao:

gj(v1) — g;(v2)

U1 — U2
comuy, vy € R, vy # v, g; € Ry, ¢;(0) = 0,5 =1,2,...,n,. Ademonstracdo dessa afirmacéo é
encontrada em [97]. Além disso, note que a condicao em (Gfp)séhitz.

Hipdteses do tipo setor para fungfes de ativagdo sdo usualmensideradas em trabalhos da
literatura, veja por exemplo [1, 7, 8, 62, 96].

Considera-se, aqui, que o ponto fixodo sistema (6.4) é deslocado para a origem por meio da
transformacaa = v—v*. Como resultado dessa transformacéo, considera-se oe&tedtabilidade
assintética de RNAs com ponto fixo na origem e descrita como:

0< < Gj; (6.5)

B(t) = —Az(t) + Wof(x(t) + Wif(z(t — 7)), (6.6)
sendo quer = [z1, 73, ..., z,,]T € R™ é 0 vetor de estado do sistema transformagdo = [f;(x1),
fa(z2), ooy [ (2 )]F € R™ com fi(x;) = gi(xi +v) — g;(v}), i = 1,2,...,n,, €7 0 retardo no
tempo.

Portanto, considerando o sistema transformado em (6.@)@id de ativacag(-) é limitada,
crescente e satisfaz a seguinte condicao.

Hipotese 6.1 A funcao de ativacag(-) é limitada e satisfaz:

0< i <, 6.7)
sendox € R, g; e Ry, f;(0) =0, =1,2,...,n,. Y

Note que a condi¢do anterior € obtida fazende- x + v* e v, = v* na condi¢do em (6.5).
Uma condicao suficiente para verificar a estabilidade aggiatda RNA em (6.6) é apresentada
a sequir.

Teorema 6.1 Considere a RNA sujeita a retardo no tempo @) e suponha que a Hipdtese 6.1
seja satisfeita. Sejam dades > 0, um escalar referente ao retardo no tempo/Ne um inteiro
positivo referente ao numero de discretizagBes desejantdol-0 sistema el6.6) € assintoticamente
estavel se existirem matrizes de dimensgo< n,: F, G, P = P", S, = SI, Qu, Rum = Rl ,
(n,m=0,1,...,N), tais que a LMI en{3.6) e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

TRNA Dpa pb
* —Rg— 5S4 0 <0, (68)
* * —35y
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com

sm{F(—A+WyX;) + Qo+ S0 P—F+ (—A+WX;))TGT FWi3; — Qn
THNA — % eRyel GW, %, :
* * _SN

sendoX; = diag{gi, 3o, - - -, 3n, }, COMg; 0O limitante superior em (6.7). Os termé¥* e D’ sdo
ambos definidos e3.12) e os termogz,; e S, sdo definidos er(8.13)e (3.14) respectivamenté.]

Demonstracdo:Para demonstrar as condicdes apresentadas neste Teors@anado o funcional
de Lyapunov-Krasovskii em (3.3) coif(x(t)) = z(t). Entdo, como demonstrado no Teorema 3.2,
seSy > 0 e se a LMI em (3.6) for satisfeita, o funcional em (3.3) satish condicad’/(x;) >
e || z(t) ||* (e > 0). Note que, se a LMI (6.8) é satisfeita, entgig > 0.

Demonstra-se que a condigdo em (3.2) € satisfeita. CoesidBNA em (6.6) e duas matrizes
quaisquer de dimensodes apropriadag G, tal que:

0 = 2[2T(O)F +a"(t)G] {—a(t) — Ax(t) + Wof(x(t)) + Wi f(x(t — 7))},
entdo considerando o termo nulo acima e a Hipotese 6.1, déendssigualdade:
0 < 2[aT(t)F +a"7(t)G] {—a(t) + (—A+ WoXy)z(t) + Wilsa(t — 7)}.

O restante da demonstracdo segue 0s mesmos passos da dagaonsd Teorema 3.2, porém,
utilizando a desigualdade acima ao invés do termo nulo eB)3Completando a demonstraca.

6.2 Sincronismo de osciladores cadticos por meio de contaolo-
res com memoria

Considere o seguinte esquema de sincronizacdo mestesx@scr

M- { z(t) = Ax(t)+ Bp[Cx(t)]

p(t) = Haz(t)
S { y(t) = Ay(t) + Bp[Cy(t)] + u(t) (6.9)
" ogq(t) = Hyl(t)

L:oult) = Kp(t—r1)—q(t—T1)]

sendo queM é o sistema mestre; é o sistema escravo é a lei de controle com memoéria. Os
vetores de estados s&py € R™v, a saida de cada sistema € dadajpar € R"+, as matrizes
A € Rwvxtay B ¢ R C € RWw*"ev H € Rteaxmey K € R™v*™a e afunglo(-)
satisfaz a condi¢éo de setor, cpm) i = 1,2,...,n, pertencendo ao setfy, pl, i.e., p;(v)(p;(v) —
prv) < 0 para: = 1,2,...,n,. A Figura 6.2 ilustra o esquema de sincroniza¢gdo mestmeaasc
considerado.
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q(t —7)

Retardosr |«

Fl Retardo,r nn +<>

Sistema Mestré K Sistema EscraJo

Figura 6.2: Esquema de sincronizagdo mestre-escravo

Neste problema a sincronizagéo é obtida quando o sistemesvesegue a trajetdria imposta pelo
mestre. Portanto, o proposito da sintese do controléddiazer com qué x(¢) — y(¢) ||— 0 quando
t — oo, sendd| - || a norma Euclidiana nR"+». Assim, por meio da definicdo de erro entre os sinais
dado pore(t) = z(t) — y(t), a dindmica de erro, considerando (6.9), pode ser definitaco

e: €é(t) = Ae(t) + Bn[Ce(t),y(t)] + Ue(t — 1) (6.10)

comn[Ce(t), y(t)] = p[Ce(t) + Cy(t)] — p|Cy(t)] eU = —K H. Além disso, € definida a condi¢éo
inicial ¢(t) € C7.

Consequientemente, supondo-se a ndo-linearigagle o sistema de erro (6.10), a hipdtese a
seguir € considerada.

Hipotese 6.2 A ndo-linearidade)(Ce, y) pertence ao setdf, pl:

o< leiey) _ plcetdy) —plely)
cle N cle =P

sendo que! denotai-ésima linha do veto€’, entdo, a seguinte desigualdade é obtida
ni(ci e, y)(mi(c] e,y) — peje) <0, ey i=1,2,...,m, (6.11)
Y

A seguir € apresentado o primeiro resultado nesta secadicées para a anélise de estabilidade do
sistema de erro em (6.10).

Teorema 6.2 Considere o sistema de erro de sincronismo(ér0) e suponha que a Hipdtese 6.2
seja satisfeita. Sejam dades > 0, um escalar referente ao retardo no tempoNe um inteiro
positivo referente ao nimero de discretizacdes desejadtiiol-0 esquema mestre-escravo (&)
sincroniza para um dado ganho do controladoy sendo o sistema de erro ¢fh10)assintoticamente
estavel, se existirem matrizes de dimensgox n,,: F, G, P = P", S, = ST, Qu, Ry;n = R},

lpara detalhes veja [5].
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(n,m = 0,1,..., N) e uma matriz diagonal de dimenség x n,: ¥,, tais que a LMl en{3.6)e a
LMI abaixo sejam satisfeitas:

e () (%)
0 0
. "R, &, 0 <0, (6.12)
* * —35,
com
sm{FA+Qo}+Sy P—F+ATGT —F(KH)-Qy FB+p%,C7
LSNC _ * -G —-GT —G(KH) GB
N * * —Sn 0 ’
* * * -2,

Dre e DP* sdo ambos definidos e(8.12) e os termosk, e S, sdo definidos en(3.13) e (3.14)
respectivamente. O

Demonstracdo: Para demonstrar as condi¢des apresentas neste Teorersaiénselo o funcional
de Lyapunov-Krasovskil/ (e;), que € definido como (3.3), simplesmente substituiridbpore(t) e
fazendof (x(t)) = e(t). Portanto, como demonstrado no Teorema 3.2,se- 0 e se a LMl em (3.6)
for satisfeita, o funcional em (3.3) satisfaz a condi¢&de;) > ¢ || e(t) ||> (¢ > 0). Note que se a
LMI (6.12) é satisfeita, entady > 0.

Agora é demonstrado que a condia@,) < e || e(t) || (¢ > 0) é satisfeita. Considere o sistema
de erro de sincronismo em (6.10) e duas matrizes quaisquimeasdes apropriadak,e G, tem-se
0 seguinte termo nulo:

0 = 2[eT()F + éT(1)G] {—é(t) + Ae(t) + Bn[Ce(t), y(t)] + Ue(t — )} (6.13)

Por outro lado, considerando a Hipotese 6.2, mais espeu#itiz a desigualdade (6.11), tem-se:

0 < —2 Z vini(c] e, y) (mi(c] e, y) — pef e)
= —QEZ:UT[Ce(t)’y(t)]{ﬁ[Ce(t%y(t)] — pCTe(t)},

comy, = diag{vi,vy,..., 0, } > 0.

Entdo, o restante da demonstracdo segue 0s mesmos passaaletiacdo no Teorema 3.2,
mas utilizando o termo nulo em (6.13) e somando a desigualaieicha, ao invés do termo nulo em
(3.15). Completando a demonstracgéao. |

Estabelecida a condicdo para analisar a estabilidade sonsigle erro em (6.10), o proximo
teorema apresenta condicfes suficientes para o projetantteledores por realimentagéo de saida
com memodria tal que o0 esquema mestre-escravo dado em (&B)rize.

Teorema 6.3 Considere o sistema de erro de sincronismo(ér0) e suponha que a Hipotese 6.2
seja satisfeita. Sejam dades> 0, um escalar referente ao retardo no tempa# 0, um parametro
escalar de ajuste, &/, um inteiro positivo referente ao nimero de discretizagiesejado. Entao,
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0 esquema mestre-escravo @rd) sincroniza com o ganho do controlador dado pgér= F~'K,
sendo o sistema de erro gB110)assintoticamente estavel se existirem matrizes de dirnengéax
Ney: F, P = P", S, = ST, Qn, Rum = Rl (n,m = 0,1,...,N), uma matriz diagonal de
dimenséam, x n,: ¥,, € uma matriz de dimenséaq,, x n,,: K, tais que a LMI en(3.6) e a LMI
abaixo sejam satisfeitas:

e () ()
0 0
. "R, - 8, 0 <0, (6.14)
* * —35,
com
sm{FA+ Qo} +Sy P—F+0A"F" —KH-Qn FB+px,C"
JSNC _ * —§(F + FT) —0KH 0FB
o * * —Sn 0 ’
* * * -2,

Dr* e DP* sdo ambos definidos e(8.12) e os termosk, e S, sdo definidos en(3.13) e (3.14)
respectivamente. O

Demonstracdo:Esta demonstracdo segue diretamente da LMI em (6.12). Nieta §MI em (6.14)
€ obtida fazendo a escolha particular= 6 F, sendoj um parametro de ajuste escalar, e definindo a
variavel linearizantd{ = F'K na LMl em (6.12). Completando a demonstracéao. |

6.3 Sistemas nao-lineares representados via 0 modelo nets
Takagi-Sugeno

Considere os sistemas ndo-lineares que podem ser apramsmpad um modelo nebuloso Takagi-
Sugeno (TS) sujeito a retardo no tempo coregras.
Regrai: SEf;, €1 e...e0, ép;, ENTAO

o(t) = A(t)+ Agx(t — 1) + Byu(t)
z(t) = o), tel-r, 0]

sendoy(t) € C+ a condigao inicialz(t) € R™ o vetor de estadost) € R"* o vetor de entrada de
controle,r o retardo no tempo. As matrizes, A,; e B, ; S4o constantes de dimensdes apropriadas.
Oi(x)eu,; i =1,2,...,rej=1,2,...,p)séo, respectivamente, as variaveis premisas (as quais
sdo funcdes das variaveis de estado) e os conjuntos nefuloso

O modelo global inferido a partir (6.15) é:

(6.15)

i(t) = Z hi(0()) [Aiz(t) + Agz(t — 7) + Byu(t)]
2 AWx(t) + AgB)x(t — 7) + Bu(t)u(t)

com#;(6(t))

wi(0())/ ST, wi(0(t)), senddd = [01,.....0,) ew;: R? — [0, 1] (i = 1,2,....1) a
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funcdo de pertinéncia do sistema relacionadasima regra. Sendo que as func¢des de pertinéncias
normalizadag;(0(t)) satisfazem

BO() 2 0, 3" m(O() = 1, 3 hu(8(t) =0 (617)

Para simplificar a notagéo, usa/gét) para denotak,; (0(t)).

Para o controle utiliza-se a técnica de compensacdo padifgtibuida (PDC), veja [82]. Nesta
técnica, as regras do controle compartilham os mesmosrdosjnebulosos do modelo TS.
Regra de controlei : SE¢, €, €. .. €6, é u;, ENTAO

u(t) = Kiz(t) + Kgge(t —71), i=1,2,...,r.

Entao, a lei de controle inferida é dada por

u(t) = Z B (1) [Kx(t) + Kgaa(t — 7).

Assim, o objetivo de controle € determinar ganhos loégi® K, ; tal que o sistema em malha
fechada

i(t) = Z B (t) Z hi(O)[(A; + BuiK;)o(t) + (Agi + BuilKaj)x(t — )]

2 LA + By() K (D]2(t) + [Aa(t) + Bu(t)Ka(t)]2(t — 7)

(6.18)

seja assintoticamente estavel.
A seguir, € apresentado o primeiro resultado desta secadicées para a analise de estabilidade
do modelo TS em (6.15).

Teorema 6.4 Considere o modelo TS (6.15) caift) = 0. Sejam dados > 0, escalar referente ao
retardo no tempo, €V, um inteiro positivo referente ao niumero de discretizagiesejado. Entao,
o modelo TS em (6.15) comft) = 0 € assintoticamente estavel se existirem matrizes de dimens
ne Xng: F,G,P=Pr S, =S Qn Ry = Rfm (n,m=0,1,...,N), tais que a LMI en{3.6)

e a LMI abaixo sejam satisfeitas:

v, Dpra Db

x —Rg— Sy 0 < 0, (619)
* * 35,
para: =1,...,r,com
sm{FA;+Qo}+S0 P—F+ATGT FAy —Qn

* * —SN
Dre e DP sdo ambos definidos e(8.12) e os termosk,; e S, sdo definidos en3.13) e (3.14),
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respectivamente. O

Demonstracdo:Pelo Teorema 3.2, tem-se que verificar a estabilidade dolm®&em (6.15) com
u(t) = 0, corresponde a verificar se a LMI em (3.6) e a desigualdadrabao satisfeitas

U(t)  Dpre Drb

Q(t) = * —Rq— Sy 0 <0, (620)
* * 35,
com
sm{FA(t) +Qo} + Sy P —F+AT(t)GT FAut) —Qn
U(t) = * -G -GT GA4(t) :
* * —SN

Dre e DP* sdo ambos definidos em (3.12), e os termigse S,; sdo definidos em (3.13) e (3.14),
respectivamente.

Entdo, note que a desigualdade em (6.20) pode ser reesorita c

S

com €); definida em (6.19). Portanto, para garantir que a desigdaldan (6.20) seja satisfeita é
suficiente qué2; < 0 paratoda = 1,...,r. Completando a demonstracao. |

O resultado acima pode ser adaptado para o problema degpdejebntroladores estabilizantes,
via compensacao paralela distribuida.

Teorema 6.5 Considere o modelo TS em (6.15). Sejam dados 0, escalar referente ao retardo
no tempo,d # 0, um parametro de ajuste escalar,é, um inteiro positivo referente ao namero
de discretizacOes desejado. Entdo, o modelo TS em (6.1%qgéliesvel por meio das condicGes
nebulosas Regra de controle) COMK,; = K F Te de = deF T, se existirem matrizes de

dimensda, x n,: F, P = P7, S, = ST, Qn, Rym = Rffw (n,m = 0, 1,...,N) e matrizes de
dimensam,, x n,: Kj ef(dJ (j =1,...,r), tais que as LMIs a seguir sejam satisfeitas
P Q
. ~ | >0 6.21
[ x R+ S ] ( )
e
Q, <0, Q,;+Q,;, <0, (6.22)

parai,j =1,2,...,rei < jcom

o, Dm Do

Qi,j = * —Rd — Sd 0 < 0.
* * —35y

Os termos));, R, e S, sdo definidos com@,, R, e S, em(3.8), (3.9) e (3.10) respectivamente,
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reescrevendo-o0s com circunflexo em todas as matrizes desses:

(AP Bu KT + Qo+ P—ET46(FATTRGBL) Awid ™+ Bu iKY, ~Qx
= . —S(F+ET) 0(AqiF"+BuiKg;) |,

=E
|

Dra e D s&o definidos comd?* e DP*, ambos en(3.12) e os termosz, e S, sdo, respectivamente,
definidos coma?,; e S; em(3.13) e (3.14) reescrevendo-0s com o circunflexo em todas as matrizes
desses termos. O

Demonstracdo: Pelo Teorema 3.2, temos que verificar a estabilidade do mddglem malha fe-
chada (6.18) corresponde a verificar se séao satisfeitas @&iiB.6) e a desigualdade abaixo

Q(t) <0,

sendof)(t) definido como (6.20), fazendo as substituicaagt) por A(t) + B, (t)K(t) e A4(t) por
Aq(t) + B, (t)K4(t). Além disso, note que a desigualdade acima pode ser r@esonito

A = SRR G, = S RO+ S AOLO@L + ) < 0 (6.29

i=1 j=1 i<j

com ~
B v, Dpre Drb
Qi,j = * —Rg— 5, 0 <0,
* * —35y
sendo
) sm{F(A;+B.;K;)+Qo}+So P—F+(Ai+B,.K;))"G" F(Aqi+BuiKa;)—Qn
‘Ili,j = * —G — GT G(Adﬂ‘ + Bu,in,j)

* * —SN

Portanto, uma condi¢&o suficiente para verificar se a dddapmem (6.23) € satisfeita, corresponde
a verificar se: )
Qi,i < 0, Qi,j -+ Qj,i < O, (624)
parai,j =1,...,7rcomi < j. R
Entdo, definindo as novas variavels= F~' e

paran,m = 0,1,..., N. Em seguida, pré e pés multiplicando a LMl em (3.6) @'mrg{ﬁ, ce F} e
diag{F’, ..., F'}T, respectivamente, obtém-se a LMl em (6.21)
Para obter a LMI em (6.22) séo definidas as novas variaveiarimantes

~

[K; Kag) 2 [K; Kag]F. (6.25)
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Assim, pré e pos multiplicando a desigualdade em (6. 24)rpspect|vamentej,1ag{F F}
Edlag{F }T em seguida fazendo a escolha particdlae= 6 F', com§ sendo um parametro
escalar de aJuste, e fazendo a mudanca de variaveis em; (@2&n-se a LMI em (6.22).

Note que, o bloc@2, 2) emQM em (6.22) é-6(F + '7), comd # 0, portanto, se esse bloco for
definido negativo, implica qué n&o é singular. Completando a demonstracao. |

6.4 Exemplos numéricos

Nesta secao sdo apresentados alguns exemplos numéricasatpetivo de evidenciar as potencia-
lidades dos métodos propostos.

Nos dois primeiros exemplos é estudada a estabilidade de nedirais artificiais implementadas
de forma analdgica. Nos quais compara-se 0s resultadasltor meio do método proposto com
outros da literatura. Também, utiliza-se um diagrama deda;do para verificar um dos resultados
obtidos.

Em seguida, estudam-se os problemas de anélise de estdbikdsintese de controladores, no
contexto de sincronismo de osciladores cadticos do tipeLitesse exemplo, novamente, os méto-
dos propostos se mostram superiores a outros da literatura.

Finalmente, estuda-se dois problemas em sistemas n@&odswodelados via abordagem Takagi-
Sugeno. No primeiro exemplo, compara-se o método de apatipesto com resultados apresentados
em [47].

6.4.1 Redes neurais artificiais

Nesta secdo é estudado o problema de analise de estabiield&NAs. Utiliza-se resultados apre-
sentados na literatura e meios graficos para ilustrar amfiei€o método proposto.

Exemplo 6.1 Babcock e Westervelt em [2] estudaram uma RNA de dois neas@om dois retardos
no tempo:
{ .Tl(t) = —.Tl(t) + aq tal’lh[l’g(t — ’7'1)] (626)

Zo(t) = —xo(t) + ag tanh[zy (t — 72)]

sendo que, as, 71 € T, SA0 constantes positivas.

Em [2] foi mostrado que, quandga, < —1 e 7, + 7» € limitado por um determinado valor, a
origem do sistema (6.26) é estavel. Quando a soma dos aseguzementa até um valor critico, a
origem se torna instavel e a rede oscila em um ciclo limite.

Mais tarde Wei e Ruan em [88] confirmaram a andlise apreseptad2] e mostraram que a RNA

é estavel considerando, e.@.,= 2,a; = —1.5em + 7, < 0.8.
Portanto, considerando um caso ligeiramente modificadogan, iguais, i.e,; = =7, €
escolhenda; = 2 eay = —1.5, pode-se obter o maior retardo no tempg,, considerando a rede

neural (6.6), com as seguintes matrizes,

1 0 0 2 1 0
A‘{o 1}’ Wo =9, Wl_{—lﬁ 0}’ 29_{0 1}'
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A titulo de comparacao, utilizando o método proposto em ¢pB¢m-se o retardo no tempo ma-
Ximo mmax = 0.4283. Por outro lado, aplicando o Teorema 6.1 obtém-se os résslgpresentados na
Tabela 6.1, na qual sdo apresentados os valores obtidos enemo retardo no tempo considerando
diferentes nimeros de particdes no método proposto.

Tabela 6.1: Retardos no tempo maximos obtidos por meio deefren6.1, considerando diferentes
valores paraV. Exemplo 6.1

N 1 2 3
Tmax | 0.4351 | 0.4352 | 0.4352

Ainda no contexto de verificar a qualidade da andlise da iidtade, a Figura 6.3 apresenta o
diagrama de bifurcacéo da RNA utilizando como o parametiedéole o retardo no tempao Note
gue a bifurcacdo de Hopf ocorre muito proximo do maximo detaro tempo obtido pelo método
proposto.

1.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

15
1 - B

0.5} /
0

-15 I I I I

Figura 6.3: Diagrama de bifurcacao pafee x5, respectivamente, utilizandoracomo parametro de
controle. A linha vertical marca = 0.4352. Exemplo 6.1

Exemplo 6.2 Neste exemplo é considerada a mesma RNA estudada em [73l]9da3orma apre-
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sentada em (6.6) com as matrizes:

41989 0 0 —0.1052 —0.5069 —0.1121
A= 10 0.7160 0O , Wi= | —=0.0257 —-0.2808 0.0212 |,
0 0 1.9985 0.1205 —0.2153 0.1315

%, = diag{4.1989, 0.7160, 1.9985}, W, =0.

Entdo, considerando os resultados obtidos nas referéoités acima, e via Teorema 6.1,
obtém-se a Tabela 6.1 que apresenta 0s retardos no tempD OS&Kax.

Tabela 6.2: Maximos retardos no tempo obtidos via método§odm91, 75] e Teorema 6.1 para

N = 2. Exemplo 6.2

7_Ye, Michel e Wang (199494] 7_Xu, Lam e Ho (2006)91] 7_Souza, Palhares e Ekel (200775] 7_Teorema 6.1N=2,3
max max max max

0.4121 1.7644 2.2056 2.7715

6.4.2 Sincronismo de osciladores cadticos do tipo Lur’'e

Nesta secdo, estuda-se os problemas de andlise de eatibiidorojeto de controladores para o
esquema de sincronizagéo apresentado na Figura 6.2 ak#tédip modelo do circuito de Chua, sendo
gue tal circuito, com a escolha apropriada de seus parésneafiesenta comportamento caético.

Exemplo 6.3 Considere o circuito de Chua dado pelas equacdes:

b= a(y — pla))
y=r—y—=z (6.27)
z=—by

sendo(z) uma fungéo néo-linear dada pefz) = mx+ 5(mg—ms)(|z+c| — |z —¢|). Atribuindo
osvalores: = 9,b = 14.28, ¢ = 1, mg = —1/7, my = 2/7 neste sistema de equagdes, obtém-se um
comportamento caotico.

O sistema em (6.27) pode ser representado como um sistenp@ dat’'e com:

—amy a0 —a(my —my) 17"
A= 1 -“11], B= 0 Co=1|o| |
0 —-b 0 0 0

sendo que a funcagv) = 1/2(|v + ¢| — |v — ¢|) pertence ao setdd, p] comp = 1.

Considerando que a conexao entre 0s sistemas mestre eodett@apenas por meio da primeira
variavel no vetor de estado, é escolhido a mditiz [1 0 0]. Este exemplo também foi estudado em
[92], no qual foi considerada a matriz de ganhos para o dawdoo X = [6.0229 1.3367 —2.1264]7.
Assim, com este controlador, os resultados obtidos por deei@orema 6.2 proposto sdo comparados
com outros resultados da literatura, conforme apresemadabela 6.3.
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Tabela 6.3: Retardos no tempo maximos obtidos por meio desdoeem [36, 80, 92] e Teorema

6.2 paraN =2e N = 3. Exemplo 6.3

7.Yal(;ln, Suykens e Vandewalle (2009P] 7_Huang, Li e Zhong (2006]36] 7_Souza et al (2008180] TTeorema 62N =2,3
max max max max

0.039 0.083 0.141 0.160

As figuras 6.4 e 6.5, apresentam os atratores obtidos pslesnsis mestre e escravo, com-
0.16 e 7 = 0.21, respectivamente. Note que, para o retardo no tempo 0.21, 0 esquema nao
sincroniza.

Agora, considerando o problema de sintetizar um controlpdo realimentacao de saida com
memoria, estabilizante, para o maior retardo no tempo ypelssi., utiliza-se o Teorema 6.3. Inici-
almente, cond = 1 e N = 2 obtém-se:

rleorema 6.3,0 =1eN=2 — (169 e K = [3.5856 0.8255 —2.5030]7.
Por outro lado, para o ajusie= 0.294, obtém-se:
7 leorema 6.3,0 =0291eN =2 — 0218 e K = [3.5667 0.5693 —3.2867]7.

Para ilustrar a eficiéncia do projeto proposto, os atratavgdos pelos sistemas mestre e escravo,
considerando diferentes condic¢des iniciais, o retardeempor = 0.218 e ganho do controlador
K = [3.5667 0.5693 —3.2867]" séo apresentados na Figura 6.6.

Sistema mestre Sistema escravo

Figura 6.4: Atratores duplos gerados pelos sistemas neess&ravo considerando o retardo no tempo
7 =0.16.

6.4.3 Sistemas nado-lineares modelados via abordagem Tak&ugeno

Nesta secdo, considera-se 0s problemas de analise ddidstkbe projeto de controladores para
sistemas nao-lineares modelados por meio da apresentebémsa Takagi-Sugeno. No primeiro

exemplo estuda-se o problema de analise de estabilidadgyalms indices obtidos pelo método

proposto se mostram superiores a outros obtidos em ressitedliteratura. No segundo, estuda-se
o problema de projeto de controladores, considerandcedifes contextos de controle.
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Sistema mestre Sistema escravo

Figura 6.5: Atratores duplos gerados pelos sistemas nmeessieravo considerando o retardo no tempo
T=0.21.

Sistema mestre Sistema escravo

Figura 6.6: Atratores duplos gerados pelos sistemas mestseravo obtidos com os resultados de
projeto:T = 0.218 e K = [3.5667 0.5693 —3.2867].

Exemplo 6.4 Considere o sistema nao-linear sujeito a retardo no tempo:
§(t) = —69(t) sin(y(t)) — 8y(t) +y(t — 1) — 2y(t — 7),
gue pode ser reescrito como
][ e 38+ 2 (36751
i(t) —8 —6sin’(y) | | y(t) 1 =2 ] [y(t—7)

Este sistema € exatamente representado pelo modelo rebidasn (6.16), com:

0 1 0 1 0 0
A1:|i_8 _6:|’A2—|i_8 0:|7Ad,i_|i1 _2:|7

sendai = 1,2, by = sin®(y(t)) e Ay = cos?(y(1)).
Este sistema foi estudado em [47], no qual foram obtidodtestas por meio de um funcional de
Lyapunov-Krasovskii dependente do grau de ativagdo dadasde pertinéncia, especificamente os
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teoremas 2.3.1 e 2.4.1. Utilizando-se esses resultadesgrdo no tempo maximo computado tal que
0 sistema permaneca estavel é, respectivamente:

Trlﬁigxet al (2007) [47, Teor. 2.3.1]__ 0.3195 e Trlﬁigxet al (2007) [47, Teor. 2.4.1]__ 0.3222.
Nessa mesma referéncia sdo propostos outros métodospptid meio de um funcional de
Lyapunov-Krasovskii independente do grau de ativacao wlagbes de pertinéncia, especificamente

os coroléarios 2.5.3 e 2.3.1. Entao, utilizando-se essedtadss, considerando o0 mesmo cenario
anterior, obtém-se:

Trlﬁigxet al (2007) [47, Coro. 2.5.3] _ 0.2570 e Trlﬁigxet al (2007) [47, Coro. 2.3.1]__ 0.3078.

Por outro lado, considerando o Teorema 6.4 proposto nestadbtém-se os resultados apresen-
tados na Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Retardo no tempo maximo obtido por meio do Teai@h Exemplo 6.4.

N 1 2 3 4
7 1 0.3675 0.3699 0.3699 0.3699

Exemplo 6.5 Considere o sistema nebuloso em (6.15) ou de forma similigtensa em (6.16) com:

0 O -1 0.3 0.8 0.1 0.6 0 0
A= { 04 1 } AF{ 0 -2 } Advlz_[ 0 03 } A“:_[ 0.2 0.5 } B“v’:{ 1 ]
(6.28)
sendo as fungdes de pertinéncia dadas poe: sin?(z(t)) e hy = cos?(z(t)), parai = 1, 2.
Considerando o problema de projetar um controlador paraocgistema acima estabilize para
0 maior retardo no tempo possivel, utiliza-se o Teoremadabsiderandd = 1 e N = 3, em

diferentes contextos de controle. Os resultados obtidnas@sentados abaixo:

e Controlador com memoéria: retardo no tempo maximo obtidggé= 1.6940 sendo as matrizes

de ganhos:
Ky =] —-55956 —29708 |, K,=/[—54245 —2.5270 |, (6.29)
Kg1 = [ 1.4484 0.5300 ], Kgo=10.3479 0.3673 |; '
e Controlador sem memoaria: retardo no tempo maximo obtidge= 1.6940 com as matrizes
de ganhos:
Ky =[ —7.888 —3.8963 |, Ky = [ —10.5788 —4.2060 | ; (6.30)

e Controlador de memoria pura: retardo no tempo maximo ol#idg.,x = 0.6950 com as
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matrizes de ganhos:

Kg1=[ —02769 —0.9910 |, Kgo=[0.7311 1.2569 |. (6.31)

A titulo de ilustracéo, as figuras 6.7 a 6.9 apresentam asi@ed dos estados do sistema con-
siderando os controladores PDC apresentados acima. Nete gontrolador com memoria, Figura
6.7, apresenta uma resposta mais suave que o controladoégueva em conta a memoria, Figura
6.8, por outro, o controlador de meméria pura garante aiédtate do sistema para um valor menor
do retardo no tempo maximo, Figura 6.9.

4 6
t (tempo)

Figura 6.7: Resposta temporal do sistema em (6.15) com)(6c@8@trolado por meio da técnica
PDC com os ganhos controlador dados em (6.29), para o ratarteampo constante, = 1.6940 e
condicéo iniciak:(t) = [0.5 0.5]7 Vt € [—7, 0]. Exemplo 6.5.

0.5

_05 1 1 1 1
0 4 6
t (tempo)

Figura 6.8: Resposta temporal do sistema em (6.15) com)(6c@8trolado por meio da técnica
PDC com os ganhos controlador dados em (6.30), para o ratarteimpo constante, = 1.6940 e
condicdo iniciaks(t) = [0.5 0.5]7 V¢t € [—7, 0]. Exemplo 6.5.
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Figura 6.9: Resposta temporal do sistema em (6.15) com)(6c@8@trolado por meio da técnica
PDC com os ganhos controlador dados em (6.31), para o ratartempo constante, = 0.6950 e
condicéo iniciak:(t) = [0.5 0.5]7 Vt € [—7, 0]. Exemplo 6.5.

6.5 Conclusdes do capitulo

Neste capitulo, parte dos resultados obtidos anterioerferdm estendidos para anélise de estabili-
dade e sintese de controladores para algumas classesdeasisiao-lineares.

Os resultados obtidos neste trabalho se mostram menosadsees que outros resultados en-
contrados na literatura, como ilustrado nos exemplos nooger

Note também que os resultados apresentados neste capitelm ger facilmente estendidos para
lidar com outras peculiaridades de sistemas reais, tai®:cogtardo incerto, multiplos retardos no
tempo, retardos distribuidos e incertezas parametricaste§ltados relacionados com retardo no
tempo incerto e incertezas parametricas podem ser acessad[yY6, 81, 66, 67, 74, 73]. Em [77]
considerou-se uma classe mais geral de redes neuraisasjfecsaber: Cohen-Grossberg. No con-
texto de modelos TS sujeitos a retardo no tempo, nos trabfBbp67] utilizou-se um novo funcional
de Lyapunov-Krasovskii que € dependente do grau de ativdgsituncdes de pertinéncia. Em [70]
estudou-se o problema de sincronismo de redes neuraisiaiifseguindo as diretrizes basicas apre-
sentadas neste capitulo.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Este trabalho centrou-se no estudo de sistemas a tempowostijeitos a retardo no tempo, sendo
propostos novos métodos de analise de estabilidade eesiieesontroladores e filtros, podendo
incluir indice de desempenlid,.. O foco principal € o estudo de sistema lineares, entretforaim
apresentados também resultados para determinadas dassstemas nao-lineares.

Esta tese € dividida em duas partes; na primeira, mostrasesiudar a estabilidade de um
sistema linear autbnomo com retardo constante no tempoi¢atgnie a avaliar as raizes de uma
funcédo racional de grau apropriado. Este resultado fepssyel devido ao emprego de uma simples
transformacao bilinear

Os resultados obtidos nessa primeira parte foram aprelesnean [11].

Como propostas para a continuidades dos resultados af@semessa primeira parte do traba-
Iho, pode-se listar os seguintes objetivos:

e O primeiro e mais importante objetivo é tentar estabelec@&iagdo entrel . (s) e Ak(s),
para qualquer sistema linear sujeito a retardo no tempop®@m(2.1). Note que o resultado
apresentado supfe que o sistema sujeito a retardo no tejapestivel para = 0 e que as
raizes de\,(s) ndo cruzam o eixo imaginario simultaneamente;

e Estabelecer uma formulacdo computacionalmente eficiemteqondicdes de analise de esta-
bilidade que sejam dependentes do retardo no tempo;

e Obter condicdes de andlise de estabilidade que sejam indeptes do retardo no tempo, me-
nos conservadoras e computacionalmente eficientes, taiviermato de LMIs;

e Obter condi¢des dependentes e independentes do retardmpo para sintese de controlado-
res;

e Extencdes para sistemas incertos sujeitos a retardo n@temp

Na segunda parte desta tese, a metodologia empregadaicamsiselecédo apropriada de funcio-
nais de Lyapunov-Krasovskii, uma estratégia de discrgdizarelaxacdes matriciais e desigualdades
matriciais; para obter condi¢cfes suficientes para an&isesthbilidade e sintese de controladores e
filtros, para sistemas lineares e ndo-lineares com retardenmpo.
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Os resultados gerados relativos a esta segunda parte darsasgoublicados ou submetidos em
[66, 69, 71, 72, 73, 74, 76, 79, 81], que demonstram a origiadé e importancia dos resultados
obtidos. Ademais, resultados obtidos que ndo fazem pasta tlesse, mas que seguem as diretrizes
basicas apresentadas nessa parte séo [67, 70, 77, 80].

Como propostas para a continuidades dos resultados afr@semessa segunda parte do traba-
Iho, pode-se listar:

e Propor condi¢des de sintese de controladores, levandamsmita possiveis saturacdes nos
atuadores;

Obter condic¢des de sintese de controladores para sistemaglados em redes;

Desenvolver métodos de deteccao de faltas em redes delepntro

Desenvolver condicfes para sintese de controladoresrgiopal-integral-derivativo (PID);

Obtencéo de condi¢bes para sintese de controladores fioraei@cao de saida;

Estudo de técnicas de aproximacédo de LMIs por polinbmios, tpatar sistemas com incertezas
politopicas;

e Estudo de diferentes formas para as matrizes do funciornajajginov-Krasovskii em (3.3).

Espera-se que os resultados apresentados nesta teseuaomtpiara o enriquecimento da discus-
sao, desafios e fronteiras acerca da analise de estabibdami®role robusto de sistemas sujeitos a
retardo no tempo.
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