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Abstract: This paper presents a strategy to calculate a suboptimal solution to the finite-time
linear-quadratic control problem of Markov jump linear systems. When the mode is fixed, the
system has parameter-varying matrices that take values in a polutopic set. An upper bound for
the cost function is obtained and, as a consequence, the feedback gains are calculated by solving
an optimization problem written in terms of linear matrix inequalities. A numerical example is
given to illustrate the effectiveness of the proposed method.

Resumo: Este trabalho apresenta uma estratégia para calcular uma solução subótima para
o problema de controle linear quadrático de tempo finito de sistemas lineares com saltos
Markovianos. Quando os modos são fixados, o sistema tem matrizes com parâmetros variantes,
os quais tomam valores em um conjunto politópico. Um limitante superior para a função custo é
obtido, como consequência, os ganhos de realimentação são calculados resolvendo um problema
de otimização escrito em termos de desigualdades matriciais lineares. Um exemplo numérico é
dado para ilustrar a eficácia do método proposto.
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1. INTRODUÇÃO

Este artigo considera um problema de controle ótimo de
tempo finito de uma classe espećıfica de sistemas estocás-
ticos em tempo discreto, nomeadamente sistemas lineares
com parâmetros variantes no tempo, saltos Markovianos
(SLPVSM) e rúıdo aditivo.

Os sistemas lineares com saltos Markovianos podem ser
encontrados em muitas aplicações reais, como sistemas
econômicos, sistemas de energia, sistemas de comunicação,
sistemas qúımicos, sistemas de controle em rede, siste-
mas de manufatura e sistemas de controle (Shi and Li,
2015). Tais sistemas são usados para modelar processos
que apresentam mudanças abruptas em sua estrutura,
que podem ser o resultado de falhas de componentes ou
reparos, distúrbios do meio, mudanças abruptas no ponto
de operação, etc. (Costa et al., 2006). Muitos pesquisado-
res têm abordado questões relevantes sobre tais sistemas,
como estabilidade, filtragem, śıntese de controle e controle
ótimo, etc. ((Shi and Li, 2015), (Shi et al., 1999), (Costa
et al., 1999), (Vargas et al., 2013), (Geromel et al., 2009),
(Morais et al., 2018), (Costa and Tuesta, 2003), (Oliveira
et al., 2014)).

? Esse trabalho foi parcialmente financiado pela CAPES, CNPq e
FAPEMIG.

Dentro do conjunto de sistemas que podem ser representa-
dos como sistemas de saltos Markovianos, podem também
ser considerados sistemas em que as matrizes apresentam
variações (politópicas) de parâmetros associadas com os
modos da cadeia de Markov, formando assim os sistemas
com parâmetros lineares variantes com saltos Markovianos
SLVPSM, veja, por exemplo, (Gagliardi et al., 2012; Kim,
2017; Lopes et al., 2019; Ren and Zong, 2017; Zhu et al.,
2017).

Trabalhos no contexto de variação de parâmetros com
saltos Markovianos podem ser encontrados em filtragem
(Gagliardi et al., 2012), (Zhu et al., 2017) e (Ren and Zong,
2017), para controle preditivo robusto baseado em modelo
(Lopes et al., 2019) e para estabilização (Kim, 2017).

Há interesse em resultados sobre controle para sistemas
lineares com saltos Markovianos considerando horizonte
infinito, veja, por exemplo, (Mariton, 1990; Costa et al.,
2006; Do Val et al., 2002; Costa et al., 2014). Esse trabalho
no entanto, se concentra em controle de horizonte finito.

A principal contribuição deste artigo é encontrar uma
solução subótima para o problema de otimização linear
quadrático de horizonte finito para sistemas SLPVSM dis-
cretos no tempo com um termo de rúıdo aditivo. A abor-
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dagem é empregada por meio de desigualdades matriciais
lineares.

O artigo está organizado como segue: Na Seção 2 algumas
notações e a formulação do problema são apresentados. Re-
sultados preliminares e o resultado principal são expostos
na Seção 3 e 4, respectivamente. Uma simulação numérica
é dada na Seção 5. Finalmente, a Conclusão é apresentada
na Seção 6.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

A notação empregada neste artigo é como segue. R+

representa o conjunto dos números reais positivos. Rn
representa o espaço Euclidiano n dimensional e Rn×m
representa o espaço linear normado de todas as matrizes
reais n×m. Denota-se por Sn o subespaço linear normado
de Rn×n de matrizes simétricas {U ∈ Rn×n : U = U ′}, no
qual U ′ denota a transposta da matriz U . Considere Sn0

(Sn+) como o cone convexo fechado (aberto) de matrizes
positivas semidefinidas (definidas) {U ∈ Sn : U ≥ 0 (>
0)}. Θ = {1, . . . , nθ} indica um conjunto finito e Sn+

representa o conjunto formado por um número nθ de
matrizes tais que Sn+ = {U = (U1, . . . , Unθ ) : Ui ∈
Sn+, i ∈ Θ}. E[v] denota o valor esperado da variável
aleatória v. ‖.‖ representa a norma euclidiana. I representa
a matriz identidade com dimensões apropriadas.

Considere o espaço de probabilidade completo (Ω; (Fn);
F;P ) com filtragem {Fn, n ≥ 0} que atende as condições
normais (seção 2.3, [Costa et al., 2006]), associado ao
sistema linear com saltos Markovianos:

{
xn+1 = Aξn(θn)xn +Bξn(θn)un + E(θn)wn,
yn = C(θn)xn +D(θn)un, n ≥ 0,

(1)

xn ∈ Rnx , un ∈ Rnu , wn ∈ Rnw denotam os estados
do sistema, as entradas de controle e o rúıdo aditivo do
sistema, respectivamente. O estado inicial x0 e o modo
inicial θ0 são dados. O processo {θn;n = 0, . . .} representa
uma cadeia de Markov discreta no tempo tomando valores
no conjunto Θ com matriz de probabilidade de transição
P = [p(i, j)]i,j∈Θ com p(i, j) = Pr[θ(n + 1) = j|θn =
i]. Assume-se que o rúıdo do processo {wn;n ≥ 0} é
composto de vetores aleatórios mutuamente independentes
com média zero, covariância igual a Σ e independentes
da cadeia de Markov {θ(n);n ≥ 0}. wn e xn são vetores
aleatórios independentes. ξ`n ∈ Rnξ é uma parâmetro
determińıstico variante no tempo que pertence ao simplex
unitário:

Ξ =

{
ξn ∈ Rnξ ; ξ`n ≥ 0,

nξ∑
`=1

ξ`n = 1, ` = 1, . . . , nξ

}
.

Para cada θn = i ∈ Θ, as matrizes Aξn(i) e Bξn(i)
dependem de uma maneira afim dos parâmetros variantes
no tempo ξn ∈ Ξ como segue:

Aξn(i) =

nξ∑
`=1

ξ`nA`(i) eBξn(i) =

nξ∑
`=1

ξ`nB`(i).

Para ` = 1, . . . , nξ e para todo i ∈ Θ, as matrizes
A`(i) ∈ Rnx×nx e B`(i) ∈ Rnx×nu são dadas. Também
são dadas as matrizes E(i) ∈ Rnx×nw , C(i) ∈ Rnx×ny e
D(i) ∈ Rnx×nu para todo i ∈ Θ.

O critério de custo linear quadrático de horizonte finito as-
sociado ao sistema (1), para uma lei de controle admisśıvel
u = (u0, . . . , uN−1), é dado por:

JN (u) =

N−1∑
n=0

E
[
‖yn‖2

]
+ E

[
x′NQ(θN )xN

]
, (2)

em que N < ∞ é o horizonte de tempo, as matrizes
Q(θN ) ∈ Sn0, C ′(θn)C(θn) ∈ Sn0 e D′(θn)D(θn) ∈ Sn+,
n = 0, . . . , N − 1 representam as matrizes de ponderações
com C ′(θn)D(θn) = 0, n = 0, . . . , N − 1.

Para o projeto de controle, a lei escolhida é da forma
usual de realimentação de estados dependente dos modos
de Markov como segue:

un = Gn(θn)xn, 0 ≤ n ≤ N − 1. (3)

Neste trabalho, deseja-se determinar os ganhos G0(i), . . . ,
GN−1(i), i = 1, . . . , nθ em (3) de modo a minimizar o
funcional em (2). Em termos formais, deseja-se obter u∗

tal que:

u∗ = arg min
u

JN (u) (4)

sujeito a (1) e (3).

A novidade na abordagem proposta neste artigo quando
comparada com a solução ótima de Riccati está no fato
de que (4) considera robustez que depende de conjuntos
politópicos variantes no tempo. O problema em (4) está
ainda aberto na literatura, porque para este não existe
solução algébrica. Neste trabalho, desenvolve-se condições
por meio de desigualdades matriciais lineares e obtém-
se um controle subótimo ū = {ū0, . . . , ūN−1} tal que
Jn(u∗) ≤ Jn(ū) , n = 0, . . . , N − 1.

Para facilitar a notação, para toda sequência M ∈ Sn+

define-se o operador E(M) = (E1(M), . . . , Enθ (M)) como:

Ei(M) :=

nθ∑
k=1

p(i, j)M(j). (5)

3. RESULTADOS PRELIMINARES

Suponha que no q-ésimo estágio, sejam conhecidos x(q) =
x ∈ Rnx e θ(q) = i ∈ Θ. Então, o “cost-to-go” associado
ao funcional (2) é definido por (Bertsekas, 1976, p. 65):

JN,q(u) =

N−1∑
n=q

E
[
x′nC

′(θn)C(θn)xn + u′nD
′
n(θn)Dn(θq)un

+ xNQ(θ(N))xN |xq = x, θq = i
]
. (6)

Note de (2) e (6) que JN (u) = JN,0(u).

Percebe-se que ao substituir (3) em (6), o custo em (6)
torna-se idêntico a

JN,q(u) =

N−1∑
n=q

E
[
x′nC

′(θn)C(θn)xn

+ x′nG
′
n(θn)D′n(θn)Dn(θq)Gn(θn)xn

+ xNQ(θ(N))xN |xq = x, θq = i
]
. (7)

A utilidade do “cost-to-go” em (6) ficará clara no resultado
que segue em breve. Antes define-se a seguir funções
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auxiliares Vn : Rnx × Θ → R+, n = 0, . . . , N, que serão
úteis na avaliação do custo em (7).

Seja Ān(i) = Aξn(i) +Bξn(i)Gn(i).

Considere:

Vn(xn, θn) = x′nPn(θn)xn + αn(θn), n = 0, . . . , N, (8)

para Gn(i), i = 1, . . . , nθ, n = 0, . . . , N − 1 satisfazendo
(3) matrizes Pn(i) que devem satisfazer a recorrência:

Pn(i) = C ′(i)C(i) +G′n(i)D′(i)D(i)Gn(i)

+ Ā′n(i)Ei(Pn+1)Ān(i), n = 0, . . . , N − 1,

αn(i) = Ei(αn+1)+

Tr {E′(i)Ei(Pn+1)E(i)Σ} n = 0, . . . , N − 1,

αN (i) = 0, PN (i) = Q(i), i = 1, . . . , nθ.

Lema 1. Seja q ∈ {0, ..., N} fixado. Assuma que o par
(θq, xq) é conhecido. Então é válida a seguinte igualdade

JN,q(u) = Vq(xq, θq). (9)

A demonstração do Lema 1 está dispońıvel em [Proposição
5, (Vargas et al., 2005)].

O próximo resultado mostra um modo de avaliar um
limitante superior para a função de custo intermediário
em (6) quando o seguinte problema é fact́ıvel.

Problema 2. Seja q ∈ {0, . . . , N−1} fixado. Sejam θq ∈ Θ,
xq ∈ Rnx e os ganhos Gq(i), . . . , GN−1(i) ∈ Rnu×nx dados.

Sejam P̂n(i) ∈ Sn+, α̂n(i) ∈ S+ variáveis; i = 1, . . . , nθ e
n = q, . . . , N − 1. Encontrar γq ≥ 0 tal que:

γq > x′qP̂q(θq)x(q) + α̂q(θq),

P̂n(i) > C ′(i)C(i) +G′n(i)D′(i)D(i)Gn(i)

+ Ā′n(i)Ei(P̂n+1)Ān(i), n = q, . . . , N − 1,

α̂n(i) > Ei(α̂n+1)

+ Tr
{
E′(i)Ei(P̂n+1)E(i)Σ

}
, n = q, . . . , N − 1,

P̂N (i) = Q(i), α̂N (i) = 0 , i = 1, . . . , nθ.

O próximo resultado será útil para dar suporte em como
solucionar o 2, sendo sua demonstração imediata.

Lema 3. Sejam θq ∈ Θ e xq ∈ Rnx dados para algum
q ∈ {0, . . . , n− 1}. Então,

γq > Vq(xq, θq) = JN,q(u). (10)

4. RESULTADO PRINCIPAL

O próximo teorema, apresenta a solução para o Pro-
blema 2.

Teorema 4. Sejam K0(i), . . . ,KN−1(i) ∈ Rnu×nx , ganhos
quaisquer dados, para todo i ∈ Θ. Se existirem matrizes

Pn(i) ∈ Sn+
x , Fn(i) ∈ Rnx×nx , Hn(i) ∈ Rny×ny , para todo

i ∈ Θ e para n = 1, . . . , N , matrizes Ln(i) ∈ Rnu×nx ,
Rn(i) ∈ Rnx×nx para n = 1, . . . , N −1 e existir um escalar
ρ de forma que:

x′0P̂0(i)x0 + α0(i) < ρ, (11)

α̂n(i) > Ei(α̂n+1) + Tr
{
E′(i)Ei(P̂n+1)E(i)Σ

}
, (12)

α̂N (i) = 0.

e tal que a LMI (13) (descrita em separado ao longo do
artigo) seja fact́ıvel, então Gn(i) = R−1

n (i)Ln(i) é um
ganho de controle dependente do modo. Além disso,

JN (u∗) < ρ. (14)

Demonstração. Suponha (13) fact́ıvel e multiplicando-a
por  I 0 0 (R−1

n (i)Ln(i)−Kn(i))′

0 I 0 0
0 0 I 0


pela esquerda e por sua transporta à direita, obtém-se a
equação (15) (descrita em separado ao longo do artigo).
Agora, multiplicando (15) por[
I A′`(i) +B`(i)R

−1
n (i)Ln(i) C(i) +D′(i)R−1

n (i)Ln(i)
]

pela esquerda e por sua transposta à direita, obtém-se:

P̂n(i) > (A`(i) +B`(i)Gn(i))′Ei(P̂n+1)(A`(i) +B`(i)Gn(i))

+ C ′(i)C(i) + (D(i)Gn(i))′(D(i)Gn(i)) (16)

em que Gn(i) = R−1
n (i)Ln(i).

Note que as desigualdades (11), (12) e (16) satisfazem o
Problema 2. Portanto, utilizando o resultado do Lema 3 a
demonstração está completa. 2

5. EXEMPLO NUMÉRICO

Nesta seção, o resultado apresentado no Teorema 4 é
ilustrado analisando um sistema linear com saltos Mar-
kovianos discreto no tempo com dois modos de operação,
para os parâmetros fixados:

Para o modo i = 1, as matrizes do sistema são dadas por:

A1(1) =

[
−0.9 0.3
0.1 −0.3

]
, A2(1) =

[
1.3 −1.8
−0.4 −0.5

]
,

B1(1) =

[
−1.9
0.8

]
, B2(1) =

[
1.1
−1.3

]
, E(1) =

[
1 0
0 1

]
,

C(1) =

[
0.01 0

0 0.01
0 0

]
, D(1) = [ 0 0 0.01 ] .

Para o modo i = 2, as matrizes do sistema são:

A1(2) =

[
0 −1.7
−0.5 −0.6

]
, A2(2) =

[
1.6 −0.7
−0.7 −1.2

]
,

B1(2) =

[
−1.1
−1.2

]
, B2(2) =

[
1.1
−1.7

]
, E(2) =

[
1 0
0 1

]
,

C(2) =

[
0.01 0

0 0.01
0 0

]
, D(2) = [ 0 0 0.01 ] .

A matriz de probabilidade de transição e a matriz de
covariância são dadas, respectivamente, por:

P =

[
0.99 0.01
0.02 0.98

]
, Σ =

[
0.1 0
0 0.1

]
.
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−P̂n(i) (A′`(i) +K ′n(i)B′`(i))Fn(i) (C ′(i) +K ′n(i)D′(i))Hn(i) L′n −K ′n(i)Rn

F ′n(i)(A`(i) +B`(i)Kn(i)) Ei(P̂n+1)− Fn(i)− F ′n(i) 0 F ′n(i)B`(i)
H ′n(i)(C(i) +D(i)Kn(i)) 0 I −Hn(i)−H ′n(i) H ′n(i)D(i)

Ln −RnKn(i) B′`(i)Fn(i) D′(i)Hn(i) −Rn −R′n

 < 0, (13)

para n = 1, . . . , N − 1; i = 1, . . . , nθ e ` = 1, . . . , nξ.

 −P̂n(i) (A′`(i) +B`(i)R
−1
n Ln)′Fn(i) (C(i) +D′(i)R−1

n Ln)′Hn(i)

Fn(A`(i) +B`(i)R
−1
n Ln) E(i)(P̂n+1)− Fn(i)− F ′n(i) 0

H ′n(i)(C(i) +D(i)R−1
n Ln) 0 I −Hn(i)−H ′n(i)

 < 0, (15)

para n = 1, . . . , N − 1; i = 1, . . . , nθ e ` = 1, . . . , nξ.
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Figura 1. Ganhos de realimentação de estados obtidos para
N = 200. Gn,1 = Gn,1(θ(n)) e Gn,2 = Gn,2(θ(n)).

O Teorema 4 exige que sejam dados os ganhos K1(1), . . . ,
KN (1),K1(2), . . . , KN (2). Neste exemplo em particular,
foram fixados os ganhos idênticos aos ganhos de Riccati
que podem ser encontrados em [Seção 2.4.1, pag. 26,
(Costa et al., 2006)]. Tais ganhos foram aplicados nas LMIs
(11), (12) e (13) com N = 200. As curvas obtidas foram
mostradas na Figura 1.

Observe que para a maioria dos estágios n, os ganhos
Gn,1(i) e Gn,2(i) tendem aos valores

Gn,1(1) ' −0.54, Gn,2(1) ' −0.72,

Gn,1(2) ' 0.24, Gn,2(2) ' −0.23.

Especula-se que o método LMI pode ser capaz de gerar
ganhos estacionários porém, investigação adicional é ne-
cessária.

Além disso, o valor obtido para ρ, que é o limitante
superior para o custo linear quadrático de horizonte finito
JN (u∗), é dado por 0.918441.

6. CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou uma solução subótima para
um problema de controle linear quadrático de tempo
finito de sistemas lineares com saltos Markovianos, com
parâmetros variantes no tempo e rúıdo aditivo. Ganhos de
realimentação dependentes do modo de Markov e do tempo
são calculados resolvendo um problema de otimização

por meio de desigualdades matriciais lineares dadas pelo
Teorema 4. Um simulação numérica foi mostrada para
ilustrar a efetividade do método proposto.
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