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FUNÇÃO DE LYAPUNOV FUZZY

Gustavo S. C. de Avellar∗, Leonardo A. Mozelli∗, Reinaldo M. Palhares †∗

∗Universidade Federal de Minas Gerais

Emails: {gustavoavellar, mozelli, palhares}@cpdee.com.br

Abstract— This paper presents a systematic approach to reduce conservatism in the stability analysis and
control design based on fuzzy Lyapunov functions. The technique consists in decouple the Lyapunov matrices
from the system matrices introducing extra degrees of freedom. Another benefit provided by this approach is to
establish, in a straightforward way, control design completely based on Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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Resumo— Neste trabalho é apresentado um método sistemático para reduzir o conservadorismo presente na
análise de estabilidade e na śıntese de controladores baseados em funções de Lyapunov fuzzy. A técnica consiste
em desacoplar as matrizes de Lyapunov das matrizes do sistema introduzindo novos graus de liberdade. Outro
benef́ıcio deste método é permitir obter uma estratégia de controle baseada completamente em Desigualdades
Matriciais Lineares (LMIs).

Palavras-chave— função de Lyapunov fuzzy, modelagem fuzzy Takagi-Sugeno (TS), desigualdades matriciais
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1 Introdução

Tradicionalmente a análise de estabilidade e śın-
tese de controladores para sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (TS) (Takagi e Sugeno, 1985) têm sido ba-
seadas na busca de uma função de Lyapunov qua-
drática (FLQ), condições propostas inicialmente
por Tanaka e Sugeno (1992). Essas condições po-
dem ser reescritas como desigualdades matriciais
lineares (LMIs, Linear Matrix Inequalities), que
podem ser resolvidas utilizando pacotes especia-
lizados para a solução de problemas de otimiza-
ção convexa (Gahinet et al., 1995; Löfberg, 2004).
Essa caracteŕıstica torna atrativo o desenvolvi-
mento de procedimentos para checar a estabili-
dade e projetar controladores fuzzy para sistemas
TS (Wang et al., 1996). No entanto, este procedi-
mento convencional, pode eventualmente não ser
fact́ıvel, especialmente no caso de um grande nú-
mero de regras (Tanaka et al., 1998) ou devido
ao conservadorismo embutido na análise. Devido
a estas dificuldades, inúmeras condições de esta-
bilidade mais relaxadas para serem utilizadas em
conjunto com a FLQ foram propostas na Litera-
tura (Teixeira et al., 2003; Fang et al., 2006; Mo-
zelli et al., 2007).

Em certas ocasiões, uma única função de Lya-
punov não é suficiente para a verificar a estabili-
dade do sistema TS, mesmo para um número de
regras pequeno. Uma forma de contornar este pro-
blema é encontrar uma FLQ para partições do es-
paço de estados que combinadas garantem a esta-
bilidade global do sistema (Cao et al., 1997; Jo-
hansson et al., 1999; Wang e Sun, 2005). Essa
abordagem é chamada de função de Lyapunov por
partes (FLP).

Um outro tipo de função de Lyapunov, de-

senvolvida por exemplo por Tanaka et al. (2003)
e chamada função de Lyapunov fuzzy (FLF),
consiste na combinação fuzzy de várias FLQ. Esse
tipo de abordagem ajuda a contornar um dos pro-
blemas encontrados nas FLP, que é a possibilidade
de haver descontinuidades nas fronteiras das parti-
ções. Isso ocorre pois a FLF é composta por uma
interpolação suave de uma quantidade de FLQs
igual ao número de regras do modelo TS. Um dos
problemas encontrados por Tanaka et al. (2003) é
a presença da derivada temporal das funções de
pertinência na derivada temporal das funções de
Lyapunov fuzzy. Para reescrever as condições de
estabilidade no formato de LMIs é preciso escolher
um limite superior para essa derivada, o que leva a
um certo conservadorismo. Outro problema dessa
abordagem é o fato que as condições de estabili-
zação são escritas na forma de desigualdades ma-
triciais bilineares (BMI, Bilinear Matrix Inequali-
ties), e reescritas como LMIs através de um artif́ı-
cio de completar quadrados, que pode introduzir
algum grau de conservadorismo, além de requerer
o ajuste de alguns parâmetros escalares. Por fim,
este método requer ainda, que a derivada tempo-
ral das funções de pertinência seja computada em
tempo real durante a ação de controle.

Para contornar estes problemas, Rhee e Won
(2006) propõem uma FLF alternativa cuja dife-
renciação no tempo não depende das funções de
pertinência e pode levar a condições de estabili-
dade e estabilização menos conservadoras que em
(Tanaka et al., 2003). Apesar da análise de estabi-
lidade em (Rhee e Won, 2006) ser feita através de
LMIs, a śıntese de controladores no entanto é ob-
tida por meio de uma descrição por BMIs. O pro-
cedimento apresentado para resolve-las é baseado



em um algoritmo com diversos passos e inclui a es-
colha de alguns parâmetros para a convergência,
o que torna a sua repetibilidade dif́ıcil.

Neste artigo, um dos principais objetivos é re-
duzir o conservadorismo encontrado em (Rhee e
Won, 2006). Isto é feito através de uma aborda-
gem sistemática para relaxar as condições de es-
tabilidade e estabilização de sistemas fuzzy cont́ı-
nuos. São introduzidas novas variáveis matriciais
de relaxação que permitem o desacoplamento das
matrizes de Lyapunov das matrizes do sistema.
Este tipo de estratégia foi utilizada com êxito
no contexto de sistemas com retardo no tempo
(Souza et al., 2007; Souza et al., 2008b; Souza
et al., 2008a). Então, as grandes contribuições
da estratégia proposta são a redução no conserva-
dorismo das condições de estabilidade em (Rhee e
Won, 2006) e, principalmente, permitir obter uma
nova estratégia mais relaxada completamente ba-
seada em LMIs para o projeto de controladores,
ao contrário da abordagem BMI apresentada por
Rhee e Won (2006). Em (Mozelli et al., 2008) uma
solução análoga é proposta para reduzir o conser-
vadorismo presente em (Tanaka et al., 2003).

Notação: O sobre-escrito “T ” indica a matriz
transposta; o sobre-escrito “−T ” indica a inversa
da matriz transposta; a notação “∗” é usada para
substituir termos transpostos em uma matriz si-
métrica; já diag(·) indica uma matriz diagonal.
Para maior simplificação adota-se:

3
∑

i<j

hij ⇔ h12 + h13 + h23.

2 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno

Considere o seguinte modelo fuzzy TS para siste-
mas dinâmicos não-lineares cont́ınuos Rhee e Won
(2006):

Regra i :

Se x1(t) é Mαi1

1 e xn(t) é Mαin
n

Então ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t)

(1)

Para este modelo, os estados x(t) são escolhi-
dos como variáveis premissas. Note que αij deter-
mina qual conjunto fuzzy, dentro daqueles basea-
dos na variável premissa xj(t), será utilizado no
antecedente da i-ésima regra. Para maiores de-
talhes desta notação, veja o trabalho de Rhee e
Won (2006). O modelo inferido a partir de (1) é:

ẋ(t) =

r
∑

i=1

βi(x(t))
{

Aix(t) +Biu(t)
}

(2)

onde βi(x(t)) são as funções de pertinência nor-

malizadas da seguinte forma:

0 ≤ βi(x(t)) ≤ 1,

r
∑

i=1

βi(z(t)) = 1, (i = 1, 2, . . . , r)

(3)
A função de Lyapunov fuzzy candidata utili-

zada neste artigo é dada por (Rhee e Won, 2006):

V (x(t)) = 2

∫

Γ(0,x)

f(ψ) · dψ, (4)

onde Γ(0, x) é o caminho da origem até o estado
atual e dψ é um vetor de deslocamento infinitesi-
mal. A função f(x(t)) é um vetor fuzzy, parame-
trizado de acordo com as mesmas regras que (3):

f(x(t)) =

r
∑

i=1

βi(x(t))Pix(t). (5)

Nota 1 Pi é definido da mesma forma que em
(Rhee e Won, 2006). Isto é, as matrizes Pi têm a
forma especial:

Pi , D0 +Di, (6)

sendo

D0 =











0 d12 · · · d1n

d12 0 · · · d2n

...
...

. . .
...

d1n d2n · · · 0











,

Di =











dαi1

11 0 · · · 0
0 dαi2

22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dαin

nn











.

Esta notação indica que somente os elemen-
tos de Di (elementos da diagonal de Pi) mudam
com as regras fuzzy. Os elementos da diagonal
são alterados de acordo com os conjuntos fuzzy na
premissa da regras Se-Então. Se uma variável
premissa pertencer ao mesmo conjunto fuzzy em
regras distintas, então os elementos da diagonal
relativos àquela variável serão iguais. Contudo,
seja xj(t) pertencente a conjuntos distintos nas
regras k e l. Os j-ésimos elementos da diagonal
de Dk e Dl (quais sejam d

αkj

jj e d
αlj

jj ) serão dife-
rentes.

Nota 2 Rhee e Won (2006) demonstraram
que (4) é uma função de Lyapunov se as matrizes
Pi possuem a estrutura apresentada em (6).

3 Novas Condições de Estabilidade

As novas condições de estabilidade para siste-
mas TS cont́ınuos serão enunciadas através do
Teorema abaixo. Estas condições visam redu-
zir o conservadorismo apresentado em (Rhee e
Won, 2006).



Teorema 1 O sistema fuzzy cont́ınuo (2) é está-
vel se existirem matrizes Pi simétricas, e matrizes
M1 e M2 quaisquer, que satisfaçam as seguintes
LMIs:

Pi ≻ 0 (i = 1, 2, . . . , r), (7)

Θi ≺ 0 (i = 1, 2, . . . , r), (8)

onde

Θi ,

[

−M1Ai −AT
i M

T
1 ∗

Pi −M2Ai +MT
1 M2 +MT

2

]

. (9)

Prova: Encontra-se no Apêndice. 2

4 Exemplo de Análise de Estabilidade

O exemplo a seguir é utilizado para demonstrar
como as condições propostas reduzem o conser-
vadorismo presente em abordagens baseadas em
FLQ (Tanaka e Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998;
Teixeira et al., 2003; Fang et al., 2006) e também
aquelas baseadas em FLF (Rhee e Won, 2006).
Neste exemplo, o sistema analisado possui três re-
gras

R1 : Se x1(t) é M1
1 Então ẋ(t) = A1x(t)

R2 : Se x1(t) é M2
1 Então ẋ(t) = A2x(t)

R3 : Se x1(t) é M3
1 Então ẋ(t) = A3x(t)

As matrizes locais são dadas por:

A1 =

[

0.00 a

−0.06 −1.00

]

, A2 =

[

0.00 1.00
−1.94 −1.00

]

,

A3 =

[

0.00 b

−0.50 −1.50

]

.

As matrizes de Lyapunov para este exemplo
devem ser montadas da seguinte forma:

P1 =

[

d1
11 p21

p21 p22

]

, P2 =

[

d2
11 p21

p21 p22

]

,

P3 =

[

d3
11 p21

p21 p22

]

.

pois há apenas uma variável premissa x1(t) que
pertence a um conjunto diferente em cada uma
das regras.

Os intervalos onde a estabilidade foi analisada
são a ∈ [−0.5, 5] e b ∈ [−1, 7].

A Figura 1 exibe o resultado obtido atra-
vés das abordagens baseadas em FLQ (Tanaka
e Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998; Teixeira
et al., 2003; Fang et al., 2006), onde os pares de
parâmetros a e b assinalados com ćırculos repre-
sentam sistemas estáveis. A Figura 2 exibe os re-
sultados obtidos através das abordagens baseadas
em FLF, sendo que os pares de parâmetros assina-
lados por ćırculos representam o resultado obtido
por Rhee e Won (2006) e os pares de parâmetros
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Figura 1: Área de estabilidade gerada pelas aborda-
gens baseada em função de Lyapunov quadrática.
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Figura 2: Regiões de estabilidade geradas pelas abor-
dagens baseadas em função de Lyapunov fuzzy.

assinalados por pontos representam o resultado do
Teorema 1.

É fácil constatar, através das Figuras 1 e 2 que
as abordagens através de FLQ são mais conserva-
doras que as abordagens baseadas em FLF. Par-
ticularmente analisando a Figura 2, nota-se facil-
mente que a abordagem proposta neste artigo e
apresentada no Teorema 1 é bem menos conserva-
dora que a abordagem proposta por Rhee e Won
(2006).

5 Novas Condições para Śıntese de

Controladores Fuzzy

Nesta seção será apresentado um novo procedi-
mento baseado em LMIs para a śıntese de contro-
ladores fuzzy. É utilizado o conceito de compen-
sação paralela distribúıda (CPD) (Tanaka e Su-
geno, 1992; Tanaka et al., 1998; Teixeira et al.,
2003; Fang et al., 2006; Rhee e Won, 2006), em
que o controlador baseia-se no mesmo conjunto
de regras (1) do modelo TS (2):

u(t) = −

r
∑

i=1

βi(x(t))Fix(t), (10)



onde Fi ∈ R
m×n são os ganhos locais.

Considerando a realimentação de esta-
dos (10), o modelo TS (2) em malha fechada é
descrito da forma:

ẋ(t) =

r
∑

i=1

r
∑

j=1

βi(x(t))βj(x(t)) {Ai −BiFj} x(t).

(11)
O próximo Teorema apresenta um procedi-

mento para śıntese de controladores que é intei-
ramente baseado em LMIs, ao contrário do pro-
cedimento apresentado por Rhee e Won (2006),
que é baseado em BMIs. Esse Teorema apresenta
condições suficientes para obtenção dos ganhos Fi

para estabilização do sistema em malha fechada
(11).

Teorema 2 Considere um escalar µ > 0 dado. O
sistema (11) é estabilizável via o controlador (10),
com ganhos locais dados por Fi = ST

i R
−T , se

existirem matrizes simétricas Ti, matrizes R, Si

quaisquer tais que as LMIs abaixo sejam fact́ıveis:

Ti ≻ 0 (i = 1, 2, . . . , r), (12)

Θ̃ii ≺ 0 (i = 1, 2, . . . , r), (13)

Θ̄ij ≺ 0 (i < j, i, j = 1, 2, . . . , r), (14)

sendo

Θ̃ij ,





θ̃
ij
11 ∗

θ̃
ij
21 θ̃

ij
22



 , Θ̄ij ,





θ̄
ij
11 ∗

θ̄
ij
21 θ̄

ij
22





Θ̃ij
11 , −AiR

T −RAT
i +BiS

T
j + SjB

T
i

Θ̃ij
21 , Ti − µ

(

AiR
T −BiS

T
j

)

+R

Θ̃ij
22 , µ

(

R+RT
)

Θ̄ij
11 , θ̃

ij
11 + θ̃

ji
11,

Θ̄ij
21 , θ̃

ij
21 + θ̃

ji
21,

Θ̄ij
22 , θ̃

ij
22 + θ̃

ji
22

Prova: Encontra-se no Apêndice. 2

6 Exemplo de Controle

Seja um sistema fuzzy TS formado por duas re-
gras:

A1 =

[

2 −10
2 0

]

, B1 =

[

1
1

]

,

A2 =

[

a −5
1 2

]

, B2 =

[

b

2

]

.

cujas funções de pertinência são:

h1(x1(t)) =







[1 − sen(x1(t))]/2 se |x1(t)| ≤ π/2,
0 se x1(t) > π/2,
1 se x1(t) < −π/2

h2(x1(t)) = 1 − h1(x1(t)).

O vetor de estados é dado por x(t) =
[x1(t) x2(t)]

T com a variável premissa sendo ape-
nas x1(t). O objetivo deste exemplo é obter os
ganhos do controlador fuzzy via CPD para que o
sistema seja estável com os parâmetros a = 2 e
b = 1. Os ganhos obtidos através da aplicação do
Teorema 2 foram:

F1 =
[

−2, 3117 11, 8192
]T
,

F2 =
[

−2, 3396 10.3267
]T
.

As matrizes de Lyapunov obtidas foram:

P1 =

[

30, 1806 −65, 0050
−65, 0050 207, 3002

]

,

P2 =

[

23, 3648 −65, 0050
−65, 0050 207, 3002

]

.

A Figura 3 mostra o retrato de fases do sis-
tema em malha fechada. Note que na Figura 3 as
setas convergem para um ponto de equiĺıbrio, no
caso, a origem, então o controlador projetado via
Teorema 2 estabiliza o sistema em malha fechada.
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Figura 3: Diagrama de fase do sistema em malha fe-
chada gerado pela abordagem proposta no Teorema 2.

7 Conclusões

Neste artigo foi proposto um método sistemático
para reduzir o conservadorismo presente em abor-
dagens apresentadas na Literatura. Além de atin-
gir este objetivo, foi posśıvel obter uma nova estra-
tégia mais relaxada e completamente baseada em
LMIs para o projeto de controladores, ao contrário
da estratégia FLF baseadas em BMIs.
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A Apêndice

Nesta seção será utilizada a seguinte notação:

βi(x(t)) ⇔ β̄i, x(t) ⇔ x̄

A relaxação das condições de estabilidade
e śıntese de controladores encontradas ao longo
deste texto se deve à aplicação do termo nulo
adaptado a sistemas TS, apresentado a seguir e
utilizado com sucesso em outro contexto em Souza
et al. (2007):

2
[

x̄TM1 + ˙̄xTM2

]

×
[

˙̄x−
r

∑

i=1

β̄iAix̄
]

= 0 (15)

Prova: [Teorema 1] Considere (7) e assuma (5)
como a função de Lyapunov candidata. Aplicando
a derivada de Lie:

V̇ (x̄) =

r
∑

i=1

β̄i

{

x̄TPi ˙̄x+ ˙̄xTPix̄
}

(16)

Adicionando (15) em (16) e utilizando o vetor
a seguir:

ξ(t) ,
[

x̄T ˙̄xT
]T
, (17)

obtém-se:

V̇ (x̄) =

r
∑

i=1

β̄iξ
T Θiξ, (18)

sendo Θi definido em (9). Se (8) é satisfeita, então
V̇ (x̄) < 0. Portanto, conclui-se da teoria de Lya-
punov que a estabilidade é garantida. 2

Prova: [Teorema 2] O resultado do Teorema 1
será utilizado como ponto de partida. Considere
(18) e substitua os termosAi em (9) pelas matrizes
em malha fechada Ai − BiFj . Assim, (18) pode
ser reescrito como:

V̇ (x̄) =

r
∑

i=1

r
∑

j=1

β̄iβ̄j ξ
T Λijξ (19)

=
r

∑

i=1

β̄2
i ξ

T Λiiξ +
r

∑

i<j

β̄iβ̄j ξ
T (Λij + Λji)ξ,

onde

Λij ,





λ
ij
11 ∗

λ
ij
21 λ

ij
22



 , (20)

sendo que

λ
ij
11 , −M1(Ai −BiFj) − (Ai −BiFj)

TMT
1 ,

λ
ij
21 , Ti −M2(Ai −BiFj) +MT

1 ,

λ
ij
22 , (M2 +MT

2 ). (21)

Considere agora o caso particular em que
M1 = M e M2 = µM , µ sendo um escalar. Pré

e pós-multiplicando (19) pelas matrizes não sin-
gulares diag(M−1,M−1) e diag(M−T ,M−T ), res-
pectivamente, tem-se:

V̇ (x̄) =

r
∑

i=1

β̄2
i ξ

T Γiiξ +

r
∑

i<j

β̄iβ̄j ξ
T (Γij + Γji)ξ,

(22)
onde

Γij ,





γ
ij
11 ∗

γ
ij
21 γ

ij
22



 , (23)

sendo que

γ
ij
11 , −(Ai −BiFi)M

−T −M−1(Ai −BiFi)
T ,

γ
ij
21 , M−1TiM

−T − µ(Ai −BiFi)M
−T +M−1,

γ
ij
22 , µ(M−T +M−1). (24)

A imposição M2 +MT
2 ≺ 0 na diagonal de (8)

garante que M2 não é singular, por isso é posśıvel
obter (22). Para garantir a estabilidade de (11)
é necessário que Γii ≺ 0 e (Γij + Γji) ≺ 0. Para
converter essas inequações em LMIs, as mudanças
de variável linearizantes a seguir são empregadas:

R , M−1, Ti , RPiR
T , Sj , RFT

j . (25)

Uma transformação de congruência também
deve ser aplicada à desigualdade (12), pré e pós-
multiplicando-a por M−1 e M−T , respectiva-
mente, e aplicando em seguida (25). Dessa forma,
as LMIs (12) a (14) serão obtidas. Por fim, caso
as LMIs (13) e (14) sejam satisfeitas, garante-se
que o sistema TS em malha fechada (11) será as-
sintóticamente estável e os ganhos estabilizantes
serão dados por Fi = ST

i R
−T . 2

Nota 3 Introduzir o escalar µ na demonstração
do Teorema 2 se faz necessário para que (12)-(14)
se tornem LMIs. Este escalar pode ser consi-
derado como um parâmetro de ajuste, cuja es-
colha determina se o conjunto de LMIs será fact́ı-
vel. Este escalar pode ser dado a priori ou obtido
de forma sistemática utilizando algum método de
busca unidimensional.
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