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Abstract— This paper presents a systematic approach to reduce conservatism in the stability analysis and
control design based on fuzzy Lyapunov functions. The technique consists in decouple the Lyapunov matrices
from the system matrices introducing extra degrees of freedom. Another benefit provided by this approach is to
establish, in a straightforward way, control design completely based on Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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Resumo— Neste trabalho é apresentado um método sistematico para reduzir o conservadorismo presente na
andlise de estabilidade e na sintese de controladores baseados em fungées de Lyapunov fuzzy. A técnica consiste
em desacoplar as matrizes de Lyapunov das matrizes do sistema introduzindo novos graus de liberdade. Outro
beneficio deste método é permitir obter uma estratégia de controle baseada completamente em Desigualdades

Matriciais Lineares (LMIs).
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1 Introducao

Tradicionalmente a andlise de estabilidade e sin-
tese de controladores para sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (TS) (Takagi e Sugeno, 1985) tém sido ba-
seadas na busca de uma fungao de Lyapunov qua-
dratica (FLQ), condigbes propostas inicialmente
por Tanaka e Sugeno (1992). Essas condigoes po-
dem ser reescritas como desigualdades matriciais
lineares (LMIs, Linear Matrix Inequalities), que
podem ser resolvidas utilizando pacotes especia-
lizados para a solucao de problemas de otimiza-
¢ao convexa (Gahinet et al., 1995; Lotberg, 2004).
Essa caracteristica torna atrativo o desenvolvi-
mento de procedimentos para checar a estabili-
dade e projetar controladores fuzzy para sistemas
TS (Wang et al., 1996). No entanto, este procedi-
mento convencional, pode eventualmente nao ser
factivel, especialmente no caso de um grande nu-
mero de regras (Tanaka et al., 1998) ou devido
ao conservadorismo embutido na andlise. Devido
a estas dificuldades, iniimeras condicoes de esta-
bilidade mais relaxadas para serem utilizadas em
conjunto com a FLQ foram propostas na Litera-
tura (Teixeira et al., 2003; Fang et al., 2006; Mo-
zelli et al., 2007).

Em certas ocasioes, uma tinica funcao de Lya-
punov nao ¢ suficiente para a verificar a estabili-
dade do sistema TS, mesmo para um ntmero de
regras pequeno. Uma forma de contornar este pro-
blema é encontrar uma FLQ para partigoes do es-
paco de estados que combinadas garantem a esta-
bilidade global do sistema (Cao et al., 1997; Jo-
hansson et al., 1999; Wang e Sun, 2005). Essa
abordagem é chamada de fungao de Lyapunov por
partes (FLP).

Um outro tipo de fungao de Lyapunov, de-

senvolvida por exemplo por Tanaka et al. (2003)
e chamada fungdo de Lyapunov fuzzy (FLF),
consiste na combinagao fuzzy de varias FLQ. Esse
tipo de abordagem ajuda a contornar um dos pro-
blemas encontrados nas FLP, que ¢é a possibilidade
de haver descontinuidades nas fronteiras das parti-
coes. Isso ocorre pois a FLF é composta por uma
interpolacao suave de uma quantidade de FLQs
igual ao nimero de regras do modelo TS. Um dos
problemas encontrados por Tanaka et al. (2003) é
a presenca da derivada temporal das fungoes de
pertinéncia na derivada temporal das fungoes de
Lyapunov fuzzy. Para reescrever as condigoes de
estabilidade no formato de LMIs é preciso escolher
um limite superior para essa derivada, o que leva a
um certo conservadorismo. Qutro problema dessa
abordagem é o fato que as condigoes de estabili-
zagao sao escritas na forma de desigualdades ma-
triciais bilineares (BMI, Bilinear Matrix Inequali-
ties), e reescritas como LMIs através de um artifi-
cio de completar quadrados, que pode introduzir
algum grau de conservadorismo, além de requerer
o ajuste de alguns parametros escalares. Por fim,
este método requer ainda, que a derivada tempo-
ral das funcoes de pertinéncia seja computada em
tempo real durante a acao de controle.

Para contornar estes problemas, Rhee e Won
(2006) propoem uma FLF alternativa cuja dife-
renciacao no tempo nao depende das funcoes de
pertinéncia e pode levar a condicoes de estabili-
dade e estabilizacao menos conservadoras que em
(Tanaka et al., 2003). Apesar da andlise de estabi-
lidade em (Rhee e Won, 2006) ser feita através de
LMIs, a sintese de controladores no entanto é ob-
tida por meio de uma descricao por BMIs. O pro-
cedimento apresentado para resolve-las é baseado



em um algoritmo com diversos passos e inclui a es-
colha de alguns parametros para a convergéncia,
o que torna a sua repetibilidade dificil.

Neste artigo, um dos principais objetivos é re-
duzir o conservadorismo encontrado em (Rhee e
Won, 2006). Isto ¢ feito através de uma aborda-
gem sistematica para relaxar as condigoes de es-
tabilidade e estabilizagao de sistemas fuzzy conti-
nuos. Sao introduzidas novas varidveis matriciais
de relaxagao que permitem o desacoplamento das
matrizes de Lyapunov das matrizes do sistema.
Este tipo de estratégia foi utilizada com éxito
no contexto de sistemas com retardo no tempo
(Souza et al., 2007; Souza et al., 2008b; Souza
et al., 2008a). Entao, as grandes contribuigoes
da estratégia proposta sao a redugao no conserva-
dorismo das condigoes de estabilidade em (Rhee e
Won, 2006) e, principalmente, permitir obter uma
nova estratégia mais relaxada completamente ba-
seada em LMIs para o projeto de controladores,
ao contrario da abordagem BMI apresentada por
Rhee e Won (2006). Em (Mozelli et al., 2008) uma
solucao andaloga é proposta para reduzir o conser-
vadorismo presente em (Tanaka et al., 2003).

Notacdo: O sobre-escrito “T” indica a matriz
transposta; o sobre-escrito “—7"” indica a inversa
da matriz transposta; a notagao “x” é usada para
substituir termos transpostos em uma matriz si-
métrica; ji4 diag(-) indica uma matriz diagonal.
Para maior simplificagao adota-se:

3
Z hij < hig + hig + hos.

i<j
2 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno
Considere o seguinte modelo fuzzy TS para siste-

mas dinamicos ndo-lineares continuos Rhee e Won

(2006):

REGRA i :
SE x1(t) é My e xp(t) 6 M2 (1)
ENTAO I(t) = AiI(t) + Biu(t)

Para este modelo, os estados x(t) sdo escolhi-
dos como varidveis premissas. Note que «;; deter-
mina qual conjunto fuzzy, dentro daqueles basea-
dos na varidvel premissa x;(t), serd utilizado no
antecedente da i-ésima regra. Para maiores de-
talhes desta notacao, veja o trabalho de Rhee e
Won (2006). O modelo inferido a partir de () é:

i(t) = Y B@(){Aa(®) + Bu®)]  (2)

onde §;(z(t)) sdo as fungdes de pertinéncia nor-

malizadas da seguinte forma:

0= Bi@®) <1, 3 Bi=() =1, (1 =1,2,....7)
- 3)

A funcao de Lyapunov fuzzy candidata utili-
zada neste artigo é dada por (Rhee e Won, 2006):

V@a»:2/ FW)-dv, (@)

T'0,z)

onde T'(0,z) é o caminho da origem até o estado
atual e di é um vetor de deslocamento infinitesi-
mal. A funcdo f(x(¢)) é um vetor fuzzy, parame-
trizado de acordo com as mesmas regras que (3)):

fat) = 3 Ba)Pa®.  (5)

Nota 1 P; € definido da mesma forma que em
(Rhee e Won, 2006). Isto é, as matrizes P; tém a
forma especial:

P, £ Do+ Dy, (6)
sendo
0 diz -+ din
dizo 0 - doy
Dy=| . . s
dln d2n e 0
s 8 .. 0
ML
0 0 - don

Esta notacdo indica que somente os elemen-
tos de D; (elementos da diagonal de P;) mudam
com as regras fuzzy. Os elementos da diagonal
sao alterados de acordo com os conjuntos fuzzy na
premissa da regras SE-ENTAO. Se uma varidvel
premissa pertencer ao mesmo conjunto fuzzy em
regras distintas, entdo os elementos da diagonal
relativos aquela varidvel serao iguais. Contudo,
seja x;(t) pertencente a conjuntos distintos nas
regras k e l. Os j-ésimos elementos da diagonal
de Dy e Dy (quais sejam d?;“j e d;X]”) serdo dife-
rentes.

Nota 2 Rhee e Won (2006) demonstraram
que [4) é uma funcdo de Lyapunov se as matrizes
P; possuem a estrutura apresentada em (0).

3 Novas Condigoes de Estabilidade

As novas condicoes de estabilidade para siste-
mas TS continuos serao enunciadas através do
Teorema abaixo. Estas condi¢oes visam redu-
zir o conservadorismo apresentado em (Rhee e
Won, 2006).



Teorema 1 O sistema fuzzy continuo [3) € estd-
vel se existirem matrizes P; simétricas, e matrizes
My e Ms quaisquer, que satisfacam as sequintes
LMIs:

P >0 (i=1,2,...,7), (7)
0, <0 (t=1,2,...,7), (8)
onde
PP — MaA; + ML Mo+ MI|C
Prova: Encontra-se no Apéndice. a

4 Exemplo de Anailise de Estabilidade

O exemplo a seguir é utilizado para demonstrar
como as condicoes propostas reduzem o conser-
vadorismo presente em abordagens baseadas em
FLQ (Tanaka e Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998;
Teixeira et al., 2003; Fang et al., 2006) e também
aquelas baseadas em FLF (Rhee e Won, 2006).
Neste exemplo, o sistema analisado possui trés re-
gras

R1 : SE xl(t) é Mll
Ry : SE x1(t) é M3
Rs: SEx(t) é M3

ENTAO #(t) = A12(t)
ENTAO (t) = Asx(t)
ENTAO #(t) = Asx(t)

As matrizes locais sao dadas por:

Alz[o.oo a }7142:[0.00 1.00}7

—0.06 —1.00 —-1.94 —1.00
0.00 b
As = [—0.50 —1.50} '

As matrizes de Lyapunov para este exemplo
devem ser montadas da seguinte forma:

P, = dh P21 P, = d%1 P21
P21 pa2|’ P21 pa2)|’

P3: dfl D21 )
P21 P22

pois hé apenas uma varidvel premissa x1(t) que
pertence a um conjunto diferente em cada uma
das regras.

Os intervalos onde a estabilidade foi analisada
sdo a € [-0.5,5] e b € [—1,7].

A Figura [0 exibe o resultado obtido atra-
vés das abordagens baseadas em FLQ (Tanaka
e Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998; Teixeira
et al., 2003; Fang et al., 2006), onde os pares de
parametros a e b assinalados com circulos repre-
sentam sistemas estdveis. A Figura [l exibe os re-
sultados obtidos através das abordagens baseadas
em FLF, sendo que os pares de parametros assina-
lados por circulos representam o resultado obtido
por Rhee e Won (2006) e os pares de pardmetros
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Figura 1: Area de estabilidade gerada pelas aborda-
gens baseada em fungdo de Lyapunov quadrética.
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Figura 2: Regides de estabilidade geradas pelas abor-
dagens baseadas em funcao de Lyapunov fuzzy.

assinalados por pontos representam o resultado do
Teorema, [I1

E f4cil constatar, através das Figuras@e2 que
as abordagens através de FLQ sao mais conserva-
doras que as abordagens baseadas em FLF. Par-
ticularmente analisando a Figura 2l nota-se facil-
mente que a abordagem proposta neste artigo e
apresentada no Teorema[Ilé bem menos conserva-
dora que a abordagem proposta por Rhee e Won
(2006).

5 Novas Condigoes para Sintese de
Controladores Fuzzy

Nesta secao serd apresentado um novo procedi-
mento baseado em LMIs para a sintese de contro-
ladores fuzzy. E utilizado o conceito de compen-
sagao paralela distribuida (CPD) (Tanaka e Su-
geno, 1992; Tanaka et al., 1998; Teixeira et al.,
2003; Fang et al., 2006; Rhee e Won, 2006), em
que o controlador baseia-se no mesmo conjunto
de regras () do modelo TS ([@):

u(t) = — Z Bi(x(t)) Fiz(t), (10)



onde F; € R™*™ s30 os ganhos locais.

Considerando a realimentacao de esta-
dos ([I{), o modelo TS (@) em malha fechada é
descrito da forma:

i(t) =Y Bila()Bi(w(t)) {Ai = BiFj} a(t).

i=1 j=1
(11)
O proximo Teorema apresenta um procedi-
mento para sintese de controladores que ¢é intei-
ramente baseado em LMIs, ao contrario do pro-
cedimento apresentado por Rhee e Won (2006),
que é baseado em BMIs. Esse Teorema apresenta
condigoes suficientes para obtengao dos ganhos F;
para estabilizacao do sistema em malha fechada

.

Teorema 2 Considere um escalar pn > 0 dado. O
sistema (L)) € estabilizdvel via o controlador (I0),
com ganhos locais dados por F; = SIR™T, se
existirem matrizes simétricas T;, matrizes R, S;
quaisquer tais que as LMIs abaixo sejam factiveis:

T, -0 (i=1,2,...,7), (12)
Q<0 (i=1,2,...,r), (13)
ézj_<0 (Z<.77 Za]:172577")7 (14)
sendo
o = o =
A A s A
@1‘7 - . . 9 @1‘7 - . .
031 03 031 03
oy, & —AR"—RAT +B;ST +5;B]
ey = T,—pu(AR"-B;ST)+R
65]2 2 p (R + RT)
oy £ 0+,
O5 = 05 +0%,
©x = O+ 05
Prova: Encontra-se no Apéndice. a

6 Exemplo de Controle

Seja um sistema fuzzy TS formado por duas re-

gras:
2 -10 1
Al = |:2 0 :| )Bl = |:1:| Y

a —5 b
b Sl
cujas fungoes de pertinéncia sao:
[1—sen(a1(£)]/2 se [21(t)] < /2,

hi(z1(t)) = 0 se z1(t) > 7/2,
1 se z1(t) < —m/2

ha(1(t) = 1 — ha(21(0)).

O vetor de estados é dado por z(t) =
[1(t) 22(t)]T com a varidvel premissa sendo ape-
nas x1(t). O objetivo deste exemplo é obter os
ganhos do controlador fuzzy via CPD para que o
sistema seja estavel com os parametros a = 2 e
b = 1. Os ganhos obtidos através da aplicagao do
Teorema [2] foram:

F =
F, =

[—2,3117 11,8192]"
[-2,3396 10.3267]" .

As matrizes de Lyapunov obtidas foram:

P _ [ 30,1806  —65,0050
L7 |=65,0050 207,3002]"

b _ [ 23,3648 —65,0050
2 T |-65,0050 207,3002|

A Figura [3 mostra o retrato de fases do sis-
tema em malha fechada. Note que na Figura[3] as
setas convergem para um ponto de equilibrio, no
caso, a origem, entao o controlador projetado via
Teorema [ estabiliza o sistema em malha fechada.
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Figura 3: Diagrama de fase do sistema em malha fe-
chada gerado pela abordagem proposta no Teorema 2}

7 Conclusoes

Neste artigo foi proposto um método sistemaético
para reduzir o conservadorismo presente em abor-
dagens apresentadas na Literatura. Além de atin-
gir este objetivo, foi possivel obter uma nova estra-
tégia mais relaxada e completamente baseada em
LMIs para o projeto de controladores, ao contrario
da estratégia FLF baseadas em BMIs.
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A Apéndice
Nesta secao sera utilizada a seguinte notacgao:
ﬁz(I(t)) = Bi, $(t) ST

A relaxagdo das condigoes de estabilidade
e sintese de controladores encontradas ao longo
deste texto se deve a aplicacao do termo nulo
adaptado a sistemas TS, apresentado a seguir e
utilizado com sucesso em outro contexto em Souza
et al. (2007):

277 M, +:iTM2} x {:z . i@A@} =0 (15)
=1

Prova: [Teorema [I] Considere () e assuma (&)
como a fung¢ao de Lyapunov candidata. Aplicando
a derivada de Lie:

V(z) = Z G {z" Pz +i" Pz} (16)

Adicionando ([IT) em (I6) e utilizando o vetor
a seguir:

g2 [z7 @7, (17)
obtém-se:
V(z) =Y B0, (18)
=1

sendo ©; definido em (@). Se (§) ¢ satisfeita, entao
V(z) < 0. Portanto, conclui-se da teoria de Lya-
punov que a estabilidade é garantida. O

Prova: [Teorema [2] O resultado do Teorema [I]
sera utilizado como ponto de partida. Considere
([I8) e substitua os termos A; em (@) pelas matrizes
em malha fechada A; — B;F;. Assim, (I8) pode
ser reescrito como:

SN BB €7 A€ (19)

V(z) =
i=1 j=1
T B T o
= D BN+ BiBy € (Aij + M),
i=1 i<j
onde
)‘?1 *
N (20)
A A
sendo que
N 2 —M(A; — BiF}) — (A; — B;F;))" M,

A3y & T, — My(A; — BiFy) + MY,
Ah & (M + M7). (21)

Considere agora o caso particular em que
My = M e My = uM, u sendo um escalar. Pré

e pés-multiplicando (I9)) pelas matrizes nao sin-
gulares diag(M~*, M—1) e diag(M =T, M~T), res-
pectivamente, tem-se:

V(@)=Y 87 "Tut+ > BB €1 (Ti; +T5)5,
=1

1<J
(22)
onde
moo*
ry=1 | (23)
Vo Ve
sendo que
W & = (A — BiF,)M™" — MY (4; - B;F})",
v & MM — (A - BIF)M ™+ MY
22 p(MT MY, (24)

A imposicdo My + MJ < 0 na diagonal de ()
garante que M> nao é singular, por isso é possivel
obter ([22Z). Para garantir a estabilidade de (IIJ)
¢ necessério que I';; < 0 e (I';; + ;) < 0. Para
converter essas inequacoes em LMIs, as mudancas
de varidvel linearizantes a seguir sao empregadas:

REM™', T,2 RPR", S; £ RF'.  (25)

Uma transformacao de congruéncia também
deve ser aplicada & desigualdade (I2), pré e pds-
multiplicando-a por M~' e M~T, respectiva-
mente, e aplicando em seguida (25]). Dessa forma,
as LMIs (I2) a ([I4) serdo obtidas. Por fim, caso
as LMIs ([I3) e ([Id) sejam satisfeitas, garante-se
que o sistema TS em malha fechada (II]) serd as-
sintéticamente estavel e os ganhos estabilizantes
serdao dados por F; = STR™T. |

Nota 3 Introduzir o escalar p na demonstracao
do Teoremal2 se faz necessdrio para que (12)-(T4)
se tornem LMIs. FEste escalar pode ser consi-
derado como um parametro de ajuste, cuja es-
colha determina se o conjunto de LMIs serd facti-
vel. Este escalar pode ser dado a priori ou obtido
de forma sistemdtica utilizando algum método de
busca unidimensional.
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