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Abstract— This paper addresses the stability analysis and controller design problems for continuous Takagi-
Sugeno fuzzy systems via the fuzzy Lyapunov function and Linear Matrix Inequalities (LMIs). The main goal is
to reduce the conservatism in earlier approaches by applying a systematic technique which allows to decouple the
system matrices from the Lyapunov matrices, introducing new degree of freedom. Besides the improvement for
stability conditions, other benefit provided by this approach is to attain a fuzzy controller design entirely based
on LMIs.
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Resumo— Este trabalho aborda questdes de andlise de estabilidade e de sintese de controladores em sistemas
fuzzy Takagi-Sugeno continuos segundo a fungéo de Lyapunov fuzzy e desigualdades matriciais lineares (LMIs).
O objetivo é reduzir o conservadorismo presente em abordagens anteriores por meio de uma técnica sistematica
que permite o desacoplamento das matrizes do sistema com relagdo as matrizes de Lyapunov, introduzindo novos
graus de liberdade. Além da melhoria nas condiges de estabilidade, outra contribui¢do promovida por essa
abordagem é a formulacdo de um procedimento de sintese de controladores fuzzy completamente baseado em

LMIs.
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1 Introducao

O grande interesse pela abordagem fuzzy Takagi-
Sugeno (TS) (Takagi e Sugeno, 1985) para mo-
delagem e controle de sistemas dinamicos nao-
lineares, justifica-se pela conciliacao da flexibili-
dade da ldgica fuzzy com o formalismo matema-
tico presente na teoria de sistemas lineares e nao-
lineares. Segundo esse método de inferéncia, um
conjunto de regras fuzzy aproxima uma dinamica
nao-linear global como uma combinacao de mo-
delos lineares, tomados localmente e interpolados
através de funcoes de pertinéncia.

A abordagem padrao para andlise de esta-
bilidade e sintese de controladores para sistemas
TS consiste em escolher uma fungao de Lyapunov
quadrética (FLQ) que verifica certas condigoes su-
ficientes, apresentadas originalmente em (Tanaka
e Sugeno, 1992). Todavia, em (Tanaka e Su-
geno, 1992) nao hd um procedimento construtivo
para sintese de controladores, mas uma estraté-
gia que consiste em projetar ganhos para os mo-
delos locais e verificar, segundo algum critério, a
estabilidade do sistema global em malha fechada.
Com o advento de técnicas eficientes de otimiza-
¢ao convexa e a possibilidade de reescrever algu-
mas condigoes de estabilidade como desigualdades
matriciais lineares ou LMIs (acronimo para Linear
Matriz Inequalities), o panorama foi modificado,
permitindo o desenvolvimento de procedimentos
sistemdticos, como em (Wang et al., 1996).

A exigéncia de uma tunica funcdo quadra-
tica para garantir condigoes suficientes mostra-se

conservadora, principalmente na presenca de mui-
tas regras (Tanaka et al., 1998). Em (Tanaka
et al., 1998) e também em trabalhos subseqiientes
(veja mais recentemente Teixeira et al., 2003; Fang
et al., 2006; Mozelli et al., 2007), buscou-se redu-
zir o conservadorismo existente no uso da FLQ.
Contudo, mostra-se em (Johansson et al., 1999)
que para certos sistemas com nao-linearidades de
alto grau uma fungdo de Lyapunov unica pode
nao existir. Tendo em vista essa desvantagem,
uma alternativa disponivel consiste nas chama-
das fungdes de Lyapunov multiplas (FLM). Em
(Cao et al., 1997; Johansson et al., 1999; Wang e
Sun, 2005) o enfoque é voltado para a chamada
funcao de Lyapunov por partes (FLP), composta
por um conjunto de fungoes de Lyapunov quadra-
ticas vdlidas em dominios compactos (ou parti-
¢oes) do espaco de estados e cuja quantidade pode
ou nao ser igual ao nimero de regras do modelo.
Um dos problemas com FLPs (Cao et al., 1997) é
a possibilidade de haver descontinuidades da fun-
¢ao nas fronteiras das partigoes, sendo necessario
o uso de condigdes de fronteira. Em (Johansson
et al., 1999) apresenta-se uma solucdo diferente,
onde garante-se a continuidade por meio de restri-
¢oes adicionais nas LMIs, usando as chamadas ma-
trizes de continuidade (Tognetti e Oliveira, 2006).

Outro tipo de FLM é apresentada para sis-
temas continuos em (Tanaka et al., 2003), identi-
ficada como fungao de Lyapunov fuzzy (FLF), e
também em (Guerra e Vermeiren, 2004), porém
para sistemas discretos e com a denominacao de
funcao de Lyapunov nao-quadratica. Tal fungao



consiste em uma combinagao fuzzy de fungoes de
Lyapunov quadraticas, da mesma maneira reali-
zada na obtencao do modelo TS. Ao contrario da
FLP, na qual em cada partigao apenas uma fun-
¢ao é valida, a FLF é composta pela interpola-
¢do suave (as fungdes de pertinéncia devem ser
ao menos C') de uma quantidade de funcoes de
Lyapunov igual ao niimero de regras do modelo
TS. Da forma pela qual sao concebidas, tanto a
FLF quanto sua derivada temporal sao continuas.
Devido a redugao do conservadorismo promovido
pela FLF muitos resultados foram obtidos, prin-
cipalmente para sistemas discretos (veja mais re-
centemente Zhou et al., 2007; Wu e Zhang, 2007).

Neste trabalho, um dos objetivos principais
é reduzir o conservadorismo existente na abor-
dagem proposta em (Tanaka et al., 2003), atra-
vés da adaptagao, ao contexto de sistemas TS,
de uma abordagem sistematica aplicada com su-
cesso a sistemas com retardo no tempo (Souza
et al., 2007; Souza et al., 2008). O procedimento
conduz a novas condicoes de estabilidade nas quais
as matrizes de Lyapunov estdao desacopladas das
matrizes do sistema, agregando novas varidveis
matriciais. Outra contribui¢ao é um procedimento
para sintese de controladores fuzzy baseado em
LMIs, que visa ser menos conservador que aquele
proposto por Tanaka et al. (2003), baseado em
desigualdades matriciais bilineares ou BMIs (Bi-
linear Matriz Inequalities) reescritas como LMIs
através do completamento de quadrados. Em
(de Avellar et al., 2008) uma solugdo andloga é
proposta para reduzir o conservadorismo presente
em outro tipo de fungao de Lyapunov fuzzy.

Notagao: O sobre-escrito “T” indica a ma-
triz transposta; o sobre-escrito “—7"” indica a in-
versa da matriz transposta; a notagao “x” é usada
para substituir termos transpostos em uma ma-
triz simétrica; j& diag(-) indica uma matriz diago-
nal. Para maior simplificacado as seguintes nota-
¢oes também sao adotadas:

3
hi(z(t)) & hi, 2(t) & z, Zhij < hia+his+hs

i<j
2 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno

Serao considerados sistemas dinamicos nao-
lineares continuos que admitem o modelo fuzzy
Takagi-Sugeno (TS) (Tanaka et al., 1998; Teixeira
et al., 2003; Tanaka et al., 2003; Fang et al., 2006;
Tognetti e Oliveira, 2006):

#(t) = Z hi(z(1)) {Ai(t) + Biu@®)}, (1)

sendo z(t) € R™ o vetor de estados; u(t) € R™
a entrada de controle; A; € R"*" e B; € R">*™
sao matrizes dos sistemas locais. i = 1,2,...,7 é
a quantidade de regras; z(t) € RP séo as varidveis

premissas; h;(z(t)) é a ponderacdo normalizada
para cada regra, representando o grau de perti-
néncia, tal que:

hi(2(£) >0 (i=1,2,...,r), S0 hi(2(t)) = 1. (2)

A funcdo de Lyapunov candidata adotada
neste trabalho, conhecida como fungao de Lyapu-
nov fuzzy (FLF) (Tanaka et al., 2003), é dada por:

V(a(t) = 3iy hi(z()2" () Pa(t)  (3)

Tal fungao compartilha as mesmas fungoes de

pertinéncia e regras utilizadas na sintese do mo-

delo TS em (). Outra restrigdo necessdria é que

as fungoes de pertinéncia h;(z(t)) sejam suaves,

i.e., sejam ao menos Cy, para garantir que a deri-
vada temporal de () seja continua.

3 Novas Condigoes de Estabilidade

Novas condigoes de estabilidade para sistemas T'S
continuos serao enunciadas através de um Teo-
rema. Tais condigbes buscam reduzir o conser-
vadorismo presente em (Tanaka et al., 2003).

Teorema 1 Considere que h;(z(t)) € C e:

| (2(8))] < @, (4)

sendo ¢, > 0 (p = 1,2,...,r —1). O sistema
TS continuo ([dl) é estdvel se existirem matrizes
simétricas P; e matrizes quaisquer My e My que
satisfacam as LMIs a sequir:

P00 (i=1,2,...,1), (5)
=, <0 (i:1,2,...,7“), (6)
P, > P, (p=1,2,...,r=1), (7)
onde
= A P¢*M1A17A?M1T * (8)
=T | P— MyA; + MT My + ME|”
e ainda
r—1
P¢ézp:1¢p(Pp_Pr)- 9)
Prova: Encontra-se no Apéndice. O

Nota 1 As desigualdades (3)-(7) serdo de fato
LMIs caso os escalares ¢, sejam dados. Tais pa-
rametros estao associados com o limite mdximo
para a deriwada temporal das funcoes de perti-
néncia e devem ser estabelecidos a priori (Tanaka
et al., 2003).

4 Exemplo de Anélise de Estabilidade

Por meio de um exemplo numérico ilustra-se como
as novas condigoes propostas reduzem o conserva-
dorismo presente em abordagens via FLQ (Tanaka
e Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998; Teixeira
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Figura 1: Abordagens com FLQ.
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Figura 2: Abordagens com FLF: |h;(z(t))| < 0, 85.
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Figura 3: Abordagens com FLF: |h;(z(t))| < 1, 50.

et al., 2003; Fang et al., 2006) e também via FLF
(Tanaka et al., 2003). O sistema TS analisado
possui 4 regras e as matrizes locais sao dadas por:

A1=H _aﬂ’ AQ:{%<3b42> %<3a44>]’

-3 —4 -2 —4
A = [%(21)3) %(2(16)] o Aa= [ b 2] '

A estabilidade desse sistema foi investigada
em um espac¢o paramétrico que abrangeu a €
[—15,0] e b € [0,300]. Neste exemplo considera-se
dois valores para o limite da derivada temporal da
funcao de pertinéncia: 0,85 e 1,50.

A Figura [ exibe o resultado obtido pelas
abordagens baseadas em FLQ, na qual os pares
de parametros assinalados com circulos correspon-
dem a sistemas estdveis. J4 as Figuras 2 e [3] mos-
tram os resultados obtidos com as abordagens via
FLF. Os circulos denotam o resultado obtido se-
gundo (Tanaka et al., 2003) enquanto os pontos
representam o resultado do Teorema [l

A andlise das Figuras[IaBlrevela que as abor-
dagens baseadas em FLF sao bem menos conser-
vadoras que as abordagens FLQ. Nota-se também
que a regiao de estabilidade obtida pela FLF de-
pende do valor atribuido como limitante para a de-
rivada temporal das fungoes de pertinéncia. A me-
dida que se admite um limite maior, a regiao para-
métrica diminui, seja usando (Tanaka et al., 2003)

ou usando o Teorema [II Todavia, os resultados
menos conservadores foram alcancados via o Teo-
rema [Il pois nota-se (Figuras Pl e [3) que a mar-
gem de estabilidade via (Tanaka et al., 2003) estd
sempre inclusa no resultado do Teorema [Il

5 Novas Condigoes para Sintese de
Controladores Fuzzy

Com base nos resultados apresentados para ana-
lise de sistemas TS é possivel obter novas condi-
coes suficientes para a sintese de controladores
fuzzy. O principio da Compensacao Paralela Dis-
tribuida (CPD) (Tanaka e Sugeno, 1992; Tanaka
et al., 1998; Teixeira et al., 2003; Fang et al., 2006)
serd adotado, no qual a acao de controle baseia-se
no mesmo conjunto de regras que o modelo TS

ult) = =Y m(=)Fa®),  (10)

onde F; € R™*"™ sdo os ganhos locais.
Considerando a realimentacao de estados
(@0, o sistema TS ([d]) em malha fechada serd

() =Y Y hi(=(0)h(=(t) {Ai — BiFj} a(t).

i=1 j=1
(11)
O Teorema a seguir apresenta condigoes sufi-
cientes para obtengao dos ganhos F; do controla-

dor fuzzy que garante a estabilizagdo do sistema
TS () via CPD.

Teorema 2 Considere () e hi(z(t)) € Ct. O sis-
tema TS (I1]) € estabilizdvel pelo controlador fuzzy
{@0), com os ganhos dados por F; = STR™T, se
existirem matrizes simétricas T;, matrizes quais-
quer R, S; e um escalar p > 0 que satisfacam as
LMIs a sequir:

T,=0 (i=1,2,...,r), (12)
Qi <0 (i=1,2,...,r), (13)
O;; <0  (i<j, i,j=1,2,...,7r), (14)
T, =T, (p=1,2,...,r—1), (15)
com
) 0 % 0 %
;= |, ey=| |, (16)
051 03 051 03
0%, & T,— A;R" — RAT + B;ST + S;BY,
05, 2 T,—p(AR" - B;ST) +R,
0, = p(R+RT),
0 = 07 +0],
0L 00,
O = O+ 0}, (17)
Ty 2 Z;;i(bp(Tp_Tr)- (18)



Prova: Encontra-se no Apéndice. O

Nota 2 Também se faz necessdrio que o escalar
w em ([I7) seja dado para que ({I2)-({I3) sejam de
fato LMIs. FEsse escalar torna-se um pardametro
de ajuste cuja escolha apropriada torna as LMIs
factiveis. Sua selecao pode ser realizada através
de um algoritmo de minimizacdo escalar.

6 Exemplo de Controle

Seja um sistema TS formado por duas regras:

2 -10 1
A1|:2 0:|)B1|:1:|7

cujas funcoes de pertinéncia sao:

[1 —sen(z1(2))]/2 se |z1(t)] < 7/2,
hi(zi(t)) = 0 se z1(t) > /2,
1 se z1(t) < —m/2

ha(21(t)) = 1 = ha(z1(2))-

O vetor de estados é dado por z(t) =
[1(t) 22(t)]T e a varidvel premissa é apenas 21 (t).
Busca-se projetar um controlador fuzzy via CPD
que torne o sistema TS estdvel quando os para-
metros sao: @ = 2 e b = 1. Resolvendo o Teo-
rema 2l através do pacote LMI Control Toolbox do
Matlab® obteve-se os ganhos mostrados a seguir:

I
Iy

[3,0345 13,6994] ",
[~1,5573 6,6300] .
Na Tabela [I estdo os parametros usados no

Teorema [2] para a obtencao dos ganhos. J& as
matrizes de Lyapunov obtidas foram:

p_ | 44,5379 —111,3024
L= |=111,3024 33,2695 |’
p, _ | 37,8725 90,9838

2 7 1-90,9838 274,0665 |

As Figuras [ e Bl mostram a evolucao tem-
poral dos estados x1(t) e x2(t), respectivamente,
a partir de trés condigoes iniciais distintas: (1,3)
em linha cheia (azul); (—1, —3) em tracejado (ver-
melho); (—2,2) em pontilhado-tracejado (preto).
Na Fig. [l mostra-se o retrato de fases (setas) do
sistema em malha fechada, e as trajetérias (linha
cheia) para as mesma condigdes iniciais das Fig. [
e Nota-se que as trajetérias convergem para a
origem (foco estdvel) demonstrando que o contro-
lador obtido torna o sistema estdvel. Ressalta-
se que, para esse sistema, o método de (Tanaka
et al., 2003) nao é factivel para quaisquer valores

de ¢(172).

Parametro | Valor
o 1
?(1,2) 5

Tabela 1: Parametros usados no Teorema

AU N RS
AU NN

FULTA N U N VN N N
AU NS

o

Figura 6: Plano de fases do sistema em malha fechada
e trajetdria para algumas condigoes iniciais.

7 Conclusoes

Uma estratégia sistematica para reduzir o conser-
vadorismo em abordagens baseadas em FLF foi
proposta. Novas condi¢oes de estabilidade e es-
tabilizagao foram obtidas e, através de exemplos
numéricos, foi demonstrado que sao mais relaxa-
das que condicoes anteriores. Qutra contribuigao
consiste em um novo procedimento para sintese de
controladores fuzzy, totalmente baseado em LMIs,
que também se mostra menos conservador.
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Apéndice

A ferramenta central para a obtencdo de to-
das as novas condigoes apresentadas, sejam de
andlise ou de sintese, consiste na aplicagao do
termo nulo apresentado a seguir, originalmente
proposto para sistemas com retardo no tempo
(Souza et al., 2007; Souza et al., 2008) e adaptado
ao contexto de sistemas T'S:

T T
2|:IZ'TM1 + QL'JTMQ:| X |:i' — Z Z BZ}_LJQZJIZ'} =0
i=1 j=1

(19)
Para fins de andlise de estabilidade, ou seja,
sistemas T'S auténomos na forma (), o termo €2;;
deverd ser substituido por A;. Para sintese de
controlador, sistemas na forma (1) sao conside-
rados e o termo (;; representa o sistema em malha

fechada: Al - BiFj.

Segundo as propriedades em (2)), nota-se que o
somatorio das fungoes de pertinéncia nao varia, de

tal forma que a derivada desse somatério é nula:

S ho(2(1) =0 Va(t). (20)

Logo, a partir de (20), é possivel afirmar que

he(z(1)) = = 32521 hp(2(2)). (21)

Prova: [Demonstracao do Teorema 1] Escolha (3]
como uma FLF candidata e considere P; matrizes
definidas positivas, satisfazendo assim (). To-
mando sua derivada temporal e em seguida apli-
cando (1)) obtém-se:

V(@)= ha"Fz+2Y hatPi (22)
p=1 i=1

r—1 r
- Z h,#' P74 h, 7T P 7 + 2 Z hzT P
=1

i
=

heiT (P~ P) 7 +2Y  hial P
1 =1

p

Considere que as LMIs () sejam satisfeitas.
Utilizando (@) e tomando a notagao (@) tem-se:

r—1 r
V@) < > i"¢,(P,—P)i+2) hia' P
p=1 i=1
T
= Y hi{z"Pyz+ 22" Pz} . (23)
=1

Neste ponto adiciona-se o termo nulo em ([I9).
Por se tratar do Teorema de andlise o termo §2;;
em (I9) representa A;. Apds algumas manipula-
¢oOes obtém-se:

V@) <y i_zi{a"cTPd):E + 27T Pz + 227 My &
=1

27T M A7 + 227 Moz — 250TM2A@}.(24)

Utilizando o vetor
§& [x(t)”

é possivel reescrever ([24) como:

()", (25)

V(z(t) < Z hi(=(t))€" =i, (26)

onde Z; é definido em (). Caso (@]) sejam satisfei-
tas, entao V' (x(t)) < 0, e a estabilidade assintética
do sistema (I]) serd garantida. a

Prova: [Demonstracao do Teoremal2] O resultado
do Teorema [Il é tomado como ponto de partida.
Logo, as LMIs (@) e () devem ser satisfeitas. Seja
([26) e substitua de maneira apropriada em (&) os
termos A; pela forma em malha fechada A; — B; F).
Isso corresponde a repetir os passos [22)) até (26)
porém considerando (IIl) ao invés de () e assu-
mindo (I9) na forma em malha fechada. Logo,

[26) torna-se:
V(z) < YO hihy €TA¢ (27)

i=1 j=1
= Z hi €M A + Zf_lz'f_lj &7 (Mg + Aji)é,
i=1 i<j
onde
)\ijl *
N (28)
A Az
sendo que
N & Py — My(A; — B;iF;) — (A; — B;F;) " MY,

N & P — My(A; — BiFj) + MT,

Ny & (Ma + M), (29)
Considere o caso particular no qual M; = M

e My = puM, sendo p um escalar. Em seguida,

pré e pés-multiplicando ([27)) pelas matrizes nao

singulares diag (M, M~') e diag (M~T,M~T),

respectivamente, conclui-se que:

V(z) < Z h? €TTy€ + Z hihj €7(Ti; + T,

i=1 i<j
(30)
onde
oo
V1 Vo
sendo que

W &M PM T

—(Ai = BiF,) M ™" — M~'(A; = BiF;)",
v £ M PMTT — (A - BiF)M T + MY
vy & (M 4 M. (32)



Haja vista a exigéncia que My + MJ < 0
no bloco (2,2) de (@), garante-se que My é nao-
singular, por isso é possivel obter ([B0). Para
garantir a estabilidade de () é suficiente que
I'y; <0, (T +T;;) < 0. Contudo essas desigual-
dades ainda nao sao LMIs, necessitando aplicar as
mudangas de varidvel linearizantes a seguir:

R&M™', T,2RP,R", S; 2 RF", (33)

onde « representa ¢ ou 1.

A transformacao de congruéncia também deve
ser aplicada as desigualdades (B e (), porém pré e
pés-multiplicando-as por M~ e M~7T| respectiva-
mente, e aplicando ([33)), em seguida. Desta forma,
as LMIs descritas em ([I2)) a (IH]) sdo obtidas. Por
hipétese assume-se (Bl e (@) sdo verificadas, logo
@) e (IT) também o sao.

Resta que as LMIs (I3)) e (I4) sejam satis-
feitas. Portanto, o sistema TS em malha fe-
chada ([ é assintéticamente estdvel e os gan-
hos do controlador que o estabiliza sao dados por
F,=SI'rR-T. O
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