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Introducao

@ O objetivo desta unidade é o estudo de métodos numéricos para
otimizacdo de problemas com restricoes.

@ Forma geral do problema de otimizacdo é definido por:
x* = arg min f(x)
X
g(x)<0; i=1,...,1 (1)

sujeito a:
hi(x)=0; j=1,....,m

sendo que x € R”, f(:) : R" = R}, g(-) : R" > R/ e h(-) : R" — R™.
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Introducao

A estratégia que sera utilizada aborda o seguinte enfoque:
@ Converter o problema restrito em um irrestrito; e

@ Utilizar qualquer método apresentado no capitulo anterior.
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Introducao

Técnicas para transformagdo do problema restrito em irrestrito:
@ Método de Penalidades (ou penalidade exterior);
@ Método de Barreiras (ou penalidade interior);
@ Método de Multiplicadores de Lagrange (ALM);

@ etc.
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Método de Lagrange

Introducao

@ Conforme vimos, a solucdo do problem restrito a seguir
min f(x) sujeito a h(x) =0
é um ponto critico da fungdo

L(x, \) = f(x) + Ah(x)

@ Ponto critico implica que:
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Método de Lagrange

Introducao

Funcao Lagrangeana

O ponto critico da funcdo Lagrangeana leva a um sistema com n + 1
equagdes e n + 1 incdgnitas:

VxlL(x,A) = Vf(x) + AVh(x) =0
FlxA) = { VaL(x,\) = h(x) = 0

@ O Método de Lagrange consiste na solugdo desse sistema de equagdes
determinando (x*, \*).

v
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Método de Lagrange

Introducao

Seja o problema

min f(x) = 3x3 + 4x;
sa. h(x) =x2+x3 —1=0

Determine a solugao usando o método de Lagrange.
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Método de Lagrange

Introducao

@ No caso geral:

minf(x) e R, x € F
X

Fo gi(x) <0; i=1,...,/ (restricdes de desigualdade)
- hj(x) =0; j=1,..., m (restricdes de igualdade)

temos:
L(x,p,A) = f(x) + g'p+h'A
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Método de Lagrange

Introducao

@ A solugido do problema restrito é a solucdo do sistema de n+/+ m
equagoes
VeL(x,pt,A) = VF(x) + Ip(x) A + Jg(x)’p =0
F(X’/"")‘) = VML(xvll")‘) = ,u,-g,-(x) =0
VaL(x,p,A) =h(x) =0
com:
Jg(x) = [Vai(x) -+ Vai(x)],x

In(x)" = [Vhi(x) - Vhn(x)]

nxXm
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Método de Lagrange

Introducao

Infelizmente, o Método de Lagrange n3o é muito pratico, pelas seguintes
razoes:

@ A construcao do sistema de equagdes pressupde acesso as expressoes
analiticas de f(x), gi(x), hj(x);

@ A resolucdo do problema de otimizag¢do ndo linear original requer a
solucdo de um sistema de equagdes nao lineares.
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Método de Penalidades

Introducao

@ A abordagem dos Métodos de Penalidades consiste na transformagdo
do problema restrito original num problema irrestrito equivalente (dois
problemas s3o ditos equivalentes se possuem a mesma solugdo);

@ Método indireto para otimizagdo restrita.
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Método de Penalidades

Introducao

No método de Penalidades, penalidades sdo adicionadas a fun¢do-objetivo:

© Métodos de penalidade interior ou métodos Barreira: pontos
gerados devem ser sempre vidveis e qualquer tentativa de sair da
regido factivel é penalizada.

© Métodos de penalidade exterior ou métodos de Penalidade:
qualquer violagdo de alguma restricdo é penalizada no valor da
funcdo-objetivo.
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Método de Penalidades

Introducao

Em geral, em problemas restritos a solucdo reside na fronteira da regido
factivel:

@ Nos métodos de penalidade interior, a solu¢ao étima é aproximada
internamente por uma sequéncia de solugdes do problema irrestrito
transformado;

@ Nos métodos de penalidade exterior, a solucdo étima é aproximada
externamente por uma sequéncia de solugdes do problema irrestrito
transformado.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Funcdo de penalidade

Uma funcdo de penalidade deve atender as seguintes condicdes:

p(x) >0, sex¢ F
p(x) =0, sexe F

@©J. A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Otimizacdo Restrita 15/ 36



Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Funcao de penalidade

No caso de um problema com uma restricao de igualdade:

min f(x)

5.2 h(x) = 0 = min f(x) + u [h(x)]

p(x,u)

No caso de um problema com uma restricao de desigualdade:

min f(x)

o) < (0 = min f(x) + umax [0, g(x)]?

p(x,u)
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Funcdo de penalidade

De forma geral temos:

/ m
p(x,u) = u Z max [0, gi(x)]* + Z [h;(x)]?

Jj=1
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x+3 < 0.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x+3 < 0.

Solucdo

Usando p(x) = max[0, g(x)]?, tem-se:

0, x >3
pix) = {(3—x)2, x <3

Para x < 3, f(x) + p(x, u) = x + u(3 — x)?. Assim:

df . 1
&—1—2u(3—x)—0 — X —3—5

Com u — oo, temos x* — 37.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Seja o problema

min f(x) = (x; — 5)%> + (xo — 6)
sah(x)=x—2=0
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Exterior

Algorithm 1: Método de Penalidade Exterior

Input: xg € X, up > 0, fungdo-objetivo f(-) e restrigdes g(-) e h(-)
k «0;
while — critério de parada do
Comecando de xx, encontre x, 1 < arg miny f(x) + p(x, uk);
Ug41 ¢ aug, coma>1;
k+ k+1;
end
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

@ No método de barreira, deve-se construir uma fun¢do que penaliza
tentativas de sair da regido factivel.

Funcdo de barreira

Uma funcdo de barreira deve atender as seguintes condi¢des:

b(x) — oo, sex — OF
b(x) = 0", sex€F
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

@ b(x) é uma fungdo barreira ndo negativa e continua em F e tende a
infinito a medida que aproximamos da fronteira.

@ Formulando o problema como a minimizag3o de f(x) + b(x, u), com
u — 0T, gera-se uma sequéncia de solucdes no interior de F que
converge para x*.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Funcdo de barreira

Uma possivel funcao barreira é

min f(x)

sag(x) <0 = min f(x) + (—u) log [-g(x)]

b(x,u)

@©J. A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Otimizacdo Restrita 23 /36



Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Funcdo de barreira

Uma possivel funcao barreira é

min f(x) _
sag(x)<0 = min f(x) + (—u) log [-g(x)]
b(x,u)
Outra opgdo mais usada na pratica é:
min f(x) . 1
o) <0 = min f(x) + ( u)g(x)
b(x,u)
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Funcdo de barreira

De forma geral temos:

@ Observe que n3o é possivel definir uma fun¢ido barreira para restricles
de igualdade!
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x+3 < 0.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Seja o problema min f(x), com f(x) = x, sujeito a g(x) = —x+3 < 0.

Solucdo

Usando a funcdo barreira, tem-se:

f(x)+ b(x,u) =x+u

x—3

Assim:

d 1 1
a ) =1-u—" =0 = x*=3
dx (X+ux—3> u(x—3)2 o + v

Com u — 0T, temos x* — 3T.
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Método de Penalidades

Método de Penalidade Interior

Algorithm 2: Método de Penalidade Interior

Input: xg € F, up > 0, fungdo-objetivo f(-) e restricdes g(-) e h(+)
k < 0;
while — critério de parada do
Comecando de xx, encontre x, 1 < arg miny f(x) + b(x, uk);
Ugt1 < aug, com 0 < a <1
k+ k+1;
end
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Método de Penalidades

Consideracgdes finais

A teoria prevé que a solucdo converge para a solugcdo étima quando
ux — oo (ou ux — 0T), porém:

@ A Hessiana da funcao-objetivo penalizada depende de ui e pode
apresentar mal-condicionamento numérico;

@ A variagdo de uy deve ser gradual,

@ A precisao final fica bastante limitada.
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Método de Penalidades

Consideracgdes finais

Diversas modificacdes podem ser feitas na abordagem por penalidades:

@ Usar termos de penalidade distintos para cada restricdo evitando
problemas de escala;

@ Penalizar apenas a restricdo mais violada;

@ Vdrios trabalhos publicados na area.
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

@ Conforme vimos, uma das dificuldades dos métodos de penalidade é o
mal-condicionamento numérico causado ao se fazer u — 0o ou
u—0T;

@ O método LA é uma extensdo dos métodos de penalidades, porém
sem o problema de tornar a fun¢do de penalidade mal-condicionada
com a variagao de u.
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

Seja o problema
min f(x) sujeito a h(x) =0
Usando a fungao de penalidade, temos:
p(x) = £(x) + 5 [h(x))
de tal forma que quando u — oo, temos x — x* e:
Vp(x*) = VF(x*) + uh(x*)Vh(x*) =0
Da fun¢ao Lagrangeana, sabemos que:

VL(x*,\*) = VF(x*) + A*'VhA(x*) = 0
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

@ Comparando as duas expressdes, observa-se que

lim uh(x) — \*

x—x*

@ O produto uh(x) traz, no limite, a dificuldade de um produto oo - 0;

@ No método LA, consideramos a seguinte funcdo Lagrangeana
Aumentada:

La(x, A, u) = L(x,A) + g Z [hi (x)]?

= f(x) + Z Aihi(x) + % Z [hi(x)])?
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

@ O étimo da funcdo Lagrangeana Aumentada coincide com o étimo da
funcdo Lagrangeana;

@ Em um ponto ndo critico x # x*:

Vola(x, A, u) = VF(x) + Z [\ + uhi(x)] Vhi(x)

1

@ Préximo ao ponto solucdo, espera-se:

Ai + uhi(x) = X
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

@ A equacgdo anterior sugere uma férmula de atualizacdo recursiva dos
multiplicadores de Lagrange:

)\f-(+1 = )\f< + Ukh,'(Xk)

@ N3o ha necessidade de fazer u — oc;

@ A minimizacdo de L é mais estavel numericamente;
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Método do Lagrangeano Aumentado

Introducao

@ De forma geral, temos:

La(x,p, A, u) =f(x +Zu,g, x)—l—Z)\h (x)+

+ = Zmax[Og, ]+ Z[h

ou ainda

La(x, p, A, u) =f(x) + % Z [max (gi(x), —ﬂ)r +) [hj(x) + ﬁr
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Método do Lagrangeano Aumentado
Algoritmo

Algorithm 3: Método do Lagrangeano Aumentado

Input: xo € X, po, Ao, up, fungdo-objetivo f(-) e restricdes g(-) e h(-)
1 k<0
2 while — critério de parada do
3 Comegando de x, encontre X1 <— arg ming La(X, ek, Ak, Uk);

k
k+1 k Bilo.
4 ;T 4=+ U max |:gi(xk+1)7 ol

)\JI-H_I — )\Jk + Ukhj(xk—i-l) ;
Upy1 < Qg
k+ k—+1,

end
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Método do Lagrangeano Aumentado

Consideracgdes finais

@ A penalidade u n3o precisa tender a infinito, pode ser aumentada de
forma suave;

@ A solugdo inicial ndo precisa ser factivel;
@ E possivel encontrar gij(x) = 0 e hj(x) = 0 com precisdo;

@ Os multiplicadores de Lagrange diferentes de zero identificam as
restricdes ativas no ponto soluc3o.
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