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Introducao

Nesta unidade sdo abordados Métodos de Direcoes de Busca.

Estes métodos possuem em comum as seguintes caracteristicas:

© Cada novo ponto é obtido a partir de um processo de otimizacao
unidimensional, que tem como ponto de partida o ponto anterior.

O A direcdo na qual é feita a busca unidimensional é uma func¢do das
avaliacGes anteriores da func3do objetivo.
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Estrutura Basica

Seja o problema de otimizag3o irrestrito:

*

X" = arg min f(x) (1)
sendo que x € R" e f(-) : R" — RL

Dado um ponto inicial xg # x*, obtém-se uma sequéncia xy tal que
X, — x* a partir do algoritmo de otimizac3o.
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Estrutura Basica

A familia dos algoritmos de direcdo de busca possui a estrutura:

Algorithm 1: Algoritmo de Direcdo de Busca

1 k<0
2 while (critério de parada ndo for satisfeito) do
3 dk<—h(xl,...,xk,f(xl),...,f(xk));
4 ay < arg min f(xy + ady);
«

5 Xpa1 < Xg + agdy;
6 k+ k—+1,
7 end

Nessa estrutura, h(-,...,-) é uma funcdo que em geral serd recursiva;

N3o dependera explicitamente dos pontos anteriores, mas ird armazenar
sua influéncia em varidveis intermediarias.
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Estrutura Basica

Um algoritmo ird diferir de outro essencialmente pela maneira como é
calculada a direcdo de busca dy.

Método do Gradiente:

dk = —Vf(xk) (2)
Método de Newton:
dy = —H 'V f(xk) (3)
Métodos quase-Newton:
dy = —H'Vf(xy) (4)
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Estrutura Basica

Elementos para a construcao de Algoritmos de Direcdes de Busca:

(i) Método de calculo de direcoes de busca, possivelmente
envolvendo o cdlculo de estimativas para o gradiente e para a
Hessiana da funcao objetivo;

(i) Método de minimizacdo de fungGes de uma unica variavel;

(iii) Critério de decisdao que permita afirmar que o algoritmo convergiu
para uma solu¢do satisfatéria.
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Método de Busca em Direcoes Aleatérias

Introducao

Simples, efetivo, porém ineficiente.

Algorithm 2: Algoritmo de Busca em Direces Aleatdrias

1 k< 0;

2 while (critério de parada ndo for satisfeito) do
3 dy < randn(n,1));

4 Qe < arg moin f(xk + adg);

5 | Xkp1 ¢ Xk + apdg;

6 k<« k+1,

7 end
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Método de Busca em Direcoes Aleatérias

Introducao

@ A fun¢do rand(n,1) fornece um vetor n x 1 de componentes aleatdrios
segundo uma distribuicdo Gaussiana, com média 0 e varidncia 1.

@ A convergéncia desse algoritmo para o ponto de minimo de uma
funcdo unimodal pode ser demonstrada se f(xx) < f(xk_1).

@ O algoritmo produz uma sequéncia [f (xx)] que se aproxima de forma
monotdnica do valor minimo da func¢do, f (x*).
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Método de Busca em Direcoes Aleatdrias

Problema Exemplo

Consideremos o problema:

*

x* = arg min f(x) =2x2 + x5 +2x1% +x1 — 2x0 + 3
X

(5)

sujeito a: { —6<x; <6, —6<x <6
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Método de Busca em Direcoes Aleatdrias

Problema Exemplo

Problema Exemplo: Método de Busca em Direcoes Aleatérias

Figura: Solugdo usando o Método de Busca em Diregdes Aleatdrias.
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Método de Busca em Direcoes Aleatdrias

Problema Exemplo

Problema Exemplo: Método de Busca em Direcoes Aleatérias
35 T T T

-5 1 1 1
0 5 10 15 20

iteracdes

Figura: Variacdo da fun¢3o objetivo versus o nimero de iteracdes.
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Método do Gradiente

Introducao

Uma escolha razodvel para uma diregdo de busca é dy = —Vf(xy).

Localmente, essa € a dire¢do na qual a fungdo f(-) decresce mais
rapidamente.

A fungdo f(x) deve ser diferenciavel.
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Método do Gradiente

Algoritmo

Algorithm 3: Algoritmo do Método do Gradiente

1 k< 0;

2 while (critério de parada ndo for satisfeito) do
3 gk < gradiente(f(-),xx));

4 | dy < —gk;

5 Qi < arg mOEn f(xk + adg);

6 X1 <—Xk+0tkdk;

7 k+ k—+1,

8 end
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Método do Gradiente

Considerag¢des praticas

O algoritmo nos indica que temos que tratar quatro questdes:

@ Calculo numérico do gradiente

@ Critérios de parada e/ou convergéncia

@ Otimizacdo unidimensional
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Calculo Numérico do Gradiente

No caso geral, onde f(-) é do tipo caixa-preta, como estimar o gradiente
em um ponto qualquer x do espago de busca?

Aproximagdo baseada em diferencas finitas:

Algorithm 4: Algoritmo do Calculo do Gradiente
k +0;
for (i < 1 until n) do
‘ 8i < [f(X + 5e,-) — f(X)] /5,
end

g<_ [g17"'7gn]T;
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Calculo Numérico do Gradiente

Exemplo: Determinar analitica e numericamente o gradiente de f(-) no
ponto xo = [0 0] .

f(x) = 2x2 +x3 + 2x1x2 + x1 — 2x2 + 3
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Critérios de Parada

o Estabilizacdo do valor da fungdo-objetivo:

Algorithm 5: Critério de Parada: Fungdo Objetivo

Af + fmax — Fmin;

f5+ <— max {f(xk), f(Xk_l), f(Xk_2), f(Xk_3), f(Xk_4), f(Xk_5)};

fi;_ < min {f(Xk), f(Xk_]_), f(Xk_z), f(Xk_3), f(Xk_4), f(Xk_5)};
5 « foy — fo_;

if (0 < 0.0001Af) then

‘ parada < true;

else
‘ parada < false;
end
@©J. A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Otimizacdo Irrestrita 18 / 88



Critérios de Parada

o Estabilizacdo do vetor de varidveis de otimizac3o:

Algorithm 6: Critério de Parada: Vetor de Variaveis

Ay < Xmax — Xmin;
X5 4= Max {Xp, Xk—1,Xk—2,Xk—3,Xk—4,Xk—5};
X5 — min {Xp, Xp_1,Xk_2,Xk—3,Xk—4,Xk—5};
Ox ¢ X54 — X5,

if (0x < 0.0001Ay) then

‘ parada < true;

else
‘ parada < false;
end
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Critérios de Parada

@ Anulacdo do Vetor Gradiente:

Algorithm 7: Critério de Parada: Vetor Gradiente

Mg = max {||g(xx)Il . lg(xk—1) , [lg(xk—-2)I[}:
if (Mg < 0.0001Mp,x) then

‘ parada < true;
else

‘ parada < false;
end

Outros:

@ Tempo de execucdo; ||g(x«)|| < € nimero méximo de itera¢des, etc.
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Convergéncia

Caso o Algoritmo do Gradiente seja iniciado em um ponto xg ndo situado
na bacia de atra¢do do minimo global x*, podem ocorrer duas situa¢des:

@ O Algoritmo do Gradiente converge para o minimo local associado a
bacia de atracdo em que estiver localizado seu ponto inicial xg.
Tem-se uma convergéncia monotdnica.

© Caso o ponto inicial ndo esteja localizado em nenhuma bacia de
atracdo, o Algoritmo do Gradiente n3o converge.
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Problema de otimizacao unidimensional

Introducao

Definicao

a* =argminf(a) € R, a € [0, +0o0]
(07

O(a) = f(xk +ad) , x,edeR"

Determinar x; que minimiza f(x) = 2x3 + x3 partindo de xo = [1 1] na
direcdo d = —Vf(xp).
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Problema de otimizacao unidimensional

Métodos de eliminagdo

Busca irrestrita;

@ Busca exaustiva;

Busca dicotémica;

Método de Fibonacci;

@ Método da Secdo Aurea.
Exigem fun¢bes unimodais, porém ndo exigem diferenciabilidade.
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Problema de otimizacao unidimensional

Busca irrestrita

@ N3ao exige que o espaco de busca seja conhecido.

@ Versdo elementar:
@ Move-se numa direcdo minimizante d usando passo fixo s;

@ Determina-se uma sequéncia de pontos ugt+1 = ux + s;

<

O passo usado deve ser pequeno em relagdo a precisdo desejada;
@ Assume-se unimodalidade da fun¢do ao longo de d;

Limitagdo: pode exigir elevado ndmero de avaliagBes de 0(-) se up
estiver distante de u* e s for pequeno.

<

@ Versio melhorada:

@ Usar sr1 = Ask, A > 1, até “cercar” o intervalo que contém u*;

@ Feito isto, reduzir o intervalo até uma precisiao desejada.
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Problema de otimizacao unidimensional

Busca exaustiva
@ Assume que o intervalo que contém u* seja conhecido;
@ Denota a e b os pontos que cercam o intervalo;

@ Avalia () num ndmero pré-estabelecido de pontos igualmente
espagados em (a, b);

@ Considerando unimodalidade de (), toma-se o novo menor intervalo
(a, b) que contém u*;

@ O intervalo é reduzido até uma precisio desejada;

@ Limitacdo: caracteriza uma busca simultanea cujos testes
subsequentes independem dos resultados ja obtidos.
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Problema de otimizacao unidimensional

Busca dicotomica

@ Representa uma busca sequencial onde os testes realizados
influenciam na escolha dos testes subsequentes.

@ Assume que o intervalo (a, b) que cerca u* seja conhecido.

@ Escolhe dois pontos préximos ao centro do intervalo

Ly b L
U—?—E, V—?"’ 5 5>0

N >

onde Ly é o tamanho do intervalo inicial.

@ Baseado na avaliagdo de 6(-) nestes dois pontos, exclui-se quase
metade do intervalo.

@ O processo se repete até atingir a precisdo desejada.
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Problema de otimizacao unidimensional
Busca da bissecdo
@ Exclui metade do intervalo de busca a cada iteracao.

@ Especifica trés pontos, u, ¢ e v, igualmente espacados no intervalo
inicial (a, b);

@ Assumindo unimodalidade, tem-se:
@ Sef, <0.<0,, deleta (c,b), efazse b=ce c=u;
@ Sef,>0.>0,, deleta (a,c), efazsea=cec=yv;

@ Sef,>0.eb, >0, deleta (a,u) e (v,b), e fazsea=ue b=v.

@ Especifica novos pontos u e v, e continua o processo até L < e.
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Problema de otimizacao unidimensional
Método de Fibonacci

@ Assume unimodalidade de 6(-) e o conhecimento do intervalo [a, b]
que contém o Stimo.

@ Define dois pontos u, v € [a, b]:
@ Se O(u) < O(v), minimo estd em [a, v];

o Se O(u) > 6(v), minimo estad em [u, b].

@ Apenas um novo ponto precisard ser especificado nas iteracoes
subsequentes.

@ O numero de avaliagdes de 0 (ou a precisdo desejada) deve ser
especificado.
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Problema de otimizacao unidimensional
Método de Fibonacci

@ Os pontos u e v sdo definidos usando a série de Fibonacci:
Fo=FfR=1, FF=F_1+F_, i=23,...,n
@ Dado o intervalo inicial [ag, bg], tem-se:
uo = by — (Fn—1/Fn)(bo — a0)
vo = a0 + (Fa—1/Fn)(bo — a0)
@ Para uma iteracdo i qualquer (i =0,...,n —2), tem-se:
ui = bj — (Fp—i—1/Fn-i)(bi — a;)
vi = aj + (Fn—i—1/Fn-i)(bi — a;)
@ O comprimento do intervalo apds k iteracoes é:
Lk = (Fn—k/Fn)(bo — a0)
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Problema de otimizacao unidimensional

Método da secdo durea

@ Similar ao método de Fibonacci, porém ndo exige que o nimero de
iteracOes seja especificado.

O processo termina ao atingir a precisdo desejada.

(]

Para uma iteracdo i qualquer (i = 0,1,...), tem-se:
u,-:b,-—F(b,-—a,-), v,-:a,-+F(b,-—a,-)

onde F = (v/5—1)/2 = 0.618.

@ O comprimento do intervalo apds k iteracoes é:

L, = (0.618)%(by — ag)

O tamanho do intervalo é multiplicado por 0.618 a cada iterac3o.

(]

Os métodos de Fibonacci e secdo durea sdo os mais eficientes, porém
o segundo é mais prético.
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Problema de otimizacao unidimensional

Algoritmo para determinagdo do intervalo

Algorithm 8: Algoritmo para determinagdo do intervalo

a+0eb<+s;
6(a) = 6(0) = f(xx) e 8(b);
nfe < 2;
while 6(b) < 6(a) do
a< bed(a) « 6(b);
b+ 2b e 6(b);
nfe < nfe + 1;
end
if nfe < 3 then
| a<0;
else
| a<a/2
end
return a, b;
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Problema de otimizacao unidimensional

Algoritmo da Se¢do Aurea

Algorithm 9: Algoritmo da Secio Aurea

X» — b—0.618(b— a) e xp + a+ 0.618(b — a);
0s < 0(xa) e Op < 0(xp);

while (b —a > ¢) do

if (6, > 6p) then

a< Xs;

Xa ¢ Xp € Xp < a+ 0.618(b — a);
93 “— 9[, e 9[, — 9(Xb);

else

b <+ Xp;

Xp < Xa € Xa < b—0.618(b — a);
Op + 0, e 0, — 0(xz);

end

end
a<+ (a+b)/2;
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Problema de otimizacao unidimensional

Métodos de interpolacdo

@ Método de interpolacdao quadratica;
@ Métodos de cdlculo de raizes:

o Método de Newton;

o Método da Secante.

Exigem fun¢des “bem comportadas” (convexas ou continuamente
diferencidveis de 1a ou 2a ordem).
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Problema de otimizacao unidimensional

Método de interpolacdo quadratica

@ A fungdo 6(«) é aproximada por uma quadratica g(«) e seu minimo
a* é determinado.

@ Sendo g(a) = a+ ba + ca?, a condi¢do de 1a ordem fornece

d b
d—Z:b+2ca:O, ou seja , 07*:—2—C

@ Pela condi¢do de 2a ordem ¢”(&*) > 0, i.e., ¢ > 0.

@ Basta avaliar g(-) em trés pontos distintos A < B < C, que
satisfagam ¢ > 0, e calcular @*. Para ¢ > 0, 05 < max{6a,0c}.

@ Enquanto &* nao for suficientemente préximo de o, estima-se uma
nova quadrética:
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Problema de otimizacao unidimensional
Método de Newton

@ Considera uma aproximacdo quadratica usando séries de Taylor:
1
6(cr) = 6(cve) + ' (k) (ex = i) + 50" (k) (ex = )

@ Baseando-se na condic3o de 1a ordem:
0 () = 0 (ay) + 0" (k) —ax) =0

0'(ow)
Qg1 = O — m

@ A convergéncia do método pode ser verificada usando:

0" (k1) < €
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Problema de otimizacao unidimensional
Método de Newton

@ As derivadas s3o aproximadas usando diferencas finitas:

O(ak + Aa) — O(ax — Aa)

/ —
o) = 20a
O(ak + Aa) — 20(ak) + 0(ax — Aa)
Hll(ak) = Ao

em que A« representa uma pequena variacio.
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Problema de otimizacao unidimensional
Método da Secante

@ Utiliza uma aproximacgao similar ao método de Newton:
0'(a) = 0'(ak) + s(a —ax) =0
em que s representa a inclinagdo entre os pontos (A, 6'(A)) e
(B.0'(B)):
0'(B) — 0'(A)
B-A
em que A e B sdo estimativas de a*.

S =

@ O processo iterativo utiliza

O+l = O —

0' ()

@ A convergéncia do método pode ser verificada usando:

160" (k1) <€
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Problema de otimizacao unidimensional

Considerag¢des praticas

@ Métodos de interpolacao:
o S30 mais baratos, porém dependem da estimacdo de derivadas;
@ Podem falhar caso a funcdo n3o seja “bem comportada”.

@ Métodos de eliminacdo:

o S30 mais usuais e praticos;

@ Porém, precisam determinar o intervalo [a, b] que cerca a*:

@ Comumente emprega-se Busca Irrestrita.
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Problema de otimizacao unidimensional

Exemplo

Uma busca ¢é realizada sobre f(-) partindo de xo = [~1 1]7 na dirego
—Vf(xo). Determinar analiticamente a fungdo unidimensional 6(«) para
essa situacdo. Qual o valor de a* que minimiza f(-) nessa dire¢do? Qual o
novo vetor x obtido?

f(x) = 2x12 —|—X22 +2x1%0 +x1 —2x0 + 3

Resp.

() =10a® —5a +1; a* =1/4; x=[-0.75 1.5]".
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Aproximacoes Quadraticas

Introducao

Seja uma aproximagdo quadratica de f(x), ao redor de xg, dada por:

f(x)zco—i—cl-(x—x0)+(x—x0)TC2(x—x0) (6)
sendo cp € R", c; e R" e (; € R™",

Escrevendo f(x) em termos de uma série de Taylor:

f(x) = f(xo)+ VF(xo) ™ (x —x0) + %(x —x0) TH(x0)(x —x0) + O(3) (7)
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Aproximacoes Quadraticas

Introducao

O gradiente da fungdo f(x) dada por (7) é:

Vi(x) = Vf(xo) + H(xo)(x — x0) (8)

Das condigdes de 1la ordem, Vf(x*) = 0:

Vf(x*) = Vf(XO) + H(X())(X>|< — Xo) =0 (9)

de onde se obtém a férmula de determina¢do do ponto de minimo:

x* = xo — H(x0) "1V (x0) (10)
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Aproximacoes Quadraticas

Introducao

o Se a funcao for exatamente quadratica, basta se conhecer o
gradiente e a Hessiana em um ponto qualquer xo para se determinar,
em uma unica iteracao, o ponto de minimo x*, através da equacdo
(10).

@ Se a funcao for aproximadamente quadratica num certo
dominio, a equac¢do (10) pode ainda ser empregada para produzir
estimativas do ponto de minimo que convergem muito mais
rapidamente que aquelas produzidas pelo Algoritmo do Método do
Gradiente.
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Aproximacoes Quadraticas
Método de Newton

O Método de Newton envolve a aplicagdo iterativa de (10):

Algorithm 10: Algoritmo do Método de Newton
k< 0;
while (critério de parada ndo for satisfeito) do
g« < gradiente(f(-),xk);
Hy < Hessiana(f(-),xx);
Xp1 < Xk — H gy
k+ k—+1,
end

Caso a fungdo f(-) ndo seja quadratica:
@ O Método de Newton garante convergéncia?

@ A sequéncia de solugdes obtidas produz valores monotdnicos de f(+)?
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1

2 while (critério de parada ndo for satisfeito) do

3
4
5
6
7

8
9

Aproximacoes Quadraticas

Método de Newton Modificado

@ Para garantir que o algoritmo produza a diminuicdo monotdnica do

valor da fung¢do objetivo, introduz-se a execucao de uma
minimizacao unidimensional em cada direc3o:

Algorithm 11: Algoritmo do Método de Newton Modificado

k < 0;

gk < gradiente(f(-),x);
Hy < Hessiana(f(-),xx);
di + —H 'gi

Qe < arg moin f(xk + adg);
Xk+1 & X+ Oékdk;

k+ k+1;

end
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Aproximacoes Quadraticas

Convergéncia do Método de Newton Modificado

Caso x( ndo pertenca a bacia de atragdo do minimo global x*, podem
ocorrer trés situacoes:

(i) O algoritmo converge para o minimo local estrito associado a
bacia de atracdo em que estiver localizado seu ponto inicial xg.

(i) Caso o ponto inicial esteja localizado em uma bacia de atragdo de um
minimo local n3o estrito, o algoritmo pode ficar indefinido, ou
seja, a Hessiana pode ndo ser inversivel. Caso contrario, ocorrerd
convergéncia para o minimo local.

(iii) Caso o ponto inicial ndo esteja localizado em nenhuma bacia de
atracdo, o algoritmo nao converge, podendo ainda ficar indefinido.
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Aproximacoes Quadraticas

Determinacdo Numérica da Hessiana

@ Sendo g(x) o gradiente da fun¢3o objetivo, avaliado numericamente
por meio de diferengas finitas, tem-se:

Algorithm 12: Algoritmo do Célculo da Hessiana por Diferencas Finitas
k < 0;
for (i <— 1 until n) do
| Fi < [g(x + de;) — g(x)] /¢
end
F«|[F - Fp

o Cada estimagdo do gradiente envolve n+ 1 avali¢des de f(+);

@ Para a aproximagdo da Hessiana tem-se (n + 1)2.
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Aproximacoes Quadraticas

Construcdo da Hessiana

@ Examinemos novamente a equacao usada no método de Newton:

Vif(x) = Vf(xo)+ H(xo0)(x — xo) (11)

@ Pode ser usada para construir um método para estimar a prépria
Hessiana da fun¢3o.

@ Reescrevendo a equacgdo para dois pontos xj e xo, € supondo que a
Hessiana seja constante em todo o espaco:

H(Xl — X2) = Vf(Xl) — Vf(X2) (12)
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Aproximacoes Quadraticas

Construcdo da Hessiana

@ Essa mesma férmula pode ser repetida para a sequéncia de vetores:

H(Xl — X2) = Vf(Xl) — Vf(X2)

H(X2 — X3) = Vf(XQ) — Vf(X3)
: (13)

H(xp—1 —xn) = Vf(xp-1) — VFf(xp)

H(xp — xpt1) = VI(xn) — VF(Xpt1)
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Aproximacoes Quadraticas

Construcdo da Hessiana

@ Definindo os vetores v; e r; como:
Vi =X = Xit1

(14)
ri = Vf(x;) = Vf(xit1)

tem-se que:

H[Vl Vo - Vn]:[l'l ro --- I'n] (15)
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Aproximacoes Quadraticas

Construcdo da Hessiana

@ Definindo V =[vi vy --- vpJe R=[r1 ra --- rp], obtém-se:

HV =R (16)

Note que é possivel escolher vetores v; de tal forma que V seja
inversivel, o que permite fazer:

H=Rv! (17)

@ Isso significa que, avaliando o gradiente da fungdo f(x) em n+1
pontos adequadamente escolhidos no espaco, é possivel
determinar a Hessiana dessa fung3o.
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Aproximacoes Quadraticas

Construcdo da Hessiana

@ A equagcdao HV = R é uma generaliza¢do do célculo da Hessiana por
diferencas finitas.

@ De fato, fazendo-se V = §/ tem-se que H = R/¢.
@ Diversos métodos de otimizacio baseiam-se na equacio H = RV 1.

@ Estes algoritmos diferem entre si em funcdo da escolha dos pontos, o
que implica na variacdo da escolha de V.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

@ H3 certa arbitrariedade na escolha dos vetores v;.

@ A Unica condicdo necessaria é de que sejam n vetores linearmente
independentes.

@ A ideia é fazer a construcao recursiva da estimativa da Hessiana,
ou de sua inversa, durante o processo de otimizagao.

@ Isso é particularmente atil na otimizacao de fun¢des ndo-quadraticas,
em que a Hessiana ndo é constante.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

o Seja Hy = Hk_l.

@ A ideia é construir recursivamente uma sequéncia de estimativas
[Hid].

@ Esta construgdo basea-se nos valores de x; e Vf(x,) em novos
pontos.

@ A recursdo proposta é da forma:

;Ik-i-l = ;Ik + akzksz (18)

sendo z, € R" e oy € R.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

@ O termo akzksz é uma matrix n X n com posto no maximo igual a 1.

@ Supondo que a fung¢do objetivo seja exatamente quadratica, é preciso
definir ax e zx em fungdo dos valores conhecidos (os vetores [x,] e
[VF(xi)]):

Hepari=vi Yi=1,... .k (19)

Essa relagdo é quase a mesma que (16), mas exige a igualdade apenas
para os pontos ja avaliados, até o indice k.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

@ Desenvolvimento da férmula para i = k:

Substituindo-se (18) em (19), obtém-se:
axziz] P = v — Hir
(Vi — Hiri)(vie — Hieri) T = (wziz] ri)(owr] ziz]) (20)
(vi — Hir)(vic — Hier)T = a(z] ri)akzez]
Note que o termo de correcao akzksz depende de dados conhecidos:

Hk, Vi €erg, ..

A menos da quantidade escalar ay(z] rg)?.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

@ Para se determinar essa constante, faz-se:

rl(akzezlr) =rl(vi - Hir i)
(21)
ar(zlr)? =rlve—r]Herg
Substituindo-se (21) em (20) obtém-se:
1 ~ ~
CkakZI;r = T = (Vk — Hkl'k)(Vk — Hkrk)T (22)
re Vi —r Herg
Voltando a férmula recursiva para célculo de Itlk+1:
~ ~ 1 ~ ~
Hir1 = Hi+ — = (Vi — Hikr)(vie = Hiri) T (23)
revi —r Herg
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2

3 gk  gradiente(f(-),xx);

Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

Algorithm 13: Algoritmo de Correcdo de Posto 1

k + 0;
Flk<—l;

4 while (critério de parada nio for satisfeito) do

5
6

- O O 0 N

2
3

end

di <~ —Higx;

ay < arg min f(xx + ady);
«

Xpi1 < Xk + apdy;

8k+1 < gradiente(f(-),Xk+1);
Vi < Xk — Xk41:

l’k < 8k —gk+1;
Hi1 = Hi +

k+ k+1;

7T
rk vi—r, Hiry

(Vi — Hiri)(vie — Heri) T
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

o Se a funcao objetivo for quadratica, a convergéncia exata do
algoritmo para o minimo global ocorrerda em no maximo n passos;

@ Note que nao se garante que os pontos tomados ao longo da
otimizacdo gerem vetores v; linearmente independentes.

@ Caso a funcdo seja exatamente quadratica, estes pontos geram
necessariamente vetores v; linearmente independentes.
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Aproximacoes Quadraticas

Correcdo de Posto 1

@ N3o ha vantagem computacional em se utilizar o Algoritmo de
Corregdo de Posto 1 em lugar da férmula exata se f(-) for quadratica;

@ No caso geral da otimizacdo de funcGes n3o-lineares n3o quadraticas,
a Hessiana da funcao objetivo ndao sera em geral constante, e
nao ocorrerd a convergéncia em n iteragoes.

@ O Algoritmo de Correcdo de Posto 1 torna-se entdo vantajoso, pois a
estimativa da Hessiana vai mudando dinamicamente, de forma a
acompanhar a variagcdo dessa Hessiana.
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Aproximacoes Quadraticas

Convergéncia do Algoritmo de Correcao de Posto 1

@ O Algoritmo de Correcdo de Posto 1 ndo pode ficar indefinido em
nenhum ponto, uma vez que nao envolve inversoes de matrizes.

@ A formulagdo do ACP 1 permite que a matriz Hy41 eventualmente
perca a propriedade de ser positiva definida, caso ocorra:

r[vk—rZFlkrk<O (24)

@ Devido a isso, o algoritmo pode ficar estacionado em pontos que
nao correspondem a solugao do problema.

@ Pode-se evitar tal situacdo incluindo-se uma verificacao dos
autovalores de Hy,1 a cada passo.

@ Quando for detectado um autovalor negativo, faz-se a substituicdo
dessa matriz pela identidade.
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Aproximacoes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

@ O Algoritmo de Correcdo de Posto 1 é o exemplo mais simples de um
algoritmo quase-Newton.

@ Existem outros métodos que evitam as dificuldades de convergéncia
do Algoritmo de Correcdo de Posto 1:

o A matriz H, deve permanecer definida positiva, e,
o Preferencialmente, bem condicionada.

@ Dois métodos particularmente eficientes foram desenvolvidos:

o DFP (Davidon-Fletcher-Powell);
o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

@ Posteriormente, estes métodos foram agrupados em uma estrutura
mais geral, a familia de Broyden.
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Aproximacoes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

@ A corregdo proposta pelo método DFP é dada por:

T L T
CkDFP _ ViV Hkrkrk Hk

——= (25)
V;Z—rk rZ-Hkrk
@ A correcdo proposta pelo método BFGS ¢é dada por:
BFGS r[ﬁkrk viv] vkr[ﬁk + ﬁkrkv[
Ce =11+ = (26)
r,vg Vi rk r,vg
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Aproximacoes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

@ A corregdo genérica utilizada pelos métodos da familia de Broyden é
dada por:

Cu(§) = (1—¢) PP +¢cfre (27)

@ Em todos os casos da familia de Broyden, tem-se:

Hiy1 = Hi + G (€) (28)

Para £ = 0, obtém-se o método DFP, e para £ =1 o método BFGS.
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Aproximacoes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

@ Com relacdo a correcdo usada pela familia de Broyden:

@ A correcdo realizada a cada passo é de posto possivelmente dois, o que
é facilmente verificavel por inspecio.

©

A correcdo é sempre definida positiva, de forma que a matriz Hy.
preservara sua propriedade de ser definida positiva.

<

Dados i e j tais que 0 < i < j < k, entdo v/ Hv; = 0, ou seja, v, e v;
sao H-ortogonais.

<

Dado i tal que 0 < i < k, entdo ﬁk+1Hv; =v;.
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Aproximacoes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

Algorithm 14: Algoritmos Quase-Newton

1 k « 0; Hx « I; gk < gradiente(f(-), x);

2 while (critério de parada nio for satisfeito) do
3 dk — —F/kgk;

4 Q< arg m(jn f(xk + ady);

5 Xi1 ¢ Xk + oud;
6 81 < gradiente(f(-), Xk+1);
7 Vi < Xk — Xk+1;
8 rg < 8k — 8k+1,
DFP _ vivi _ Herer[Hy .
Ck = —F— — %y
Vi Tk Hkrk

0 CBFGS — (1 + fk kak vivy _ virg Hi+Hrv]
k - rlvi virg rlv !

| G(€) = (1—€) CPFP 4 ¢cpFes;
12 Hit1 = Hie + Ci (€);

13 k+ k+1;

14 end
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Aproximacdes Quadraticas

Métodos Quase-Newton

Problema Exemplo: Método DFP

Figura: Solu¢do usando o Método DFP.
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

@ Apresentado pela primeira vez em 1908 por Schmidt, reinventado de
forma independente em 1948 e aprimorado nos anos 1950;

@ Desenvolvido inicialmente para a solucdo de sistemas lineares, ainda
usado em sistemas com matrizes esparsas;

@ Em 1964, Fletcher e Reeves generalizaram o método para resolver
problemas de otimizag¢do n3o linear irrestrita.
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Solucdo de sistemas lineares

O método dos gradientes conjugados foi desenvolvido para resolver
iterativamente grandes sistemas lineares da forma

Ax=0>b

com A simétrica e definida positiva.
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Solucdo de sistemas lineares

Considere a forma quadratica:
1 / /
f(x)= ExAx—bx—i—c

O minimo global dessa fun¢do pode ser obtido a partir da condicdo de
otimalidade de 1a ordem:

Vf(x) =Ax—b=0

O minimo de f é também a solucdo do sistema linear Ax = b.
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Solugdo de sistemas lineares

O método atualiza a solu¢do dando um passo oy na direcdo oposta ao
gradiente. A direcdo oposta ao gradiente é dada por:

—VIf(x) =b— Ax =r (residuo)
Assim:

dado xx = r, = b — Axy

Xk+1 = Xk + Qg
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Solugdo de sistemas lineares

O tamanho do passo pode ser determinado analiticamente:

d d d
%f(xkﬂ) = Vf(xk-f—l),%xk-i—l = Vf(xk+1)'%(xk =F Oékrk) = —r2+1rk

/

(b — Axk+1)’rk =0
(b — AXk — akArk)’rk =0

que resulta em:
ryri

) =

r Ary
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2

Método dos Gradientes Conjugados

Algoritmo para Otimiza¢do Linear

Algorithm 15: Método dos Gradientes Conjugados

Input: xg, matriz de coeficientes A

k + 0;
I‘k<—b—AXk; dk<—rk;

3 while — critério de parada do

4

7

8
9

0

r
QU —

k k
Xk41 < Xk + akdk ;
res1 < rg — o Adg ;

v
Bk kti,ﬁ“ ;
diy1 < rigr + Bidy
k+ k+1;

end
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Gradientes conjugados para otimizagdo ndo linear

A versdo do método para otimizacdo ndo linear apresenta trés diferencas
basicas:

@ O residuo n3o pode ser calculado recursivamente;

@ O tamanho do passo n3o pode ser determinado analiticamente -
deve-se usar busca unidirecional;

@ Ha diferentes escolhas para f.

@©J. A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Otimizacdo Irrestrita 73 /88



Método dos Gradientes Conjugados

Algoritmo para Otimiza¢do N3o Linear

Algorithm 16: Método dos Gradientes Conjugados
Input: xg € X, fungdo-objetivo f(-)

1 k<0

2 rg « —VI1(xp); do < ro;

3 while — critério de parada do

4 ay < argming f(xx + ady) ;

5 Xk+1 ¢ Xk + apdy ;

6 Fri1 < —Vf(xk+1) ;

7 Calcular By;

8 diy1 < repr + Bidy

9

0

k+ k—+1,

end
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

Gradientes conjugados para otimizagdo ndo linear

Duas férmulas bem conhecidas para 8y sdo:

/
Vi 1Vk+1
Fletcher-Reeves: BfF = k+/17
rr
/
M1 (Pe1 — k)

Polak-Ribiere: /% = -
LAY
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Método dos Gradientes Conjugados

Introducao

@ Como o método se baseia na geracao de n diregoes conjugadas no
espaco n-dimensional, deve-se reiniciar o método a cada n iteracOes
em problemas ndo quadraticos;

@ Converge em n iteragdes em fungdes quadraticas. Em fungdes nao
quadrdticas, as direcoes deixam de ser conjugadas apds algumas
iteracOes, sendo preciso reinicio periddico;

@ Em geral, métodos quasi-Newton convergem em menos iteragoes,
porém requerem mais computacdo e mais memoria por iteracao.
Portanto, gradientes conjugados é mais indicado em problemas de
elevada dimens3o.
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Métodos sem Derivadas

o Método Nelder-Mead Simplex;

@ Método Hooke-Jeeves.
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Métodos sem Derivadas

Motivacdo

@ Métodos baseados em derivadas convergem mais rapidamente, mas sé
podem ser usados em problemas caracterizados por fungdes
continuamente diferenciaveis;

@ Em problemas com muitas varidveis, os erros numéricos introduzidos
por aproximacdes no cdlculo do gradiente podem se tornar
significativos.
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

@ O método Nelder-Mead Simplex foi desenvolvido para otimizagdo ndo
linear (ndo confundir com o método Simplex para programagédo
linear);

@ O método trabalha com n+ 1 pontos a cada iteragdo, e elimina o
“pior” ponto;

@ Um novo ponto é criado com base no ponto eliminado.

@©J. A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Otimizacdo Irrestrita 79 / 88



Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

Fecho convexo

O fecho convexo (ou invélucro convexo) de um conjunto A, denotado por
A, é definido como a intersecdo de todos os conjuntos convexos que
contém A.

Politopo
O fecho convexo de um conjunto finito de pontos x1,Xp, ..., X, € R" é
chamado politopo.
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

Se xp — X1, X3 — X1, ..., X, — X1 sdo vetores linearmente independentes,
ent3o o fecho convexo desse conjunto de pontos é chamado simplex.

@ O ndmero maximo de vetores linearmente independentes em R" é n,
portanto um simplex em R” possui n + 1 vértices.

@ O simplex é assim chamado por ser o politopo mais simples de sua
dimensao.
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex
Usaremos a seguinte notagio:

@ be{l,...,n+ 1} representa o indice do vértice com o melhor valor
de fungao-objetivo;

@ w e {l,...,n+ 1} representa o indice do vértice com o pior valor de
funcdo-objetivo;

@ sc{l,...,n+ 1} representa o indice do vértice com o segundo pior
valor de funcdo-objetivo;

O centrdide da face oposta a x,, é dado por:

n+1

+

X;

»>
1
S|

i
S
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

Reflexdo: Visa rejeitar a pior solugdo e avancar o simplex na direcdo de

melhora. Essa operacdo reflete o pior vértice do simplex
sobre a face oposta:

Xr=%X+a(X—xy), a=1
Expansdo: Expande o simplex na direcdo de melhora:
Xe=X+7(X—x%xu), 7=2
Contracdo externa: Contrai o simplex na direcao de melhora:
Xer =X+ B (X—xy), 8=05
Contracdo interna: Contrai o simplex internamente:
X =X—p(X—xy), 8=05
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

Algorithm 17: Método Nelder-Mead Simplex

Input: xo € X, fungdo-objetivo f(-)

k < 0;

while — critério de parada do

Xy =X+ a(X—xw);

if f(x,) < f(xp) then Expansdo

calcule e avalie x;

if f(xe) < f(x,) then Xnew = Xe;

else Xpew = Xr;

else if f(x,) < f(xs) then Xpew = X/;

Ise if f(x,) < f(xw) then Contragdo externa
calcule e avalie x4 ;

if f(xct) < f(xw) then Xpew = Xc4;

Ise if f(x,) > f(xw) then Contrac3o interna
calcule e avalie xc—;

if f(xc—) < f(xw) then Xpew = Xc—;

o

(0]

else
| Encolhe o simplex
end
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Métodos sem Derivadas
Método Nelder-Mead Simplex

@ Critérios de parada do método sdo baseados no tamanho (volume) do
simplex;

@ Convergéncia para fungdes convexas provada apenas recentemente;

@ Inicializa¢do do simplex pode ser obtida com perturbagdes ortogonais
a X,

@ Método usado na fun¢do fminsearch do Matlab™.
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Métodos sem Derivadas

Método Hooke-Jeeves

@ O método Hooke-Jeeves testa pontos padrdes a partir do ponto atual;

@ Ele alterna direcOes de pesquisa na direcio dos eixos coordenados
com dire¢oes de melhora do tipo Xj41 — Xk.
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Métodos sem Derivadas

Método Hooke-Jeeves

© Seja xg o ponto inicial, e, ..., e, as direcdes coordenadas, e yg = Xo.
O algoritmo testa os pontos y; + Aej;1, fazendo um movimento na
direcdo de melhora ou ficando no ponto atual;
© Apods pesquisar todas as coordenadas, terminamos no ponto Xi1;
© Neste ponto, efetuamos uma pesquisa na diregdo Xx4+1 — Xk:
Yo = Xk41 + @ (Xk1 — Xk)
© A partir desse ponto, reinicia-se a pesquisa nas direcoes coordenadas.

Se a fungdo ndo decrescer, entdo fazemos A < \/2 até que a precisdo
desejada seja atingida.
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Métodos sem Derivadas

Método Hooke-Jeeves

Algorithm 18: Método Hooke-Jeeves

Input: xo € X, fungdo-objetivo f(-), A, &
k 0, Yo < Xk,

while A > ¢ do
foreachi=0...,n—1do
if 7(yi + Xeit1) < f(yi) then yiy1 < y;i + Aeiry;
else if f(y; — Aej11) < f(yi) then yii1 < yi — Aeiy1;
else yii1 < yi;
end
if f(yn) < f(x«) then
Xk+1 < Yn;
Yo ¢ Xk+1 + @ (Xkt1 — Xk);
else
A+ A/2;
Xi41 € Xk,
Yo < Xk;
end
k <+ k+1;
end
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Métodos sem Derivadas

Método Hooke-Jeeves

@ O método Hooke-Jeeves é de facil programacio e é competitivo
computacionalmente com outros métodos;

@ Modificagdes podem ser incluidas, tais como um A para cada varidvel,
ou acoplar métodos de busca unidirecional.
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