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Introducao

Tema abordado:

@ Caracterizacdo das fungdes objetivo e de restrigoes;

@ Condicoes de otimalidade que deverdo ser atentindas em x*:

*

x* = arg min f(x)
X

gi(x)<0;,i=1,...,p (1)
sujeito a:
hi(x)=0; j=1,...,q

sendo que x € R”, f(-) : R" = R!, g(-) : R — RP, e h(-) : R" — RY.

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 3/88



Introducao

@ A escolha da técnica de otimizacdo depende da natureza das funcdes
f(x). g(x), h(x).

@ N3o ha uma técnica de otimizagdo que seja universal.
@ Mas existem informagdes que guiam essa escolha.
@ Questdes sobre otimalidade a serem respondidas:

© Dado o funcional f(-), o que sdo os pontos de minimo desse funcional?

@ O que sdo os pontos de minimo local desse funcional, se s3o dadas
também as restri¢cdes gi(x) < 0 e hj(x) =07

© Dado um ponto x € R", que tipo de testes podem ser realizados para
determinar se esse ponto é ou ndo um ponto de minimo de f(-), nos
dois casos anteriores?
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Caracterizacao de Funcoes

Introducao

@ Quais condi¢des de otimalidade empregar?

@ Algumas caracterizag¢les Uteis:

© Funcdo, funcional, continuidade e diferenciabilidade;
© Curvas de nivel, superficie de nivel, regido subnivel;
© Convexidade, quasi-convexidade, e ndo convexidade;

@ Unimodalidade e multimodalidade.
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Caracterizacao de Funcoes

Func¢do e Funcional

Uma funcao é uma relacdo que associa de maneira tinica membros de um
conjunto A com membros de um conjunto B.

Matematicamente:

Sejam A e B dois conjuntos com membros a;,...,am € bj,..., by,
respectivamente. Uma funcdo f que associa de maneira tinica membros de
A em B ¢ definida como:

f:A— B (f:R™—R" ()

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 6 /88



Caracterizacao de Funcoes

Func¢do e Funcional

Um funcional é uma funcdo que retorna um Unico valor, i.e., um nimero
escalar.

Formalmente:
Se f(-) é um funcional ent3o:

f:R"— R (3)
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Caracterizacao de Funcoes

Superficie de Nivel e Regido Subnivel

Seja f(-) : C C R" — R. A superficie de nivel S(f,«), associada ao
nivel «, é definida como:

S(f,a) ={xe C| f(x)=a} (4)
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Caracterizacao de Funcoes

Superficie de Nivel e Regido Subnivel

llustracdo do conceito de superficie de nivel.
As curvas de nivel estdo representadas no plano x; X x».
Cada curva contém os pontos que possuem o mesmo valor de funcio.
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Caracterizacao de Funcoes

Superficie de Nivel e Regido Subnivel

Seja f() : C C R"+— R. A regido de sub-nivel R(f,«), associada ao
nivel o, é definida como:

R(f,a) ={xe C | f(x) <a} (5)
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Caracterizacao de Funcoes

Superficie de Nivel e Regido Subnivel

Seja f(-) : C C R" — R. As regides de sub-nivel dessa fun¢do obedecem a:

R(f,al) D) R(f,a2)<:>0é1 > (6)

Pode-se pensar os problemas de otimizacdo como sendo equivalentes a um
problema de determinar pontos que estejam sucessivamente no interior de
regides de sub-nivel cada vez menores.
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Caracterizacao de Funcoes
Unimodalidade e Multimodalidade

Seja f(-) : C C R" — R. Diz-se que f(-) é unimodal se R(f,«) é conexo
para todo a € R.

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 12 / 88



Caracterizacao de Funcoes
Unimodalidade e Multimodalidade

Seja f(-) : C C R" — R. Diz-se que f(-) é multimodal se existe & € R
tal que R(f,«) n3o é conexo.
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Caracterizacao de Funcoes
Unimodalidade e Multimodalidade

Note-se que uma funcao unimodal pode possuir miltiplos minimos,
desde que o conjunto deste seja conexo. Por exemplo:

f(x)z[xlxﬂ[éngl] (7)

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 14 / 88



Caracterizacao de Funcoes

Bacias de Atracao

Regiao Conexa de Sub-Nivel: Seja (1) : C C R" — R, seja a regido de
sub-nivel R(f,«), associada ao nivel «, e seja um ponto xg € R(f,«). A
regido conexa de sub-nivel R(f,a,xg) é definida como o maior
subconjunto conexo de R(f,a) que contém xg.

Bacia de Atracdo: Seja () : C C R" — R, e seja x* € C um minimo
local de f(-). A bacia de atracdo de x* é definida como a maior regido
conexa de sub-nivel associada a x*, sendo a™* o nivel correspondente, tal
que a funcdo restrita a essa regido

f(-): R (f,a",x*) —» R (8)

¢ unimodal.

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 15 / 88



Caracterizacao de Funcoes

Continuidade e Diferenciabilidade

Uma funcao continua é aquela para a qual uma pequena variacdo na
entrada gera uma pequena variacdo no resultado da funcdo.

Formalmente, uma fungdo f(-) : C C R" — R é continua se V xq € C:
© f(xo) é definido;

Q lim f(x) = f(xo).

X—X0
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Caracterizacao de Funcoes

Continuidade e Diferenciabilidade

Funcdo diferenciavel: Uma fungdo f(-) : C C R" — R é diferencidvel se
V xg € C existe o vetor gradiente:

_lofr of  of
VIxX)= |5 % O

(9)

[ —
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Caracterizacao de Funcoes

Continuidade e Diferenciabilidade

Outras propriedades importantes:

1) Seja f(-) : C C R" +— R. Se f(-) é continua no dominio C, entdo

diSt(S(f,Oél), S(f,az)) >0V (al,az) | |a1 — Oé2| >0 (10)

sendo dist(-,-) a fungdo distancia.
2) Superficies de nivel de fungdes continuas ndo se tocam nem se cruzam.
3) Seja f(-) : C C R" — R. Se f(-) é diferencidvel no dominio C, entdo

toda superficie de nivel S(f, ) é suave, sendo o hiperplano tangente a
superficie em cada ponto perpendicular ao gradiente da fun¢do no ponto.
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Caracterizacao de Funcoes

Continuidade e Diferenciabilidade

4) Seja () : C C R" +— R uma fun¢do diferencidvel no dominio C, seja
Xo um ponto pertencente a superficie de nivel S(f,a), e seja V£(xq) o
gradiente de 7(-) no ponto xg. Seja ainda um vetor d € R". Entdo, se

d-Vf(xe) <0 (11)

entdo existe € > 0 tal que:

F(xo + ed) < f(xo) (12)

Diz-se que d é uma diregdo minimizante de f(-) no ponto xo.
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Caracterizacao de Funcoes

Continuidade e Diferenciabilidade

No caso de funcoes ndo diferencidveis, define-se,

Subgradiente: Seja f(-) : R” + R. Um funcional linear £** ¢ um
subgradiente de f(-) no ponto xq se:

f(x) > f(xo) + FP(x —xo), Vx (13)

é:

f’(x):{l’ x>0 (14)

-1, x<0

Por exemplo, a derivada da fungdo f(x) = |x

No ponto x = 0 a derivada n3o é definida, entretanto pode-se definir o
subgradiente como qualquer nimero real no intervalo [—1,1].

Exemplo em duas dimensoes...
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

Conjunto Convexo: Diz-se que um conjunto C € R” é convexo se para
quaisquer vetores x, y € C,

ax+(1—a)y € C (15)
para todo « € [0,1].

{a) (b}

Figura: Representagdo: (a) Conjunto convexo, (b) Conjunto ndo convexo
=] 5 = E £ DA
21/ 88
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

Funcdo Convexa: Diz-se que uma fun¢do f(-) : C C R” — R definida
sobre um conjunto convexo C é convexa se para quaisquer x, y € C,

flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 - a)f(y) (16)

para todo « € [0,1]. Se para quaisquer x, y € C, sendo x £y e
0 < a < 1, a desigualdade é estrita, entdo f(-) é estritamente convexa.
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

Caracterizacbes de Funcdes Convexas: Seja f(-) uma funcdo duas
vezes diferencidvel, sobre um conjunto convexo C C R".

Ent3o sdo equivalentes as afirmativas a seguir:
QO flax+(1—a)y) <af(x)+(1-a)f(y) Vael0,1]

Q f(y) > f(x)+ VF(x)(y—x) Vx,yeC

Q H(x)>0 VYxeC
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

Combinagées Convexas: Sejam fi(-) : GG C R" — R fungdes convexas
definidas sobre conjuntos convexos C; , i =1,..., m. Entdo:

Q afi(-) é convexa sobre C;, V. a >0

m m
Q Za,-f,-(-) é convexa sobre ﬂ Ciparaa;>0,i=1,...,m
i=1 i=1
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

Fungdo Quasi-Convexa: Seja f(-) : C C R" — R uma fungdo tal que
suas regides de sub-nivel R(f,«) sdo convexas para todo o € R. Neste
caso, diz-se que f(-) é quasi-convexa no dominio C.

Se (1) : C C R"+— R é uma fun¢do quasi-convexa, ent3o:

fax+ (1 —a)y) <max{f(x),f(y)} V x,yeC,Vae|0,1] (17)

25 / 88
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Caracterizacao de Funcoes

Convexidade e Quasi-Convexidade

A convexidade de fun¢des pode ser relacionada com as regides de
sub-nivel, superficies de nivel e bacias de atrac3o.

1) Todas as regides de sub-nivel de uma fungdo convexa num dominio
convexo sao conjuntos convexos.

2) Uma fungdo convexa em um dominio convexo possui uma dnica bacia
de atracdo, a qual é um conjunto convexo.

J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 26 / 88



Caracterizacao de Funcoes

Minimo Local e Minimo Global

Introduz-se o conceito de minimo local como o ponto x*, para o qual
qualquer vetor x na vizinhan¢a € de x* implica em f(x*) < f(x).
Matematicamente:

Minimo Local: Seja f(-) : C C R" — R. Um ponto x* é um minimo local
de f(-) sobre C se existe € > 0 tal que

f(x*)<f(x) , VxeV(x,e)nC (18)

onde V(x*,€) £ {x: ||x — x*|| < €}. O ponto x* € C é um minimo local
estrito se vale a desigualdade estrita.
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Caracterizacao de Funcoes

Minimo Local e Minimo Global

O conjunto C é o subconjunto do espaco R” definido pelas restri¢des:
CE{xeR"|g(x)<0;i=1,....,p; hi(x)=0; j=1,...,q} (19)

Minimo global do funcional: Se for possivel escolher € > 0 tal que
V(x*,e) N C = C, entdo x* é um minimo global de f(-) sobre C. O
minimo global é ainda estrito se a desigualdade for satisfeita de modo
estrito.
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Problema Exemplo

Introducao

Consideremos o problema:

x* = arg min f(x) = (x1 —3)? +2(x2 — 3)?
X
gi(x1,x2) 1 3x1 +2xp < 12
(20)

Sujeito a: h]_(X]_,X2) X1 +x0 =05

0<x1<6 0<x<6
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Problema Exemplo

Introducao

Problema Exemplo

20 9 hn

Figura: llustragdo grafica do problema exemplo.
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Problema Exemplo

Problema irrestrito

A partir de (20) pode-se definir o problema irrestrito:

x* = arg mxin f(x) = (x1 —3)% +2(x2 — 3)?
(21)
Sujeitoa:{ 0<x1<6;, 0<x<6

@ N3o existe nenhuma fun¢3o de restricdo imposta a ().

@ Os limites inferiores e superiores de x definem a regido factivel.
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Problema Exemplo

Problema irrestrito

Solucéo do Problema Irrestrito

solugé@o

Figura: Solugdo gréfica do problema exemplo — irrestrito.
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Problema Exemplo

Restricdo de desigualdade
A partir de (20) pode-se definir o problema com restricdo de desigualdade:

x* = arg min f(x) = (x1 —3)%+2(xo — 3)?
X

g1(x1,x2) 1 3x1 + 2xp < 12 (22)
sujeito a:
0<x1 <6, 0<x<6b

@ Ao incluir g1(-) <0, a solugdo devera satisfazer tal restricdo.

@ Por inspecdo, pode-se identificar que o minimo é o ponto (x;,x3)
definido na curva de nivel de f(-) que tangencia gi(-).
@ No ponto solugdo (x;,x3), VF(-) estd, exatamente, no sentido oposto

de Vgi(+). Essa relagdo entre os gradientes é a base para estabelecer
as condicdes de otimalidade de primeira ordem.
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Problema Exemplo
Restricdo de desigualdade

Solugéo com a Restricdo de Desigualdade

6 T T T T T
20
5r 4
10
3
4l 4
0.3
0.
vf
2r 5
10 —
regido factivel
1Lk 4
\& g4 \ /;0/
0 ! . . .
4 5 6

Figura: Solugdo grafica do problema exemplo — restricdo de desigualdade.
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Problema Exemplo

Restricdo de igualdade

A partir de (20), pode-se definir o problema:

*

x* = arg min f(x) = (x1 —3)%+2(x2 — 3)?
X

hl(Xl,Xz) X1 +x=5 (23)
sujeito a:
0<x1 <6, 0<x<6

@ Ao incluir hi(+), forca-se que a solugdo esteja sobre a reta hy(-).

@ Por inspecdo, pode-se identificar que o minimo é o ponto (x;,x3)
definido na curva de nivel de f(-) que tangencia hy(-).

@ Nesse ponto Vf(-) estd, exatamente, no sentido oposto de Vhy(+).
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Problema Exemplo
Restricdo de igualdade

Solugéo com a Restrigéo de Igualdade

Figura: Solucdo grafica do problema exemplo — restricdo de igualdade.
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Problema Exemplo

Restricdes de desigualdade e igualdade
A partir de (20), pode-se definir o problema:

x* = arg min f(x) = (x1 —3)? +2(x2 — 3)?
X

g1(x1,x2) 1 3x1 + 2xp < 12 (24)
sujeito a: ¢ hi(x1,x2) :x1+x2 =5
0<x <6, 0<x<6

@ A regido factivel deve satisfazer simultaneamente gi(-) <0 e
hi(-) = 0, respeitando-se os limites de x; e xo.

@ Por inspecdo, tem-se que o minimo (xj', x3) é o ponto de intersecdo
entre g1(-) e h1().

@ Observe que, no ponto solugdo, o somatdrio dos gradientes de f(-),
gi1(+) e hi(-) ndo se anula automaticamente.
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Problema Exemplo

Restricdes de desigualdade e igualdade

Solugéo Geral do Problema Exemplo

6 ; : , ‘ ‘
\2\
5 J
10
4r h1 N
Vg
0.
\%i
5
240 d
1F J
N
o\@ ‘ N
0 1 2 3 4 5 6

x1

Figura: Solucdo grafica do problema — restricdo de desigualdade e igualdade.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos

@ Condicoes analiticas necessdrias e suficientes;

@ Permitem afirmar se a solucdo encontrada x é de fato a solucdo
étima;

@ Essas condicOes serdao usadas como critérios de parada e convergéncia.

Seja o problema irrestrito definido por:

x* = arg min f(x) = (x1 —3)? +2(x2 — 3)?
X
(25)
sujeitoa:{ 0<x3<6;, 0<x<6
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos

Figura: Solugdo gréfica 3D do problema irrestrito.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos

Analisando a Figura 7, observa-se:

@ O minimo ocorre em (x; = 3, x3 = 3), e nesse ponto f(xi,x2) = 0.

@ Qualquer variagdo em x* leva a um aumento de f(-).

Supondo a varia¢do na vizinhanca do ponto 6timo como Ax, e a variacdo
do valor étimo da fun¢do como Af(-):

@ Fica evidente que o minimo deve ser um ponto que satisfaca:

Af>0 , V Ax (26)
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 17 ordem

@ O conceito desenvolvido em (26) pode ser aplicado no limite, isto é,
para incrementos infinitesimais dx; e dx, sobre x*.

@ A fungdo f(-) pode ser aproximada por um plano tangente em x*, por
exemplo usando os primeiros termos da série de Taylor.

@ Supondo esta aproximagdo para f(-), o seu valor serd o mesmo em
qualquer ponto deste plano (i.e., df =0).

@ Por outro lado, qualquer variagdo no plano a partir do ponto minimo
implica que dx; e dxa ndo so zero (i.e. dx; # 0 e dxa # 0).
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 17 ordem

Matematicamente:

of of
df = a—deX]_ + 8—X2dX2 =0 (27)
of of dxq
Fo | L0 - 2
d |:6X1 8X2:| |: dX2 :| 0 ( 8)

A equagdo (28) deve ser satisfeita para todos os pontos do plano.

Sabendo-se que dx; # 0 e dxp # 0, obtém-se consequentemente:

of of
=0 @ — = 2
6X1 0 ' 8X2 0 ( 9)
ou
VE(x{,x3) =0 (30)
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 17 ordem

Condigcoes Necessarias de 1a Ordem: Seja Q C R” e f(-) uma fungdo
diferencidvel sobre Q. Se x* é um minimo local de f(-) sobre Q, entdo
tem-se que:

VF(x*) =0 (31)

Consideragdes adicionais devem ser impostas para assegurar que a solucio
encontrada pela condicdo de primeira ordem seja de fato étima.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

@ As condi¢oes de segunda ordem s3o normalmente conhecidas como
condi¢cdes suficientes.

@ As condigcoes de segunda ordem s3o obtidas através da expansao de
Taylor da fungao.

o Se x* é étima e Ax representa a variacdo no ponto solucdo, a qual
resulta em uma variacdo em Af, entdo:

1
Af = f(x* + Ax) — f(x*) = VF(x*)TA x + 5AxTH(x*)Ax (32)

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 45 / 88



Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

@ No ponto de étimo (x*), Af >0, V Ax.

@ Pelas condi¢Oes necessarias de primeira ordem:

VFlx)TAx=0 (33)

Af = f(x* + Ax) — f(x*) = 05Ax T H(x*)Ax >0 (34)

@ Para que (34) seja verdadeira, a matrix H(x*) deve ser positiva
semidefinida.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

Ha trés maneiras para determinar se H é positiva definida:

@ Para todos os valores possiveis de Ax, Ax" H(x*)Ax > 0.

© Todos os autovalores de H(x*) devem ser positivos.

© Os determinantes de todas as submatrizes que envolvem a diagonal
principal de H(x*) devem ser positivos.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

De forma geral, uma matriz H é:

positiva definida sss todos os autovalores sdo positivos
positiva semi-definida sss | todos os autovalores s3o ndo-negativos
negativa definida sss todos os autovalores s3o negativos

negativa semi-definida sss | todos os autovalores s3o n3o-posititos

indefinida sss possui autovalores positivos e negativos
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

Classificagdo dos pontos estaciondrios de f((x)):

H positiva definida | ponto de minimo local

H negativa definida | ponto de maximo local

H indefinida ponto de sela

H semi-definida inconclusivo (ponto de sela ou extremo local)
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

Seja o problema de minimizac3o definido por:

x* = arg min f(x) = (x1 —3)%+2(x2 — 3)?
X

(35)
sujeitoa:{0§x1§6; 0<x <6
As condi¢Oes necessarias de primeira ordem requerem:
of(+) of(+)
o, (1 —3)=0 e D (xx—3)=0 (36)

@ Resultando na solugdo x{ =3 e x5 = 3.

@ Este ponto é de minimo, maximo ou inflexao?
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

As condicOes de segunda ordem requerem que a matriz Hessiana seja
positiva definida:

H:[gj] (37)

@ Se verdadeiro, a solu¢do encontrada é de fato o ponto de minimo da
funcdo.
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 27 ordem

Condicoes Necessarias de 2a Ordem: Seja Q C R” e f(-) uma fungdo

duas vezes diferencidvel sobre Q. Se x* é um minimo local de f(-) sobre
Q, entdo tem-se que:
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Condicoes Analiticas

Problemas irrestritos: condicdes de 17 e 27 ordem

@ Assim, conclui-se a deducdo analitica das condicoes necessarias e
suficientes que um ponto deve satisfazer para ser considerado um
minimo de uma fungdo f(-) sem restricdes.

Otimizacdo Irrestrita: Seja f(-) € C? e x* € R". Se forem
simultaneamente satisfeitas:

Q Vi(x*)=0
Q H(x*)>0
entdo x* € um minimo local estrito de f(-) sobre R".
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade

O problema sujeito a restricdo de desigualdade é definido como:
x* = arg min f(x) = (x1 —3)? +2(x2 — 3)?
X
g1(x) 1 3x1 + 2x0 < 12 (38)

sujeito a:
0<x1 <6, 0<x <6
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade

Solugéo com a Restricdo de Desigualdade

6 T T T T T
20
51 4
10
3
4t 4
0.3
0.
vf
2 5
10 —
regido factivel
n 4
\& g4 \ /;0/
0 ! . . .
4 5 6

Figura: Solugdo grafica do problema exemplo — restricdo de desigualdade.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade

@ No ponto solugdo, o vetor V£(-) estd na mesma diregdo e no sentido
oposto do vetor Vgi ().

@ Essa relagdo entre Vf(-) e Vgi(-) s6 é possivel no ponto solugdo.

@ Existe no ponto solugdo uma relagdao proporcional entre V£(-) e
Vei()

@ Representando a constante de proporcionalidade por (31, pode-se
expressar a relacdo entre os gradientes por:

V() ==6Va() ou V() +HVea() =0 (39)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

Método de Lagrange (tranforma o problema original restrito em irrestrito):

x* = arg min f(x)
X
(40)
sujeito a: gl(_x) =0 i
LX< xp < XM e XM < xp < XX
x* = arg mxin f(x,B1,27) = f(x) + Bilgi(x) + z{]
(41)

sujeito a: gl(_x) * 212 =0 .
J - X{nm S X]_ S leax e Xéﬂln S X2 S Xénax
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

Considerando o Lagrangeano, f(x,ﬁl,zlz), como uma func3o irrestrita, as
condicbes de primeira ordem tem que ser satisfeitas, ou seja:

I
Woaa. e
agz(l') =21z =0 (44)

T (2 =0 (45)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

As equagdes (44) e (45) podem ser combinadas para eliminar a varidvel de
folga z1. Assim:

of(-) _ of() dgi()
8x1 N 8x1 + 51 8X1 =0 (46)
of(-) _ of() Jgi()
8X2 N aXQ + 51 8X2 =0 (47)
Hrg(r) =0 (48)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

Em linhas gerais, as condi¢coes de primeira ordem para um problema
com restricao de desigualdade s3o:

VI(-)+ sVe() =0 (49)

Bigi(-) =0 (50)

A generalizac3o para p restricoes de desigualdade serd apresentada no final
da unidade.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

Substituindo os valores do problema original no sistema de equacdes
(46)—(48), obtém-se:

of (-

87(1):2X1—6+3,31:0 (51)

of (-

8)52) —4x; — 12428, =0 (52)
Brg1(-) = P1(3x1 +2x2 — 12) = 0 (53)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

O sistema de equagdes simultdneas (51)—(53) requer que as condigdes no
multiplicador (31 e na restricdo g1(-) sejam satisfeitas simultaneamente.

Q Casoa: /1 =0[g1 <0]

©Q Casob: 81 #0 [g1 = 0]
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

@ A solugdo do sistema de equagdes (51)—(53) é invidvel no caso a.

@ Considerando o caso b, obtém-se x; = 2.18, x5 = 2.73 e 7 = 0.55.

@ A solugdo analitica encontrada usando o multiplicador de Lagrange
indica que é necessario multiplicar o Vgi(+) por 81 = 0.55 para que o
somatério de V£(-) e Vgi(-) seja zero no ponto solugio.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la ordem

Solugéo com a Restricdo de Desigualdade

6 T T T T T
20
51 4
10
3
4t 4
0.3
0.
vf
2 5
10 —
regido factivel
n 4
\& g4 \ /;0/
0 ! . . .
4 5 6

Figura: Solugdo grafica do problema exemplo — restricdo de desigualdade.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de 2a ordem

CondicGes de segunda ordem:

AF() = F(x* 4+ Ax) — F(x*) = VF(x*) T Ax + %AXT[H(X*)]AX >0 (54)

Ve () TAx =0 (55)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de 2a ordem

Considerando um problema com duas varidveis e uma restricao de
desigualdade, tem-se (Vf(x*) = 0):

2 27 2
aF() = [8(;( dany+ 258 (ax)(a0) + 8;?(&2)2} >0

._.

(56)
Rearranjando os termos de resulta em:

27, X1 1o 27/, X1 27, )
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de 2a ordem

A equagdo (55) pode ser expressa por:

AXl _ 8g1()/8X2

= 58
AXz 8g1(-)/8x1 ( )
Substituindo a equagdo (58) na equagdo (57) obtém-se:
2y L[*F() 0g1()/0x2 s, O?F() 0g1()/0x2, = O?F() 2
Af() == -2 A
=312 Bal)on’ ~ 2omon oa()jon) ™ o | &)
(59)

que representa a condi¢cdo de segunda ordem, ou condigcdo suficiente.

No problema exemplo, [ - | = 44/9 > 0.

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 67 / 88



Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de desigualdade: condi¢cdes de la e 2a ordem

Otimizacdo Restrita — Desigualdade: Sejam f(-) € C? e gi(-) € C?,
i=1,...,p ex* tal que gi(x*) <0,i=1,.
multiplicadores 31, 32, ..., Bp tais que

Q6 >0,i=1,...,p

9 ﬁ,-g;(x*):o, i:].,...,p
P
Q@ VF(x*)+ ) BiVail(x*) =0

i=1
P
Q H(x*)+ Z/BIGI(X*) > 0 sobre
M={y ER": Vegi(x*)y =0, i€ l(x*)},
I(x*)={i : &(x*)=0, B >0}

sao simultaneamente satisfeitos, entdo x* é um minimo local estrito de
f(-) sobre gi(x) <0, i=1,...,p.

.., p. Se existem
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Condicoes Analiticas

Problemas com restri¢cdo de igualdade

O problema sujeito a restricdo de igualdade pode ser definido como:

x* = arg mxin f(x) = (x1 —3)% +2(x2 — 3)?

hi(x):x1 +x =5 (60)
sujeito a:
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Condicoes Analiticas

Problemas com restri¢cdo de igualdade

Solugéo com a Restrigéo de Igualdade

Figura: Solucdo grafica do problema exemplo — restricdo de igualdade.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restri¢cdo de igualdade

@ No ponto solugdo, V£ (-) estd na mesma diregdo e no sentido oposto
do vetor Vh(-).

@ Examinando outros pontos factiveis, pode-se afirmar que essa relagdo
entre Vf(-) e Vh(-) s6 é possivel em x*.

@ Existe em x* uma relagdo proporcional entre Vf(-) e Vh(-).

@ Representando a constante de proporcionalidade por A;p:

Vf() = —)\1Vh1(~) ou Vf() + /\1Vh1(') =0 (61)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restri¢cdo de igualdade

@ A equacdo (61) pode ser obtida usando o método de Lagrange.

@ No método de Lagrange o problema original (60) é transformado com
a introdugdo de uma fun¢do Lagrangeana f.

minimize ?(Xl,X2, )\1) = f(Xl,X2) + )\1h1(X1,X2) (62)

@ Neste caso, o problema restrito passa a ser expresso por:
minimize f(x,\1) = (x1 — 3)? + 2(x2 — 3)?> + M\ (x1 + x2 — 5)
hl(Xl,XQ) x1+x=5 (63)

sujeito a:
0<x1<6;, 0<x<6

sendo A1 um multiplicador de Lagrange.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condi¢des de 17 ordem

@ As condi¢cdes necessarias de primeira ordem s3o obtidas considerando
f(-) como uma fungdo irrestrita das varidveis xi, x2 € A1.

of() _of() , 9m() _
8X1 - 8X1 + )\1 6X1 =0 (64)
of() _of() , 9m() _
B O + A1 i 0 (65)
of() _ _
o, — () =0 (66)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condi¢des de 17 ordem

Em linhas gerais:

Vf() + )\1Vh1(') =0 (67)

h()=0 (68)

A generalizacdo para g restri¢cdes de igualdade € direta.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condi¢des de 17 ordem

@ Aplicando as condi¢des de 1a ordem ao problema (63), obtém-se:

(-
8)51) =2 —6+ X =0 (69)

of (-
8)52) =4x; — 12+ X1 =0 (70)
hl() =x1+x=>5 (71)
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condi¢des de 17 ordem

@ A solugdo do sistema de equacgdes (69)—(71) é x;' = 2,33, x3 = 2,67
e \] =134

@ A solugdo analitica encontrada coincide com a solugdo geométrica
obtida por inspecao.

@ A verificacdo das condi¢des de 2a ordem, ou suficientes, é deixada
para o leitor.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condi¢des de 17 ordem

Solugéo com a Restrigéo de Igualdade

Figura: Solucdo grafica do problema exemplo — restricdo de igualdade.
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricdo de igualdade: condicGes de 1° e 2 ordem

Otimizacdo Restrita — Igualdade: Sejam f(-) € C2 e hj(-) € C2,
j=1,...,qex* tal que hj(x*) =0, j=1,...,q. Se existem
multiplicadores A1, A2, ..., A4 tais que

Q Vi(x )+Z/\Vh ) =0

Z)\H ) > 0 sobre
M = {yE]R” : Vhi(x*)y=0,j=1,...,q}

sao simultaneamente satisfeitos, entdo x* é um minimo local estrito de
f(-) sujeito a hj(x) =0, j=1,...,q
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio

O problema geral de otimizacao é definido incluindo simultaneamente
as restricoes de desigualdade e igualdade:

x* = arg mxin f(x) = (x1 —3)% +2(x2 — 3)?
gi1(x) : 3x1 + 2xp < 12
sujeito a: ¢ hi(x):x1+x2 =5

0<x1<6; 0<x2<6
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio

Usando o método de multiplicadores de Lagrange:

x* = arg mxin ?(X,ﬂl,)\l,zf) = f(X) + ﬂl[gl(x) + Zf] + )\1h1(X)
gi(x)+2{ =0

sujeito a: ¢ hi(x) =0

X{mn S X]_ S X{nax e X2mln S X2 S szax
(73)
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio

Considerando a funcdo Lagrangeana f(-) como uma funco irrestrita, as
condicoes de primeira ordem para este caso podem ser obtidas por:

TG s 0 B0
TG s B0 )
852(1') =281z = (76)

T g+ A=0 (77)

aai(;) =h()=0 (78)
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio
As equagdes (74) a (78) podem ser reduzidas a quatro expressdes:
9g1(")

() _ of() o (")

8X1 6X1 + ﬂl axl + )\1 axl =0 (79)
of() _ of() , , 9&() () _

8X2 - 6X2 + ﬂl 6X2 + )\1 6X2 =0 (80)

brg1(-) =0 (81)

hi(-) =0 (82)

A equagdo (81) requer que duas possibilidades sejam testadas:

Q Caso a: 1 =0[g1 <0]
@ Caso b: 51 #0 [g1 =0]
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio

As condi¢coes de la ordem podem ser resumidas da seguinte maneira:

Vf() + 51Vg1(') + )\1Vh1(') =0 (83)
Hrgi() =0 (84)
() =0 (85)

A generalizagdo para p restricdes de desigualdade e g restricdes de
igualdade € direta.

©J.A. Ramirez et al. (UFMG) ELEO037: Condicdes de Otimalidade 83 /88



Condicoes Analiticas
O Problema Geral de Otimizacio

No problema exemplo, as condicoes de primeira ordem resultam em:

8f)£-) =2x1 — 6+ A +35 =0 (86)
1
8X2
/Blgl(‘) = 51(3X1 + 2x0 — ]_2) =0 (88)
of (-
ax(l) =xtx—5=0 (89)
84 /88
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Condicoes Analiticas

O Problema Geral de Otimizacio

Duas solucdes devem ser examinadas:

Q Caso a: (f1 =0e[g1 <0]). Obtém-se x; =7/3, xp =8/3 e
A1 =4/3, porém gi(-) =1/3 > 0.

© Caso b: (81 #0 [g1 =0]). Obtém-se x; =2, xp =3, f1 =2
A= —4

Observe que no ponto solu¢do (x; = 2; xo = 3), verifica-se que
V() + Brgi(s) + Aah(-) = 0.
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Condicoes Analiticas
O Problema Geral de Otimizacdo

Solugéo Geral do Problema Exemplo

5 i
10
4r B1Vgy J
%5
5
2I\10 Vh ]

N h1\
o\@ ‘ AN V
4 5 6

Figura: Solug3o analitica do caso geral.
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Condicoes Analiticas
Condicdes de Karush-Kuhn-Tucker

Condicoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker: Seja x* um ponto
regular das restricoes do problema de otimizacgao:

*

x* = arg min f(x)
X

gi(x)<0,i=1,...,p (90)
sujeito a
hi(x)=0,,j=1,...,q

sendo que f(-), g(-), h(:) € C.
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Condicoes Analiticas
Condicdes de Karush-Kuhn-Tucker

Para x* ser um étimo local do problema, deve existir um conjunto de
multiplicadores de KKT 37 € RP com 3/ >0 e )\j € RY tal que:

q p
VA(x)+ ) N Vhi(x") + > B Vei(x*) =0
j=1 i=1

Brgi(x)=0e B;>0Vi=1,...,p (91)
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