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O timiz ag ﬁ() de Re de S Caminhos Minimos



Problema do Caminho Minimo

+ Problema do caminho mais curto

# O objetivo é determinar o caminho minimo entre dois
nos arbitrarios no grafo.

“ Representa um dos problemas mais simples e comuns
em grafos.

* Frequente em aplicacOes praticas, tanto diretamente
quanto como subproblemas de outros mais dificeis.



Problema do Caminho Minimo

+ Problema do caminho mais curto

* E um caso especial do problema de transbordo, em que
se quer transportar, a0 menor custo, uma unica unidade
de produto dond 1 ao no n;

“ Os demais noOs do grafo sao todos de transbordo;

* Cada arco do grato representa o custo c¢;; do problema
de transbordo.



Formulacao

min f(x E E Gy

1=1 5e85(1)



Algoritmo de Dijkstra

Entradas:

* G(N,E)

¢ 1:no inicial

* n:no final

* ¢(i,j): custo do arco (i,j) (PREMISSA: c(i,j) > 0)
Saidas:

* d(n): menor custo/distancia entre 1 e n

%+ C: caminho minimo entre 1 e n



Passo 1: Inicio

1.

Ol B LN

R < {1}.

NR < {2,...,n}.
d(1) < 0.

p(1) < 0.

Para todo 1 € NR:
A. d(i) < oo

B. p(i) < n+l.
ae=l

% nos rotulados

% nos ndo rotulados

% indica o no predecessor do no argumento

% ultimo no rotulado



Passo 2:
1. Paratodo:€& NR:
A. d(i) < min{d(i),d(a)+c(a,i)}.
B. Se d(i) foi atualizada: (i.e. d(i) = d(a)+c(a,i))

I p(i) < a.

2. Sed(i) = ViE NR:

A. Pare! % ndo existe caminho de 1 a qualquer né em NR
3. Senao:

A. Determine k € NR | d(k) = min{d(1)}.

B. NR < NR - {k}.

EH IR =R R

Dk sl



Passo 3:
S e g —in:

A. Recupere o caminho minimo C, a partir de p(.),
iniciando por p(n).

2. Se nao:

A. Retorne ao passo 2.



Exemplo




Passo 1:
* R={5}
S NIR={F 2 3.4 6]
* d(5)=0, p(5)=0
“ d(i)=co, p(i)=7 (i=1,2,3,4,6)
* a=5



Passo 2:
¢ d(1) = min{d(1),d(5)+c(5,1)} = min{co,0+oco}=00
* d(2) =min{d(2),d(5)+c(5,2)} = min{co,0+cof=co
* d(3) =min{d(3),d(5)+c(5,3)} = min{co,0+10/=10 e p(3) =5
“ d(4) =min{d(4),d(5)+c(5,4)} = min{eo,0+5}=5 e p(4) =5
* d(6) =min{d(6),d(5)+c(5,6)} = min{co,0+4}=4 e p(6) =5
Sl =6
* R=({5,6}
« NR={1,2,3,4}
* 4=6



Passo 3:
+ O nod 2 nao foi rotulado:

+ voltar ao Passo 2.



Passo 2:
¢ d(1) = min{d(1),d(6)+c(6,1)} = min{eo,4+5}=9 e p(1)=6
* d(2) =min{d(2),d(6)+c(6,2)} = min{co,4+4cof=c0
+ d(3) = min{d(3),d(6)+c(6,3)} = min{10,4+c0}=10
* d(4) = min{d(4),d(6)+c(6,4)} = min{5,4+1}=5
s k=4
+ R={5,6,4)
* NR=(1,2,3)
b7



Passo 3:
+ O nod 2 nao foi rotulado:

+ voltar ao Passo 2.



Passo 2:
“ d(1) = min{d(1),d(4)+c(4,1)} = min{9,5+2}=7 e p(1)=4
* d(2) =min{d(2),d(4)+c(4,2)} = min{co,5+cof=c0
* d(3) = min{d(3),d(4)+c(4,3)} = min{10,5+2}=7 e p(3)=4
+ k=3
* R={5,6,4,3/
* NR={1,2}
* a=3



Passo 3:
+ O nod 2 nao foi rotulado:

+ voltar ao Passo 2.



Passo 2:
¢ d(1) =min{d(1),d(3)+c(3,1)} = min{7,7+1}=7

* d(2) =min{d(2),d(3)+c(3,2)} = min{co,74+3}=10 e
p(2) =3

> k=1
X R:{5/6/4/3/1}
* NR={2}

E =



Passo 3:
+ O nod 2 nao foi rotulado:

+ voltar ao Passo 2.



Passo 2:
“ d(2) = min{d(2),d(1)+c(1,2)} = min{10,7+2}=9 e p(2)=1
+ k=2
* R={5,6,4,3,1,2]
* NR={)
+ a=2



Passo 3:
+ O no 2 toi rotulado:
* p(2)=1, p(1)=4, p(4)=5, p(5)=0
* C=1{(54),4,1),(1,2)
SeiDle gl =



Limitacio d() Alg de Dijkstra

+ Qual o menor caminho entre os nés 5 e 2?

* d(4) =5 (via Dijkstra),
* entretanto, o menor caminho passa pelos nés 5, 3 e 4, com comprimento 3.

+ Dijkstra falha quando existem arcos negativos!



Algoritmo de Ford

Dados:

* G(N,E)

+ 1:nd inicial

* n:no final

* ¢(1,j): custo do arco (i,j) (c(i,j) pode ser negativo)
Saida:

* d(n): menor custo/distancia entre 1 e n

%+ C: caminho minimo entre 1 e n



Passo 1: Inicio

1.

S A R

=il

INHRC = gt S e

d(1) < 0.

p(1) < 0.

r(1) < 1. (niimero de vezes que um no jd foi rotulado)

Para todo 1 € NR:

A. d(i) < oo,

B. p(i) < n+1.

Enr—:
a<1.

sinal <— 1. (assume 0 quando todos 0s nos sdo rotulados e ndo se observa nenhuma reducdo de d(i),
ou 1 caso contrdrio)



Passo 2:

1. Paratodov & N:
A. d(v) < min{d(v),d(a)+c(a,v)).
B. Se d(v)=d(a)+c(a,v):

I. p(v)<a.
2. Sed(v) =00 VvE&ENR:
A. Pare!
3. Sedv&E R | d(v) decresceu de valor:
A. R< R-{v].
B. NR < NR + {v/.



Passo 3:

1. Se NR = &:
A. Determine k € NR | d(k) = min{d(k)}.
B. NR < NR - {k}.
C IR IR
D. a <k
E. r(a) < r(a)+1.

2. Se nao (i.e., NR = ©):

A. sinal < 0.



Passo 4:
1. Se sinal =0:

A. Recupere o caminho minimo C, a partir de p(.),
iniciando por p(n).

2. Se nao:

A. Sedr(i) =n:

[. Pare! (existe um ciclo com comprimento total negativo)

B. Se nao:

I. Retorne ao passo 2.



Exemplo




Passo 1:
* R={5}
+ NR={1,2,3,4,6/
o = o) = (5=
“ d(1)=c0, p(1)=7, r(1)=0, 1=1,2,3,4,6
* a=5

* sinal=1



Passo 2:
# d(1) = min{d(1),d(5)+c(5,1)} = min{co,0+cof=co
# d(2) = min{d(2),d(5)+c(5,2)} = min{eo,0+oco}=0c0
* d(3) = min{d(3),d(5)+c(5,3)} = min{e,0+10}=10 e p(3) = 5
* d(4) = min{d(4),d(5)+c(5,4)} = min{co,0+5}=5 e p(4) = 5
* d(5) = min{d(5),d(5)+c(5,5)} = min{0,0+0}=0
# d(6) = min{d(6),d(5)+c(5,6)] = min{eco,0+4}=4 e p(6) = 5
# k=6
« NR={1,2,3,4}
* R={5,6}
“ 1(6)=1
¢ a=6



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

* d(1) = min{d(1),d(6)+c(6,1)} = min{co,4+5}=9 e p(1)=6

+ d(2) =min{d(2),d(6)+c(6,2)} = min{co,4+co}=c0

+ d(3) = min{d(3),d(6)+c(6,3)] = min{10,4+c0}=10

+ d(4) = min{d(4),d(6)+c(6,4)} = min{5,4+1}=5

* d(5) = min{d(5),d(6)+c(6,5)} = min{0,4+co}=0 (manteve valor)

+ d(6) =min{d(6),d(6)+c(6,6)] = min{4,4+0}=4 (manteve valor)

+ k=4

+ NR={1,2,3}

+ R={5,6,4}

+ 1r(4)=1

!



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

+ d(1) =min{d(1),d(4)+c(4,1)} = min{9,5+2}=7 e p(1)=4

+ d(2) =min{d(2),d(4)+c(4,2)} = min{co,5+c0}=c0

+ d(3) =min{d(3),d(4)+c(4,3)} = min{10,5+c}=10

* d(4) = min{d(4),d(4)+c(4,4)} = min{5,5+0}=5 (manteve valor)

* d(5) = min{d(5),d(4)+c(4,5)} = min{0,5+c0}=0 (manteve valor)

+ d(6) = min{d(6),d(4)+c(4,6)} = min{4,5+c}=4 (manteve valor)

+ k=1

+ NR={2,3}

+ R={5,6,4,1}

+ 1(1)=1

=l



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

+ d(1) = min{d(1),d(1)+c(1,1)} = min{7,7+0}=7 (manteve valor)

+ d(2) = min{d(2),d(1)+c(1,2)} = min{co,7+2}=9 e p(2)=1

* d(3) = min{d(3),d(1)+c(1,3)} = min{10,7+0o0}=10

* d(4) = min{d(4),d(1)+c(1,4)} = min{5,7+co}=5 (manteve valor)

* d(5) = min{d(5),d(1)+c(1,5)} = min{0,7+co}=0 (manteve valor)

+ d(6) = min{d(6),d(1)+c(1,6)} = min{4,7+co}=4 (manteve valor)

+ k=2

# NR={3}

+ R={5,6,4,1,2}

+ 1r(2)=1

=27



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

* d(1) = min{d(1),d(2)+c(2,1)} = min{7,9+c0}=7 (manteve valor)

+ d(2) = min{d(2),d(2)+c(2,2)} = min{9,9+0}=9 (manteve valor)

+ d(3) =min{d(3),d(2)+c(2,3)} = min{10,9+c}=10

* d(4) = min{d(4),d(2)+c(2,4)} = min{5,9+c0}=5 (manteve valor)

* d(5) = min{d(5),d(2)+c(2,5)} = min{0,9+c0}=0 (manteve valor)

+ d(6) = min{d(6),d(2)+c(2,6)} = min{4,9+c}=4 (manteve valor)

+ k=3

+ NR={}

» R={5,6,4172,3)

+ 1(3)=1

*a=3



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:
* d(1) =min{d(1),d(3)+c(3,1)} = min{7,10-4}=6 e p(1)=3 (reduziu valor)
+* d(2) = min{d(2),d(3)+c(3,2)} = min{9,10+3}=9 (manteve valor)
+ d(3) = min{d(3),d(3)+c(3,3)} = min{10,10+0}=10 (manteve valor)
# d(4) = min{d(4),d(3)+c(3,4)} = min{5,10-7/=3 e p(4)=3 (reduziu valor)
+ d(5) = min{d(5),d(3)+c(3,5)} = min{0,10+oc0}=0 (manteve valor)
+ d(6) =min{d(6),d(3)+c(3,6)} = min{4,10+}=4 (manteve valor)
+ R={5,6,2,3}
* NR=({1,4}
v k=4
* NR={1}
+ R={5,6,2,3,4]
* r(4)=2
» g=4



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

* d(1) =min{d(1),d(4)+c(4,1)} = min{6,3+2}=5 e p(1)=4

+ d(2) = min{d(2),d(4)+c(4,2)} = min{9,3+c0}=9 (manteve valor)

+ d(3) =min{d(3),d(4)+c(4,3)} = min{10,3+c0}=10 (manteve valor)

+* d(4) = min{d(4),d(4)+c(4,4)} = min{3,3+0}=3 (manteve valor)

* d(5) = min{d(5),d(4)+c(4,5)} = min{0,3+c0}=0 (manteve valor)

+ d(6) = min{d(6),d(4)+c(4,6)} = min{4,3+co}=4 (manteve valor)

+ k=1

+ NR={}

& R:{5/6/2/3/4’1}

* 1(1)=2

A=



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:

+ d(1) = min{d(1),d(1)+c(1,1)} = min{5,5+0}=5 (manteve valor)

* d(2) =min{d(2),d(1)+c(1,2)} = min{9,5+2}=7 e p(2)=1 (reduziu valor)

+ d(3) =min{d(3),d(1)+c(1,3)} = min{10,5+}=10 (manteve valor)

+ d(4) = min{d(4),d(1)+c(1,4)} = min{3,5+}=3 (manteve valor)

+ d(5) = min{d(5),d(1)+c(1,5)} = min{0,5+c0}=0 (manteve valor)

+ d(6) = min{d(6),d(1)+c(1,6)} = min{4,5+cc}=4 (manteve valor)

+ R={5,6,3,4,1}

* NR={2}

* k=2

+ NR={}
+ R={56,3,4,1,2]

+ 1(2)=2

et =12



Passo 3:
“ Como sinal =1 e r(i) < 6 para todo 1:

+ Voltar ao Passo 2.



Passo 2:
¢ d(1) = minfd(1),d(2)+c(2,1)} = min{5,7-+oo}=5 (manteve valor)
+ d(2) =min{d(2),d(2)+c(2,2)} = min{7,7+0}=7 (manteve valor)
¢ d(3) =min{d(3),d(2)+c(2,3)} = min{10,7+c0}=10 (manteve valor)
* d(4) = min{d(4),d(2)+c(2,4)} = min{3,7+0c0}=3 (manteve valor)
¢ d(5) = minfd(5),d(2)+c(2,5)} = min{0,7+co}=0 (manteve valor)
* d(6) = min{d(6),d(2)+c(2,6)} = min{4,7+co}=4 (manteve valor)

* sinal =0



Passo 3:
“ Como stnal = 0:
* p(2)=1, p(1)=4, p(4)=3, p(3)=5, p(5)=0.
* C={(5,3),(3/4),(4,1),(1,2)}
+ D=d(2)=7



Exercicio

>
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Exercicio




Consideracoes Adicionais

X/

¢ Como determinar as distancias minimas entre todos os
pares de nos do grafo?

+ aplicar Dijkstra ou Ford repetidas vezes; ou
“ aplicar o algoritmo de Floyd:
* emprega programacao dindmica (recursiva);

+ obtém distincias minimas e caminhos minimos:;

“ aceita arcos negativos, mas nao podem existir circuitos
negativos.



Algoritmo de Floyd

+ Na k-ésima iteracdo, determina-se o caminho minimo entre os nés i e j utilizando
somente 0s k primeiros nos.

. : " I I
* Considerando n nds em um grafo, entdo d (i,j) fornece a menor distancia entre os
nosiej.

e o i e .
# d (i,j) é a menor distancia entre os nés i e j, dentre todos os caminhos que podem
passar pelos k primeiros nos.

# O menor caminho de i a j que pode passar apenas pelos k primeiros nés PASSA ou
NAO pelo k-ésimo no:

# se ndo passa, entdo dk( e dk_l( 1,7)
- se passa, entdo d'(ij) =d" (i) +d" (k)

+ Logo, tem-se a férmula recursiva: d' 1,j) < min{ a7 1,7), d7Gk) +d k)i



Algoritmo de Floyd

+ Férmula recursiva: d'(i,j) < min{d" " (i,j), d*(i,k) + d (k,j)}.
+ Se 0 menor caminho NAO passa pelo k-ésimo no:

» dN(1,3) < min{d"(1,3), d°(1,2) + d°(2,3)} = min{2,1+2} = 2.

* Se 0 menor caminho PASSA pelo k-ésimo né:

+ d'(1,3) < min{d(1,3), d(1,2) + d°(2,3)} = min{4,1+2} = 3.




Algoritmo de Floyd

Dados:
+ G(N,E)

* ¢(1,7): custo do arco (1,j) (c(i,j) pode ser negativo, mas
nao pode existir circuito negativo)

Saida:
“ d(1,7): menor custo dondiaondj

* p(i,j): penaltimo né intermedidrio no caminho minimo
donéiaondj



Passo 1:

1. d'(ij) < c(ij) se(ij)EE.

2. dij)—o  se(ij)@EE ix=]
3. dO(i,i) <~ 0 A = L e
4. p(i,j) <1 ORI e
Passo 2:

5. Parak=1, ..., n:
A. d'G,j) < mintd " (ij), d7 (i k) + d (k).
B. Sed'(ij)=d"(ik) +d" (kj),

I p(i,j) < pkj).



L X 4

Problema do Caminho Maximo

Problema do caminho mais longo:

“ O objetivo é determinar o caminho mdximo entre dois
nos arbitrarios no grafo.

*

Possui a mesma formulacdao do problema do caminho
minimo, mas o objetivo é uma maximizagdo.

/
0‘0

Podem ser empregados os mesmos algoritmos.

R/
0‘0

A maximizacdo de uma funcao é equivalente a
minimizar o negativo desta funcao.



Formulacao

max f(x) = Z Z CijTij

1=1 j€5(q)



Um Algoritmo Recursivo

Dados:

* G(N,E) (grafo sem circuitos)

+ 1:nd inicial

* n:no final

* ¢(i,j): comprimento do arco (i,j)
Saida:

“ t(n): maior comprimento entre 1 e n

+ C: caminho maximo entre 1 e n



Inicio:

5
e
S
=

Re=H

NR < {2,...,n}.
LEPE=).

p(1) < @.

Formula Recursiva:

o

t(k) = max {t(z) + c(i, k)}
icp(k)

R <— R + {k}.

NR < NR - {k}.

O procedimento continua até NR = &.



Exemplo

7
(3 2
5 3
@@= /i - 9
x 2
—s—(4)




Resolucao:

7
(3 2
5 3
@— /1 - o
k 2
L ——(4

t(1) ={t(0) +4} =4, R=1{0,1} e NR=1{2, 3, 4, F},

t(2) ={t(0) + 10} =10, R={0, 1, 2} e NR = {3, 4, F};
t(3) =max {t(0) +5,t(1)+1,t(2)+7}=17, R={0,1,2,3} e NR ={4, F};
t(4) = max {t(1) +5,t(2) +4,t(3) +2} =19, R={0,1, 2, 3,4} e NR = {F};

SO USOUNEEEEEECE L T

t(F) =max {t(2)+3,t(4)+2}=21,R={0,1,2,3,4, F} e NR = J;
10. Portanto, C = {(0, 2), (2, 3), (3, 4), (4, F)}.



Resolucao:

t(F)=21

@/ - G
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