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Introducdo

Método de enumeracio implicita.

©

Baseado em relaxacdes lineares sucessivas.

©

Utiliza a melhor solucdo inteira conhecida como condico para
eliminacdo de problemas candidatos.

©

©

Classes de problemas:

o Programagio Linear Inteira (PI).
o Programacio Linear Inteira Mista (PIM).
o Programacio Linear Binaria (PB).
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Relaxacdo Linear

Sejam Xp; e Xp, 0s conjuntos de solucdes factiveis do problema inteiro e
do problema linear relaxado correspondente.

como:
o Xp; C Xpy.
logo:
? R 100 2 g O

Conclus3do

PL & um limitante superior para o problema
Pl (maximizag3o).



Problema Considerado e Notacdo

Formulacio

maxXz = Cc X

sujeito a: S
IO xezn

Notacg3o:

z*: valor de fun¢do da solugdo 6tima (inteira).
x*: solugdo 6tima (inteira).

Z': limitante superior do problema P;.

x': solucdo correspondente ao limitante Z;.



Branch and Bound — Algoritmo

Algoritmo Branch and Bound

@ (Inicializagdo). Faga z = o0, z* = —o0, x* =0, P = {Po}.

@ (Selegdo de nods). Selecione o né ativo i, associado ao problema Pi da
lista de nés ativos. Se a lista estiver vazia va ao passo 8.

@ (Solucdo do problema relaxado). Resolva o problema linear resultante
da relagio de P’ (PL') utilizando o Algoritmo Simplex.

@ (Teste de eliminagdo 1). Se a regido factivel de PL for vazia, va ao
passo 2.

@ (Teste de eliminagdo 2). Se o valor Z' da solugdo 6tima de PL' & tal
que Z' < z*, va para o passo 2. i i

© (Teste de eliminagdo 3). Se a solugdo 6tima X' de PL' é inteira com
valor z':

@ Se Z' > z*: Atualize x* e z*. Elimine os nés ativos de P tais que
Z' < z*.
@ Volte ao passo 2.

@ (Ramificagdo). Selecione uma variavel n3o inteira j da solu¢do X; de
PL" e divida P em dois problemas (x'*1(j) < |X/(j)] e
xI2(j) > [X/(j)]). Adicione estes problemas & P e va ao passo 2.

@ (Fim). Se z* = —o0, ndo existe solugdo factivel. Caso contrario, a
solucdo corrente x* é a solucdo 6tima.



Exemplo — Problema Considerado

PQZ

maxz = 17xy + 12x»

10 + 7x < 40 (Ry)

x1 + x < 5 (R)

sujeito a: X1 > 0 (Rs)
X2 Z 0 (R4)

X1, x € 7? (Rs)

Exemplo extraido de:
R. J. Vanderbei, Linear Programming: Foundations and Extensions, 2nd
ed. Princeton University, 2001.
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Exemplo — Regido Factivel

PLoi
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Exemplo — PLg

maxz = 17xy + 12x,

10xq + 7x < 40 (Rl)
x1 + x < 5 (Rz)
sujeito a: X1 > 0 (R3)
X2 Z 0 (R4)
xx1 , x € R? (Rsr)
_ xo = (1,67;3,33)
Plo: { Zo = 68,33
. nova restricio : x3 <1
dois novos problemas: o
nova restricio : xi3 > 2
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Exemplo — Estado atual

Condic3o de parada da iteracio

@ (Ramificagdo). Selecione uma variavel j da solugdo X;
de PL com valor n3o inteiro e divida P em dois
problemas (x""(j) < [X(j)] e x2(j) > [X'(j)]).
Adicione estes problemas a P e va ao passo 2.

Variaveis
°oP= {Pl ) P2}
o x*=10

0 z¥F=—0



Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Po : X = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33

Py P2
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Exemplo — Regido Factivel

PLl € PLQZ
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Exemplo — PLy

maxz = 17xy + 12x,

sujeito a:

Atualiza-se x* e z*.

10X1
X1
X1
X1

X1

+
+

7X2
X2
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Exemplo — Estado atual

Condicio de parada da iteracdo

© (Teste de eliminagdo 3). Se a solugdo 6tima X' de PL’
é inteira com valor Z':
@ Se Z' > z*: atualize x* e z*. Elimine os nés ativos de
P tais que Z' < z*.
@ Volte ao passo 2.

Variaveis
o P={P}
o x*=(1;4)

o z¥ =165



Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Po : X = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33

Py :x=(1;4) Py
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Exemplo — PL,

maxz = 17xy + 12x»

10xq + 7x0 < 40 (R1)

xx + x < 5 (R2)

sujeito a: xt > 0 (R30)
xx = 0 (Ra)

xx1 , Xx» € R2 (Rsr)

PL, : { Xo = (2;2,86)

Zo = 68,29
. nova restricio : xp <2
dois novos problemas: o
nova restricio : xp >3
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Exemplo — Estado atual

Condicio de parada da iteracdo
@ (Ramificagdo). Selecione uma variavel j da solucdo X;
de PL' com valor n3o inteiro e divida P’ em dois
problemas (x"*1(j) < [X'(j)] e x"*2(j) = [X'(j)1)-
Adicione estes problemas a P e va ao passo 2.

Variaveis
o P={Ps}
o x*=(1,4)

o z"¥=065



Exemplo — Arvore de Enumeracdo Implicita

Po : X = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33

P3
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Exemplo — Regido Factivel

PLl € PL3Z
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Exemplo — PL3

maxz = 17xy + 12x»

101 + 7x < 40 (Rl)

x1 + x < 5 (Rz)

X1 > 2 (Rp)

sujeito a: x2x < 2 (Re)

X1 > 0 (R3)

xx > 0 (R4)

X1, Xp € R? (R5r)

. X3 = (27 6; 2)
Pls : { Z3 = 68,2
: _ { nova restricio : x; <2
dois novos problemas: L

nova restricio : x; >3
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Exemplo — Estado atual

Condicio de parada da iteracdo
@ (Ramificagdo). Selecione uma variavel j da solucdo X;
de PL' com valor n3o inteiro e divida P’ em dois
problemas (x"*1(j) < [X'(j)] e x"*2(j) = [X'(j)1)-
Adicione estes problemas a P e va ao passo 2.

Variaveis
o P={Ps, Ps}
o x*=(1,4)

o z"¥=065



Po : X = (1,67;3,33)

Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Z = 68,33

x3 <1 X1 > 2

Py i X = (1;4) Ps :X = (2;2,86)
Z =65 Z = 68,29
x2 <2
P3 :x = (2.6;2)

zZ=68,2

x3 <2 x1 >3

Pa Ps
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Exemplo — Regido Factivel

PLl, PL4 [S] PL5Z
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Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Po : X = (1,67; 3, 33)

z = 68,33
X1<1J Jx1>2
P1:X=(1,4) P2 : X = (2;2,86)
zZ =65 z = 68,29
X2<2J JX2>3
P3 : X = (2.6;2)
z=68,2
X1<2J lx1>3
Pa:x = (2;2) Ps : X = (3; 1, 43)
z =158 Z = 68, 14
x2<1J JX2>2
Pe
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Exemplo — Regido Factivel

PLl, PL4, (S PL6Z
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Po : % = (1, 67; 3, 33)

Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Z = 68,33
= [a>2
Py :x=(1;4) P2 :x = (2;2,86)
Z=65 Z = 68,29
x2<2J/ lxz>3
P3 : X = (2.6;2)
Z=68,2
x1<2l JX1Z3
Py X =(2;2) Ps : X = (3;1,43)
7 =158 Z=68,14
2 <1 [e>2
Pe : x =(3,3;1)
Z=68,1
n 23] [a>s
Pz Pg
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Exemplo — Regido Factivel

PLl, PL4, PL7 € PLgZ
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Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Po : % = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33
<1 [a>2
Py :x=(1;4) P2 :x = (2;2,86)
7-65 Z = 68,29
x2<2J/ lxz>3
P3 : X = (2.6;2)
z =68,2
xlgzl JX1Z3
Ps:x=(2;2) Ps : X = (3;1,43)
zZ =58 Z=068,14
><2<1J' JX2>2
Pe : %X =(3,3:1)
7=68,1
x1<3l Jx1>4
P7 :x=(3;1) Pg : x = (4;0)
zZ =063 z =168
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Exemplo — Estado atual

Condicio de parada da iteracdo

@ (Selegdo de nés). Selecione o né ativo 7, associado ao
problema P’, da lista de nés ativos. Se a lista estiver

vazia va ao passo 8.

@® (Fim). Se z* = —o0, ndo existe solucdo factivel. Caso
contrario, a solu¢do corrente x* é a solugdo tima.

Variaveis
o P={)
o x*=(4,0)



Exemplo — Arvore de Enumeracio Implicita

Po : % = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33
= [a>2
Py :x=(1;4) P2 :x = (2;2,86)
z-65 Z = 68,29
x2<2J/ \X2>3

Pg : inviavel

zZ =68,2
xlgzl JX1Z3
Psy:x = (2;2) Ps : X = (3;1,43)
zZ =58 z=068,14
><2<1J' Jx2>2

P10 : inviavel
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Estratégia de Prosseguimento

o Busca em largura (Breadth-first search).

o Busca em profundidade (Depth-first search — adotada no exemplo).
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Estratégia de Prosseguimento — Exemplo

Po : % = (1, 67; 3, 33)

Z = 68,33
= [a>2
Py :x=(1;4) P2 :x = (2;2,86)
z-65 Z = 68,29
x2<2J/ \X2>3

Pg : inviavel

zZ=68,2
xlgzl JX1Z3
Pa : X =(2;2) Ps : X = (3;1,43)
zZ =58 z=068,14
><2<1J' JX2>2

P10 : inviavel
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Estratégia de Prosseguimento — Busca em Profundidade

o Todas as solucdes inteiras se encontram em folhas da arvore:
o O conhecimento de uma solug3o inteira pode acelerar o algoritmo.

o Facilita a implementac3o do algoritmo e reduz a quantidade de
memoria utilizada.

o Permite o uso da formulacdo dual para resolver o préximo problema.
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Critérios de Parada Alternativos

o Numero de camadas (niveis) na arvore.
o Namero de sub-problemas resolvidos.

o Tempo de processamento.
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