A transformada de Laplace inversa

* Nos exemplos anteriores calculamos F(s) — mas como
determinar f(t), que é a grandeza de interesse?

* Transformada de Laplace inversa — permite retornar do
dominio da frequéncia para o dominio do tempo.

Problema no dominio do tempo:
Equacoes integro-diferenciais.

v TL

Problema no dominio da frequéncia:
Equacoes algébricas.

y TL

Solucao no dominio do tempo.




A transformada de Laplace inversa

* Problema — as expressdes no dominio da frequéncia
sao funcoes racionais — nao possuem TL inversa
trivial.

* Solucao — “fragmentar” em um conjunto de
subfuncoes mais simples com TL inversa conhecida —
expansao em fragcoes parciais.

n n—1
a,s +a, s +---+a,s+q Se m>n — fungio racional PROPRIA.

— - s .
Se m<=n — fungao racional IMPROPRIA.

F(S): m m—1
b,s+b__,s "+--+b s+b,

Obs.: somente funcdes PROPRIAS podem
K, K, K, ser expandidas em fracdes parciais.

s s+a (s+b) “a
Fragcoes parciais com
TL inversa conhecida




Expansao em fragoes parciais

* Processo sistematico:
1. O denominador da funcao deve estar na forma fatorada.

Raizes distintas — 1 termo na expansao.
Raiz com multiplicidade r — r termos na expansao.

2. Cada termo deve ser associado a uma transformada inversa
conhecida.

3. Os numeradores de cada termo (coeficientes) sao determinados

por substituicoes — dependem dos tipos das raizes associadas.
Coeficientes

/

* Exemplo: 4 (residuos) de F(s)
K, K K K
F(S): , §+6 2 _ s+6 = Ly 2 3 _+ 4
s*+55°+75°+3s  s(s+3)(s+1)> s s+3 (s+1) (s+1)

Denominador

'Raizes =~ Raizde
fatorado

distintas multiplicidade 2




Expansao em fragoes parciais

* Note que os termos da expansao sao facilmente
invertiveis por consulta a tabela:

Tipo fO@E>0) E(s)
(impulso) (1) 1
(degrau) u(t) %
1
(rampa) t )
s
. i 1
(exponencial) e s +a
w
(seno) sen ot 2 +
_5
(co-seno) cos wt 2 + o
—at l
(rampa amortecida) te (s + a)’
w
(seno amortecido) e~ sen wt (s + a)2 + o
L st+a
(co-seno amortecido) e ™ cos wt (s + ap + o

S+6
s(s+3)(s+1)2
:Kl_l_ K2 + K3 + K4
s s+3 (s+1) (s+1)

F(s)=

y TL
f(t)=K,u(t)+Kye *u(t)+Kyte ‘u(t)+K,e ‘u(t)

=K +K,e *+K,te '+K e u(t)




Determinacao dos coeficientes da
expansao — metodo dos residuos

* Existem 2 situacoes a considerar:
— 10 caso: raizes distintas, reais ou complexas.
— 20 caso: raizes repetidas, reais ou complexas.

* Em todos os casos o procedimento é composto de
duas etapas:

— Utilize algum método matematico valido para isolar o
coeficiente desejado.

— Elimine os termos associados aos outros coeficientes.




Exemplo: raizes distintas e reais.

* Para isolar o coeficiente desejado — multiplica-se ambos os lados
pelo denominador do coeficiente.

 Para eliminar termos dos outros coeficientes — faz-se s tender a
raiz do denominador do termo desejado — pélo da funcao.

— EXx.:
_ 965°+16325+5760
F(s)— 3 >
s +14s +48s
965°+16325+5760 _K, K, K,
s(s+8)(s+6) s s+8 s+6




Exemplo: raizes distintas e reais

K.,=120 —8t —6t
! f(t)=(120—-72e " +48e "")u(t)
K,=—=72 150
K 48 — — — 1 =120 uft)
= = e e e ———r=e uy[
? 1m/ —— —m=d8eup) | _
f1+f2+f3
Cada raiz real distinta gera =
uma exponencial 8 F
. 1k
amortecida. 9 |
E of BTN SR B
‘:c _,...-"'"-F.
/f
1 .
£
4
_1m | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08




Exemplo: raizes distintas e complexas

* Ex. 100(s+3)

(s+6)(52+65+25)
_ 100(s+3) KK K
“(s+6)(s+3—j4)(s+3+j4) s+6 s+3—j4 s+3+j4

1 raiz distinta e real /

1 par de raizes
# distintas e complexas!

ft)=2

F(s)=




Exemplo: raizes distintas e complexas

* Ex.: K,=—12
J400 _j53,13°
K,= —=10e
SEMPRE serdao 7| - —232+j24
complexos conjugados | .« —j400 i53.13°
Ky=K;=—g; o =10e
—j53,13° j53,13°
F(s)= 100 (s+3) __ 12 10e ,10e

(s+6)(s+3—j4)(s+3+j4) s+6 s+3—j4 s+3+j4

. 1

f (t)Z[— 12654106 /%33 a B4, 10 ej53,13°e—(3+j4)t} u(t)

f(t)=|-12e *+20e *cos(4¢—53,13%)|u(t)




Exemplo: raizes distintas e complexas

f(t)=|—12e*+20e * cos(4t—53,13%)]u(t)

15
RN ———A=-12e%up
N — — — 2 =20 e cos{dt-53.13%) uit)
oo | ' M+2 i
LN
‘l'\. \‘
. h ".N'\-
4 NS
= NN
2 N
S 0 e T e e E e H
= P —_—
=3 ’
|
Y —
/
/
/
-10[7
1
15 1 | | 1 1 | 1 1 |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Tempo (s)

10




Novo par de transformadas

* Para cada par de raizes distintas e complexas:

F(S): =--H KX + K:
- (s+o—jB)(s+a+jp) sto—jB sta+jf
>
onde K,=|K,e" IMPORTANTE: notar que

Kx é o coeficiente correspondente

—]6
€ a parte imaginaria NEGATIVA!

K;=|K,

K, K, L
-+ — & 2|K,
s+a—jp s+ta+jf

e “cos(Bt+0)
‘\

L—l

Cada par de raizes complexas
distintas gera uma cossenoide
amortecida.
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Exemplo: raizes repetidas e reais

* Isolar o coeficiente desejado:
— Multiplica-se ambos os lados pelo denominador do coeficiente.

— Diferencia-se m-k vezes, onde m é a multiplicidade da raize k é
a ordem do denominador associado ao termo desejado.

— Faz-se s tender a raiz do denominador do termo desejado

 Eliminar termos dos outros coeficientes — faz-se s =
raiz do termo desejado.

— Ex.:

100(s+25) K, K, K, K,
= T =—+ + >+
s(s+5) s (s+5) (s+5) (s+5)

F(S)

f(e)=>

12




Exemplo: raizes repetidas e reais

K K K K _
F(S)=—+—2o+— 24— - K,=20
s (s+5)® (s+5)* (s+5)

K,=—400
Tentando isolar K3: multiplicar por (s+5)2:

100(s+25) ,» K, , K, , Kj , K,
s+5)* =(s+5)-—+(s+5)" +(s+5)"- +(s+5)"
( ) S<S+5>3 ( ) S ( ) (S+5)3 ( ) (S+5)2 ( ) (S+5)

100 (s+25) » Ky K,

S(s+5) =(s+5) S+<S+5>+K3+(s+5) K,

Eliminar os outros termos — fazer s = -5:

o0 o0

K K. NAO ADIANTA —
! 100(51;25)] =(s+5)*— +[ — r +K,+(s+5)-K, gera termos
S(S+5) s=—5 S L S+5) s=-5 infinitos!

13



Exemplo: raizes repetidas e reais

Solugao — multiplicar por (s+5)3, DIFERENCIAR 1 vez e fazer s — -5.
_100(s+25) K, K, K, K,

F(S = + + +
(S) s(s+5° s (s+5)® (s+5) (s+5)
K
Multiplicar por (s+5)°  » 1OO(S+25)=(s+5)3'—1+K2+(5+5)'K3+(5+5)2'K4
S S
Diferenciar 1 vez 100s—100(s+25 K K
em relagio a s: 2 ( ):3(5"'5)2'?1_(5+5)3'S_21+0+K3+2(5+5)K4
—2500 K K
> :3(S+5)2~T1—(5+5)3-S—21+K3+2(5+5)K4

Eliminando os outros termos: s — -5

— K K
250023<%5')2 1 <%5’)3 1 +K3+2(%53K4—> K3:—100

(—5)? -5 (—5)?

14




Exemplo: raizes repetidas e reais

_100(s+25) K, K, K K,

Isolando K4 () s(s+5)? " +(s+5)3 (s+5)" (s+5)

Multiplicar por (s+5)% ~ 100(s+25) (s +5)3.£+ K,+(s+5)-K,+(s+5)"K,

S S

Diferenciar 2 vezes em relacao a s:

_ K K
1? derivada — 255200 =3(s +5)2~?1—(s+5)3-s—21+K3+2(S +5)K,
: K K K K
2° derivada — 5020 :6(5+5)-T1—3 (s+ 5)2-—21—3(s+5)2-—21 +2(s+5)3-—31+2 K,
S S S S

Eliminando os outros termos: s =-5

20 e, - [ro

15




Exemplo: raizes repetidas e reais

Retornando a equacao original:

7 4] K K 1 _a
F ( S) = 100 ( S+25) L [ (S+ a)r ] = (I‘—l) I r e u ( t)
s(s+5)°
~20 400 100 20 4
i (S+5>3 (S +5)2 (S+5) Cada termo da raiz muiltipla gera
Retornando ao dominio do tempo: um polinémio vezes uma

exponencial

f(t)=20u(t)—200¢t"e > u(t)—100te > u(t)—20e > u(t)

f(t)=]20—2008%e " ~100¢ e *—20e *|u(t)

16



Exemplo: raizes repetidas e reais

f(t)=20—200e ™ —100te *—20e ™ |u(t)

Amplitude (arb.)

-10

-15

-20

— — —H =20uft)

— — —fm=-100te™uf)

— — =200t e ufy)

———f4=20e™
f1-+f2+f3-+f4
s | == FEEE
< -
Iy
I
/
/
7
!
i |
| 1 1 | | 1 | | |
0z 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2
Tempo (s)

17




Exemplo: raizes repetidas e complexas

* MESMA COISA! Exceto que raizes complexas aparecem
em pares conjugados.

* Isolar o coeficiente desejado:
— Multiplica-se ambos os lados pelo denominador do coeficiente.
— Diferencia-se m-k vezes, onde m é a multiplicidade da raize k é
a ordem do denominador associado ao termo desejado.
* Eliminar termos dos outros coeficientes — faz-se s =
raiz do termo desejado.
— Ex.:

F(s)=— 768 _ 768 _ 768

(s*+635+25) [(s+3—jd)(s+3+j4))? (s+3—j4)*(s+3+j4)

18



Raizes repetidas e complexas

F(S)=

Usando:

Temos:

768 K,=12¢ /"%

N
(S+3—j4)2(5+3+j4)2 K2:3e—j9O°

127/ 12" 37 3¢’
+ + +

F<S):(s+3—j4)2 (s+3+j4) (s+3—j4) (s+3+j4)
1 K ., K _ 2|K|tr_1e—atcos volly
L v (s+oc+j[3)r} l—(r_l)! (Bt+6)|u(t)

f(t)=[24te* cos(4t—180°)+6e>"cos(4t—90°)]u(t)

19




Raizes repetidas e complexas

f(t)=[24te " cos(4t—180°)+6e > "cos(4t—90°)]u(t)

Amplitude (arb.)

25

2

1.5

-

=
o

]

o
n

]
-l

=y
En

R

— — —f =-241e¥ cos (41) uft)

| —— e =6e™cos(4t-90%) u(t) | |
-+

B e i S

Tempo (s)
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Novos pares de transformadas

* Considerando que na maioria dos problemas de
circuitos r <= 2: Cadapolo real distinto Cada polo real multiplo de 2

Gera uma exponencial gera uma exponencial decrescente

decrescente ultiplicada por uma rampa.
Numero do par Natureza das raizes F( f(t)
K
1 Reais e distintas s Ke * u(t)
K
2 Reais e repetidas 3 Kte ™ u(t)
(s + a)
K K"

Complexas e distintas 2| K| e cos (Bt + O)u(t)

s—:a'—jB—s—a—ijB

K X

Complexas e repetidas '(s rEE iE e WH K| (’F' cos (Bt + 6)u(t)

Cada polo complexo multiplo de 2 Cada polo complexo
gera uma cossenoide amortecida gera uma cossenoide
multiplicada por uma rampa. amortecida.

21




Exercicio:

* Determine a funcao no dominio do tempo
correspondente a funcao em S abaixo:

10(s°+119)

F(8)= 515 (@4 105+ 169)

. 1

f(t)=(10e ™ —8,33e *sen12t)u(t)

Amplitude {(arb.)

10

———H=10euy
— — — =833 e sen{12t) uft)

f1+f2

—
e

22



Exercicio:

* Determine a funcao no dominio do tempo
correspondente a funcao em S abaixo:

:452+7s+1
s(s+1)°

. 1

f(t)=(1+2te ‘+3e ult)

F(S)

Amplitude (arb.)

[p=]
T

—— =M =1uit)
———fg=2teuft) [
— — —fa=3eluft)
f+2+f3
-
I -T\“-__x
/ o~
/ ) -
L T T e e e e o L
0 1 2 3 4 5 6 T B 8

23




Exercicio

* Determine a funcao no dominio do tempo
correspondente a funcao em S abaixo:

40

F(S):(52+45+5)2

> f(t)=(—20te “cost+20e “sint)u(t)

4

TN — — —H=-20te™cos{t)uft)
K N i i T —— — 2 =20 e senft) uft)
N H+2

2_|] ! N

e T
i P e R

Amplitude {arb.)
~

24




Fungoes racionais improprias

* Se a equacao de Laplace for uma funcao racional
impropria — nao é possivel expandir em fracoes
parciais.

* Neste caso:
— Expandir na soma de um polinébmio com uma func¢ao racional
propria — divisao longa.
— Transformar o polinédmio utilizando a transformada de funcao
impulso e suas derivadas.

— Transformar a funcao propria por meio de fragoes parciais.

25



Fungoes racionais improprias

* Exemplo:

_ s'+135°+665°+200s+300

> —p» m<=n — fungao racional IMPROPRIA.
S +9s+20

F(S)

30s+100
s+4)(s+5)

K K
=’ +4s+10+——+—2 _ =5°+45+10— 20 , S0

(S+4) (s+5) (s+4) (s+5)

30s+100
Expandindo: F(s)= s>+ 4s+10+—— =52+4s+10+(

s°+95+20

Utilizando as transformadas (n)(.\ L n o\ L L
do impulso e derivadas: : 0" (t)es" d'(t)es  Kd(t)oK

f(t):j—;é(t)+4~%6(t)+106(t)—(20e4t—50e5t)u(t)

26



Exemplo

* Determine as fun¢des no dominio do tempo
correspondentes as funcoes em S abaixo:

_ 55°+29s+32
s°+6s+8
25°+8s +25s—4
FZ(S): 2
S"+5s+4

F,(S)

£.(6)=58(t)=(3e 2 =2 *)u(t)

fz(t)=2%6(t)—26(t)+4e_4tu(t)

27




Polos, zeros e estabilidade

 Zeros — valores de s que anulam a equacao de Laplace.
* Polos — valores de s que levam a equacao a infinito.
* Expressando o numerador e o denominador na forma fatorada:

a,S'+a, 8+ vaysta, s+ (s+2;) (st

Fls)= =
)= ab s Trrbstb, N (s+py)(5%py) {5+ py)
K—a”
_bm
—Z,,—2,,""*,—Z, — zeros de F(s)

—Dis— Py, =P, ™ polos de F(s)

28




Plano complexo

* O plano complexo — representacao grafica dos polos e
zeros de uma funcao.
— Eixo horizontal — parte real.
— Eixo vertical — parte imaginaria.

* Exemplo: 648 Xip_lafe__
(s+5)(s+3—j4)(s+3+j4) }—3 +j4F 5
F(s)=10- , , i
s(s+10)(s+6—j8)(s+6+ j8) : T% —
. . |||I||I|I\|/II|]AwI|II\\_IIIIIIII
* Sistema estavel — todos 10 5, [
os polos no semiplano L F
esquerdo — parte real :—3 —Jj4- -5
negativa. 6 i8 % ———|

29




Teoremas do valor inicial e final

* Permitem identificar o comportamento de f(t) a partir de
F(s).

- Uteis para verificar se os calculos estio corretos.

* Teorema do valor inicial:

lim f(t)=lim s-F(s) —» Restrigdo: f(t) ndo
t>0" 5§ contém impulsos.

* Teorema do valor final:

lim f(t)=lim s-F(s) —» Restrigdo: F(s) é
t=> o0 50 estavel.

30



Exemplo: teoremas do valor final e
inicial
* Considere o exemplo do circuito RLC avaliado anteriormente. A

energia armazenada no sistema era inicialmente nula. A equacao
para V(s) foi determinada como:

L 4 Cr @ .
=20 | IDC/C
Iy R LY C/~ v Vis)=
d N RS ) s) s+(1/RC)s+1/LC
L Cr @ ;
Energia inicial é nula— lim v(t)=v(07)=0
t20"
I,./C I,./C
lim sV (s)=lims- ; o =lim s-— e >
> o s+(1/RC)s+1/LC  s» s [1-N\1‘/RCS)+1/LCS]
1../C

=lim —=0 ——» limv(t)=lims-V(s)
s+ 5[1+(1/RCs)+1/LCs"] (50" s

31



Exemplo

 Continuando...

Atensdofinal €0: iy y(f)=v(00)=0
indutor em curto. £ 00

_ . [,./1C , ,
lim sV (s)=lims-— =0 — > lim v(t)=lim s-V (s)
s>0 550 S +(1/RC)S+1/LC t> o0 520

32



Exemplos

Verifique os teoremas do valor inicial e final, considerando os
seguintes pares de transformadas resolvidas anteriormente.

F<s):9‘;(<§:2)><<§:;)2> & F(0)=(120—72¢ % +48 ¢ ) u(t)

_100(s+25) L (11 _[20—200%e *~100t e —20e " u(t)
s(s+5)

F(S)= (SZ+ZSS:3-25)2 S f(t)=[—24te ¥ cos(4t)+6 e *cos(4t—90°)]ult)

F(S)

33
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