Analise de circuitos
utilizando a serie de
Fourier




Introducao e motivacao

* Analise por Fourier — por qué?
— Noés acabamos de estudar resposta em frequéncia:

x(t)=A cos(wt+ ¢) —=  ny —— y(t)=A|H(jo)cos|wt+¢+0(w)]

v v

Resposta de Resposta
amplitude de fase

— Mas, como calcular a reposta para uma entrada nao senoidal??

x(t)=f(t) qualquer —» Decompor a entrada em suas . Calcula-se a resposta a

componentes de frequéncia cada componente.
ESPECTRO DE PRINCIPIO DA

FREQUENCIAS SUPERPOSICAO




Introducao e motivacao

 Além disso, a analise por Fourier nos permitira entender
outros conceitos:
— Como calcular o valor eficaz de fungoes periédicas genéricas.
— Como é a composicao da poténcia ativa de sinais periéodicos genéricos.
— Conceitos de energia e espectro de energia de um sinal.

* Estudo em duas partes:

Calculo da série ou da Calculo da resposta do
transformada de Fourier — —» circuito com base no
determinagao do espectro de espectro de frequéncias.

frequéncias de um sinal.

YN

Utilizando a analise em Utilizando fungoées de

regime permanente transferéncia / resposta
senoidal (Circuitos Il). em frequéncia.




Principio da superposicao

* Principio da superposicao:

Estimulo periddico Série de Fourier
arbitrario Transformada fasorial ou
i A _— funcao de transferéncia
[ A n [
1° harmonico » Resposta ao 1° harmobnico
2° harmonico » Resposta ao 2° harmbnico
n-ésimo harmonico » Resposta ao n-ésimo harménico
Transformada _
fasorial inversa
Resposta ao Soma

estimulo “arbitrario”




Série de Fourier

* Funcoes periddicas — podem ser representadas como
uma soma infinita de funcoes seno e cosseno.
f(t)=a,+, [a,cos(nw,t)+b sen(nwyt)], nezZ

n=1

Soma ate 0 50 harmonico Soma ate 0 350 harmonico

— — — Valor medic

1k 10 harmonico OSCiIagﬁeS
S0 harmonics de Gibbs

70 harmonico
Somatoric
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Série de Fourier

* Coeficientes de Fourier

f(t)=a,+2 |a,cos(nw,t)+b, sen(nwyt)|, nez
n=1

a, — valor medio ou componente continua.
a, — amplitude da n-ésima componente cossenoidal.

b_— amplitude da n-esima componente senoidal.

w, — frequéncia fundamental.

nw, — n-eésimo harmonico.




Condicoes de Dirichlet

A série de Fourier existe se:

— f(f) € univoca — para cada elemento do dominio original
corresponde um unico elemento do contra-dominio.

— f(f) tem um numero finito de descontinuidades no periodo T.
— f(t) tem um numero finito de maximos e minimos no periodo T.
— A integral do valor absoluto no periodo existe:

ty+T

| 1£(2)]de <o




Determinacao dos coeficientes de
Fourier

* Coeficientes de Fourier — produtos internos entre f(t) e
as funcoes senoidais e cossenoidais.

— Medida de similaridade entre a funcao e cada termo senoidal ou
cossenoidal.

f(t):av+i a,cos(nwyt)+b,sen(nw,t)|, nez

n=1

to+T to+T to+T

a,=— f f(t)dt an=% f f(t)cos(nw,t)dt b,,,Z% f f(t)sen(nw,t)dt

ty ty Lo




Deducoes

* Determinacao de a,
— Integra-se ambos os lados da equacao em um periodo.

f(t)zav+z [ancos(nwot)+bnsen (n mot)]
n=1
to+T to+T

f f(t)de= | [aﬁi[ancos(nwot)+bnsen(nmot)]]dt

to n=1

0

ty+T to+ T %+T ty+T ]
f f(t dt—f a dt+z }/nmo dt+ f b%nooot)dt

to+T t+T




Deducoes

* Determinacao de a,
— Multiplica-se ambos os lados por cos (k ooot)
f(t)zav+i a,cos(nw,t)+b,sen(nwt)]
n=1

f(t)-cos(kw,t)=a, cos(k ooot)+z [ancos(n(not)-cos(k(not)+bn sen(nmot)-cos(kmot)]
n=1

— Integra-se ambos os lados da equacao.

o+ T o+ T <0 Relagdes trigonométricas.
f f(t)-cos(kwot)dt= | a,cos(kwyt)dt+ Funcdes ortogonais.

to

t0+TOsen7£k T/2sen=k t+1 \ 0

i f a pefs nw,t) cos(kw,t) dt+f b_sen nw@{jcos(kmo )dt

n=1

O 0
5

t,+T %+T

f f(t)-cos(kwyt)dt =0+a,: §+O N - f f(t)-cos(nw,t)dt
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Deducoes

* Determinacao de b,
— Multiplica-se ambos os lados por sen(kw,t)
f(t)zav+z [ancos(nwot)+bnsen(n ooot)]

n=1

f(t)-sen(kwyt)=a, sen(kwyt)+ ). [a,cos(nw,t)-sen(kw,t)+b,sen(nwyt )-sen(kw,t)]
n=1

— Integra-se ambos os lados da equacao.
(+T - Relacdes trigonomeétricas.

T
f f sen kooo )dt— a, Sf/ﬁ(kwo dt + / Fun\gc")es ortogonais.
t 0sen#k, T/ZSen k

i f 0}265 nwyt)-sen(kw,t) dt+f b, sen( nmﬂfjsen(km t)dt

to+T O to+T
O

t,+T t0+T

f f(t)-sen(kw,t )dt=0+0+bk-§ —> — f f(t)-sen(nw,t)dt
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Exemplo

* Determinar a série de Fourier para a tensao periddica
definida pela forma de onda abaixo:

V(1)

Vm _

0 T 2T 3T

: |
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Solucao:

ATENCAO: harménicos
normalizados

Soma ate 0 35¢ harmonico

— — — Valor medio

10 harmonico
20 harmonico
30 harmonico
40 harmonico
Somatorio

V. n & sen(nooot)
v(t)= > T L - , neZzZ
Soma ate ¢ 40 harmonico
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Representacoes alternativas para a
Série de Fourier

* Forma trigonomeétrica alternativa:
f(t)=a +Z.O: [a cos (nw,t )+bnsen(nw0t)]

n= 1

Mas: sen0=cos(6—90°) —» Z [a cos(nw,t)+b, cos(nw,t—90 )]

Aplicando a representacao fasorial:

P{ancos(n w,t)+b,_cos(n mot—900)} ca b e = q—jb = A e

n n

2 2
. ~ . - - +
Aplicando a representacao inversa: Onde: A, ,=va,+b;

-1 j O _bn
P [Anej } = A _cos(nw,t+0) 0 =arctan| —

Retornando a funcao:

f(t):av+i [AnCOS(n(x)Ot+9n)] — av+i\/ai+biCOS nm0t+arctan(_b“)
=1

n=1




Exemplo

* Representacao da série de Fourier na forma
trigonomeétrica alternativa:

v(1) 0

m

0

£
N~ -
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Exemplo

V(1)

m

L1 L1
Ot T T 3T T 5T 3T 7T 2T
4 2 4 4 2 4

!

\% 2V \%4 2
V(t):Tm"' \rn " cos (@t —45°)+ 7" cos (2w, t —90° )+ o cos (3w, t—135%)+---




Série de Fourier

0

0 i jno,t —jnw,t jno,t —jnw,t
e +e e —e

f(t)=a,+2 |a, +b, . ]
n=11 2 2_]

:av+i an_]bn ejnw0t+an+.]bn e—jn(oot
n=1L 2 2

Continua...

f(t)=a,+) [a,cos(nw,t)+b,sen(nw,t)] —» Mas: cos(nw,t)==

jnom,t

Representacoes alternativas para a

* Forma exponencial — obtida por relacoes de Parseval

—jnw,t

+e

sen(nwyt)= S
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Representacoes alternativas para a
Série de Fourier

N an_Jb jnogt Cln+jb —jnayt
t=

f(¢) “;l > 5

a—ijb
Fazendo: C, = 2] ”:l(a —jb )

1 2t0+T 2
ZE T { f(t)cos nw, t dt ?th sen nw, t dt
e—] nwyt
t,+T —»

:% { f(t)|cos(nwyt)— jsen(nw,t)|dt

1T ‘ > Equacao de analise na
—Jjnw,t .
Cn:? f f(t)e dt forma exponencial
t
Continua...

Y 18



Representacoes alternativas para a
Série de Fourier

* Obtendo a equacao de sintese na forma exponencial:

S jnw,t —jnw.t jnw,t —jnoyt
e " +e ’ e " —e .]b N a+]b —jn oyt
f(t):av+n§1 a, > +bn 2] ]—a +Z[ n Jn t"'Tne jn
a — b - inw ¥ —jnw
Como C,=—" 2] " podemos escrever: f(t)zaﬁz_:l e G, e ]
1 t,+T ' 1 to+T
Para n=0 —» C, = T f f(t) ety = T f(t)dt = a —» C,=aq,
ty ty
Portanto f( ):CO+Z [Cnejn(ﬂot_l_c: e Jnooot]: Co"'/Z_CneanOt"'Z C: L
n=1 \/ n:l\j n=1
N "*T”"// . ;
=3 C ety oF e inet S Equacao de sintese
Mas fl ) ,;‘\\L . ;”e na forma exponencial
. NS
Z‘; Cre /™= 21 C e"™ » f(t):Z‘) C e/""'+ 21 C.e™ wf(t)= ) C "
n= n=— n= n=— n=-—oo
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Exemplo

* Representacao da série de Fourier na forma
exponencial.

U(t) 00
Vf” f<t>: Z Cnejnm()t
t0+T
L —Jnoot
| ,, AL
—7/2 07/2 T—1/2 T T+7/2

@

20




Exemplo

(1)
Vm f(t): Z Cnejnmot
to+T ‘
C == f f(t) it g
l ! T to
—7/2 071/2 T—7/2 T T+1/2

_ = Vm T jnow,t
v(t)—n;w - sen(nwoz)e

21




Resumindo: representacoes para a

Série de Fourier

* Forma trigonomeétrica:

o0

f(t)=a,+) [a,cos(nw,t)+b,sen(nw,t)| —» onde:

n=1

* Forma trigonométrica alternativa:

f(t)zav+§ [ A, cos(nawyt+6, )]

* Forma exponencial:

f(t): i Cnejn(uot

» onde: <

» onde: ’




Espectros de amplitude e fase

* Representacao grafica das amplitudes e fases de cada
termo da série de Fourier.

* Geralmente utilizando a forma exponencial. Ex.:
— Suponha que a decomposicao de uma funcao resulta em:

v(t)= i sen(nmn/5) :i

e " nm/s -

. 0 + i + ;
Portanto: Cozseg =777 Cilzsezn;rS/SNO,g%eﬂ’ CiG:SQZGE;‘S/S~—0,156:o,156e”8"
' - _.._sen(nm/5) sen+27/5 o _senx=7m/5 _ 180
LHOpItaI>CO—1nlg)1 = Cor="py e ~0,757 ¢ Cor=" 5 = —~—0216=0,216e

. + ;
1 d/dn[sen(nm/5)] Cﬂ:%NO,SOSeJD CtszseZSJ?fS/SN—0,189:0,189e1180
10 d/dn[nm/5] -7 / _+9 I
_sen+4m/5 jo _senxtoimwio _ j180
:hmln/5cos(nn/5)] Ceo= +47/5 ~0,234e Cao +97/5 0.104=0,104e
n=0 n/5 sen+5m/5 _sen=10m/5 _
Cos="Z55 Y Con= " 05 0

—cos0=1=1¢"

23



Espectros de amplitude e fase
Co=1¢" C.,~0,935e” C.s~0,156e"
C.,~0,757¢”" C.,~0,216¢""
C.3~0,505¢” C.y~0,189¢"™
C.,~0,234¢” C.y~0,104¢""
C..=0 C.p=0
|G
1.0~
8
o6 | i
/{ 04 [\ sl
02+ 90° -
v O B [\ (TTy y
=10 =8 -6 -4 2 | 2 4 g 3 10 S e IR R R T L R LR
_o4 b n -14 -12-10 -8 -6 —4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16
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Explorando a simetria de funcoes

* Determinacao dos coeficientes — processo tedioso.
* Simetria de funcoées — reduz a quantidade de calculos.

* Quatro tipos:
— Funcoes pares.
— FuncgoOes impares.
— Simetria de meia onda.
— Simetria de quarto de onda.

25



Simetria de funcoes pares

* Funcoes pares — simétricas em relacao ao eixo vertical.

f(t)=f(—t) N1 Y] [V
* Os coeficientes se - - —
reduzem a: i B
1% 1 ¢ 2 ' Integragéo em V% periodo
—— . —_ 2 ’
G v f(t)dt_T_JTmuf(t)dt_T { flo)de ——» multiplicag&o por 2
t,+T T/2
2 r 4 Integracéo em Yz periodo
== t t)dt=— t t)dt ’
=T ) f(t)cos(noyt) T { f(t)cos(nont)de —» multiplicacéo por 2
ty+T .
2" Auséncia de componentes
bnz? f f(t)sen(nwyt)dt=0 > senoidais

* Sintese: f(t)=av+i a_cos(nw,t)

n=1

26



Simetria de funcoes impares

* Funcoes impares — anti-simétricas em relagcao ao eixo

vertical. F(t)=—Ff (=t) /_\ 4
/,

* Os coeficientes se AT 0 m\]”

reduzem a: /4L
to+T T/2
1 ¢ 1 Auséncia de componente
- = — = >
dv T ¢ f<t>dt T_!,Z f(t)dt 0 continua.
t,+T R ]
an:g [ £(t)cos(nw,t)dt=0 » Ausencia de componentes
T cossenoidais.
to+T T/2 ~ p
2 °n 4 Integracéo em % periodo,
bn:? J f(t)sen(n ooot)dt:? f f(t)sen(nw,t)dt > multiplicacdo por 2

0

« Sintese: Zb sen(nw,t)

27



Simetria de meia onda (meio periodo)

Simetria de meia onda: £(0)

X“ ‘—)i t— T/Z*)F Deslocar % periodo gl

- Espelhar verticalmente |
0 T/4

Volta a ser a mesma onda “
—A

Os coeficientes se
reduzem a:

( 0, npar
t+T q.= 4 T
__ f f(t " ITI f(t)cos(nw,t)dt, n impar
0
# ( 0, n par
Auséncia de b= 472 )
componente continua. _ff Jsen(nw,t)dt, n impar

T/23T/4 T

\

]

Somente
—» harmonicos
impares

Integracao em
Y5 periodo,
multiplicacao
por 2

28




Simetria de meia onda (meio periodo)

] 1)
* Sintese: Al |—
f(t) =/ﬁ;§p&;\[an cos(nw,t)+b,sen(nw,t) ] 0 '1'_|/'4 T/2 37|‘_/'4 T |
\ L —A

29




Simetria de quarto de onda ("4 de
periodo)

* Simetria de Y2 de onda — simetria de meia onda +
simetria em relacao aos pontos médios dos semiciclos.

/() f(o)

[ ] | [ |
o[ | T4 |1/23T/ |1 t ol | 14 |12sThE |1 ‘*
—A / L L4 /
y y
Simetria de Simetria de
meia onda meia onda
f(t)=—f(t=T1/2) f(t)=—f(t—T/2)

* Podem ser transformadas em funcoes pares ou impares
— escolha adequada do instante t = 0.

30



Simetria de quarto de onda ("4 de

f(&)

L]

||

!
3T/4 T

L

Auséncia de termos senoidais.

Somente harmbnicos impares.
Integral em %2 do periodo,
multiplicacao por 4.

periodo)
 Transformacao para funcao par:
f(0)
A B — u
3 — t
0 T/4 r/23T/4 |T
lj 4 || L
a,=0, b,=0 >
0, npar
T/4
If )cos(nw,t)dt, n impar
* Sintese: f(t)= Y acos(no,t)
(n= 11mpar
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Simetria de quarto de onda ("4 de

periodo)
* Transformacao para funcao impar:
I
AT I
-~ L-s N

a=0, a,=0 » Auséncia de termos cossenoidais.

_| T Somente harmdnicos impares.
S f f(t)sen(nw,t)dt, n impar( =  Integral em %2 do periodo,
I'% multiplicacao por 4.

 Sintese:

fle)= > bsen(noy)

/ ’ \\
(n=1,impar)

32



Exemplo:

* Determine a decomposicao em série de Fourier para a
forma de onda de corrente mostrada na figura.

i(t)=—"-t, 0<t<T/4
i(t)

I,

\ ANWAN

D Wi 3T/2W5T/2W
— -1,

33




Exemplo:

50 harmonico

i(t)
L=
\ ANAND
D Wi 3T/2W5T/2W
——1,
Soma ate © 50 harmonico
1r -
P SN — — — 10 harmonico
0.8F / N — — — 30 harmonico
/ \
06 4 \\ — — — 70 harmonico

0.4

Somatorio

0 200

400

1000

I 0

i(t)=8-2 >, izsen n%

T n=1,impar N

sen(nw,t)

Soma ate © 350 harmonico

1
0 200

400 600 800 1000

34




Exercicio:

* Calcule a série de Fourier da tensao periodica mostrada
na figura abaixo:

Vg (1)

35



Exercicio:

12V, & sen (n n/3)
v, (t)=—" Z -sen(nw,t)
J'E n=1,impar n
Soma ate o 50 harmonico

1r — — — 1o harmonico
N — — — 3o harmonico
0.8 50 harmonico
0.6 F — — — Yo harmonico

Somatorio

0.4

Soma ate o 350 harmonico

0 100 200 300 400 500 800 VOO 8OO 900 1000

100 200 300 400 500 600 VOO BOO 900 1000
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