A transformada de Laplace
em analise de circuitos
eléetricos
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Elementos de circuitos no dominio da
frequéncia

* Como visto: analise por Laplace — procedimento genérico:
— Determinar a equacao diferencial.
— Aplicar a transformada de Laplace.
— Isolar a grandeza de interesse.
— Expandir em fragcoes parciais.
— Aplicar a transformada inversa.

* Mas! — A equacao diferencial surge a partir de modelos
matematicos dos elementos no dominio do tempo:

1. d .
v,=Ri, vczEf i.dt+v.(0) vi=Li;
0
VR . .d 1 .
R=R ic=C Ve lef{detﬂL(O)

* Existe um modo mais facil — converter os modelos para o
dominio da frequéncia.




O resistor no dominio da frequéncia

* No dominio do tempo: > Ve(t)=Rig(t)
* Aplicando Laplace unilateral: v,(t)u(t)=|R-i,(t)]u(t)

. o
. . vF
'E;§R‘i V§R‘/ - VR(S):R'IR(5>
_. : @
b b V,.(s) —» volts-segundos

: - I.(s) —» amperes-seqgundos
O resistor possui 0 mesmo r(s) P 9

modelo nos dominios do tempo
e da frequéncia.




O indutor no dominio da frequéncia

* Aplicando Laplace unilateral: vL(t)u(t):!L—iL(t)]u(t)

Y

sl

LI,

Modelo de divisor
de tensao.

\

Atencao as
polaridades!

Impedancia  Fonte de tensao
de sL ohms  proporcional a /j
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O indutor no dominio da frequéncia

t

Ou: iL(t):%va(t)dHiL(O) s

0

j t)de+i, ( ] u(t)
i

dt] u(t)+i, (07) u(t)

Modelo de divisor 1 (s)=t VL(5>] 1,
f de corrente. Ll S s
s/ V !
s € _V (S) I
I(s)=—=+
Atencao as
I polaridades! / \

Impedancia Fonte de corrente
de sL onms proporcional a /
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O capacitor no dominio da frequéncia

* No dominio do tempo: iC(t):C%VC(t) . ii. R

* Aplicando Laplace ; vC Vo

i | =|C—v.(t)|u(t) — -
unilateral: ic(t)u(t) [ e ] .

I v F

_ Modelo de divisor [ ]
I =C|sV —v-(0
1sCo= V d)cv“ de corrente. c(s) sVcls)=ve(07)

V(s)
Atencao as I.(s)= e Vo

I polaridades! y <
Impedancia  Fonte de corrente
de 1/sC ohms proporcional a V)
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O capacitor no dominio da frequéncia

Ou:
vel)=L ] ic(derve(07) m veloule)=| L] ic(e)drve 0 >] u(c)
=L ic<t>dt] u()+v (07 Jul
1 V&
v T'5C Modelo de divisor C1[1:(s)] ve(0)
" de tenséo. Vc(s)_E s |7
"Yv,s  Atencdo as Vc(s):IC(s)L+ﬁ
T polaridades! sC_s
~ e 4

Impedancia  Fonte de tens&o
de 1/sC ohms proporcional a V)
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Resumindo: modelos de elementos no

dominio da frequéncia

TIME DOMAIN

FREQUENCY DOMAIN

Tea
fl' v LT'IH

v = Ldijdt,

A
I = I_fu_'vdx + .fo

Se a energia
inicial for nula:

Qu

al modelo escolher?

Depende da configuracao do
circuito — o que proporcionar
menos calculos...
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Exemplo: transitorio com condicoes

Iniciais nulas

* Energia nula em t = 0. Utilize os modelos de elementos

para encontrar
1. v(t)

2. ig(t), i (t), i (1)

| @
t =20
f@ 4
24 mA [

ff_,

fz"r\’ ‘

y
—~25nF $25mH 32 kQ v
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Analise de circuitos no dominio da
frequéncia

* Ao transformar o circuito para o dominio da frequéncia
TODAS as técnicas de analise sao aplicaveis.
— Lei de ohm no dominio da frequéncia:

1

V(s)=2-1(s) Z.=R ou V=7
# 7 —¢;, —» admitanciano —» o _ 1
Impedancia no vt dominio da s
dominio da frequéncia ZCZE frequéncia Y.=sC

— Associacoes de impedancias — série, paralelo, transformacoes
A-Y.

— Leis de Kirchoff da tensao e da corrente.

— Todas as técnicas de analise:

* Tensoes de nd, correntes de malha, transformacoes de fontes,
equivalentes de Thévenin e Norton, superposicao, etc...
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circuito RC

Exemplo: resposta natural de um

J_ .
P |
L Vo R
I = .S' -
Vor=C i 3R
CV{)¢ = R§ V
sC
| _
1(t):foe WRCI Y (¢) o
O=Ril0=Ve ) ST ] :
3. \ 3. =
g°f N\ 157
227 N N 115 3
ol 105
0.5 II.-II' 0.5 1 ’I_-.I'::r_. _-_-;_ 2.I5 3::
Time (s) <10
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Exemplo: verificando os calculos com
os teoremas de valor final e inicial

)ﬂ Sabemos que o valor inicial v(0) € V.
o : Usando o teorema do valor inicial:
Vo= C i\ $Rv
! lim v(t)=lim sV (s)
t=>0 S=>00
limv(t)=V
t1->0 V( ) ° S OK
1% 1% 1% v
1. V 1 0 1 0 :1 0 :V
im sV (s)=lim s e =M Ry ™ 1o /srE)

Sabemos que o valor final v(«) € 0. Usando o teorema do valor final:

lim v(t)=lim sV (s)

t>o0 s=20
lim v(t)=0 e
t=> 00 OK
: Vi, V, .
lim sV (s)= 11->I(I)ISS+1/(RC) =0- 0+1/(RC) =0 /

s=>0
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Exemplo: resposta transitoria de um
circuito RC

 Determinar I(s), V1(s) e Va(s) e i(t), v4(t) e vo(t) parat > 0.

100 V 0.2 uF I 3 i $5k0
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Exemplo: resposta transitoria de um
circuito RC
1(s)=0,02/(s+1250) i(t)=20e "***‘u(t)mA
V,(s)=80/(s+1250) v, (t)=80e "**u(t)V
V,(s)=20/(s+1250) v,(t)=20e " u(t)V .
—— iy
viit)
| w2(t) |
EE H >
% 10 g
: 1 2 Timz (s) ’ i ,m'f
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Exemplo: resposta ao degrau de um
circuito RLC com carga inicial nao nula

* I(0) =29 mA, Vc(0) =50 V.
* Determinarii(t) e v(t) parat>0.

L 4 L 4 L ®

/ T \Z :..«l—-_gZSn.l;‘T 25rnI—;IIIT§R

~— Q
24 mA 200
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Exemplo: resposta ao degrau de um
circuito RLC com carga inicial nao nula

i,(t)=(24+2,2x10°te " +5e ** )y (t)mA

v(t)=(-2,2x10°ce " +50e " )u(t)V

cn
]
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40 130
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=
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Exemplo: resposta transitoria a uma
fonte senoidal

* Energia inicial nula.
« Determinar i(t) parat > 0.

PS P o
I 0
@ \V “=C 3R L
B 25 nF 625 ()
. 25 mH

i,(t)=24x10""cos(40.000¢)=1I,,cos(wt)
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Exemplo: resposta transitoria a uma
fonte senoidal

Portanto:
i,(t)=[15sin(40.000t)—25e " "sin(24.000¢ )] u(t)mA =[i, (t )—i,(¢t)]u(t)mA

< ——apll » Resposta emregime
. 20l permanente.
é_ ) N S
) \/ % Resposta natural
3 (resposta ao impulso).

Resposta total.

Amplitude (v
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Exemplo: resposta ao degrau de um
circuito com multiplas malhas

* Analise de circuitos com multiplas malhas:
— Resulta em sistemas de equacoes diferenciais.
— No dominio de Laplace — sistemas de equacoes algébricas.

* Exemplo:
— Energia inicial é nula.
— Determinar iq(t) e i(t).

X 84 H 10 H

\ i _, v(t)=336 u(t)
(=0 I
é)ﬁ:%ﬁv 3420 2480
O
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Exemplo: resposta ao degrau de um
circuito com multiplas malhas
i,(t)=(15—14e - u(t)A
i,(t)=(7—-8,4e*+1,4e " )u(t)A . | | |
£, /
0 0.5 1 e (& 15 2 2.5
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Outras técnicas...

* Ver no livro texto:
— Equivalentes de Thévenin e Norton.
— Superposicao.
— Circuitos com fontes dependentes.
— Circuitos com indutancia mutua.
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